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VORWORT. 



j Indem sich das vorliegende Buch als Erweiterung und wesent- 

^ liehe Umarbeitung meiner im Jahre 1866 erschienenen „Festigkeits- 
j lehre mit besonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse des Maschinen- 
} baues" ankündigt, habe ich hier die getroffenen Aenderungen und 
ihre Gründe im Allgemeinen anzudeuten. 

Vor Allem sind mehrfach geäussertem Wunsche entsprechend 
die mathematischen Entwickelungen weiter ausgeführt worden, so 
j dass dadurch das Buch auch zum Selbststudium geeigneter geworden 
I ist und Lesern, die in den Elementen der höheren Analysis be- 
' wandeiii sind, erhebliche Schwierigkeiten ferner kaum darbieten wird. 
\ Die knappe Form der früheren, vorwiegend als ein durch Vorträge 
» näher zu erläuternder Leitfaden verfassten Auflage blieb übrigens 
\ insoweit erhalten, wie es mit jener gleichzeitigen Rücksichtnahme auf 
j erleichtertes Selbststudium verträglich erschien. 

Eine wesentliche Aendening hat die Anordnung des In- 
haltes erfahren, die icl» selbst in dei früheren Auflage als mehr 
durch die damaligen Bedüifnissc meiiios ITaterrichtes am hiesigen 
Ij Polytechnikum, wie als srtdi'icli begründet hervorgehoben hatte. 
Nicht nur ist die allgemeine Theorie der Elasticität vorangestellt, 
sondern auch im Uebrigen die Elntheilung consequenter durch- 
I gefiihii; worden: in erster Reihe mit Bezug auf die Körperfoim, in 
I zweiter mit Bezug auf die Art der Inanspruchnahme (Stützung und 
Belastung). 

Wenn auch die Entwickelung der allgemeinen Gesetze an ver- 
schiedenen Stellen nicht unerheblich ergänzt und, wie ich glaube, 
verbessert wurde, so ist es doch namentlich die Vermehvviu^ <\vix 

) 
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Beispiele, mit Bezug worauf dtis Buch als erweiterte Auflage 
bezeichnet werden durfte. Dass dadurch und durch die grössere 
Ausführlichkeit der Entwickeln nj^en sein Umfang nicht in noch 
höherem Grade zugenommen hat, ist der Jioseitigung mehrerer solcher 
Paragraphen der früheren Auflage zuzuschreiben, die von geringerem 
Werthe oder als durch die veränderte Anordnung überflüssig ge- 
worden erschienen, wie namentlich das Meiste der früheren ausfülir- 
liclien Einleitung. 

Ebenso wie der ganze Inhalt des Buches nach wie vor die 
Bedürfnisse der tecluiisclien Praxis im Auge hat, ist insbesondere 
auch die Auswalil der als Beispiele beliandelten besonderen Probleme 
insoweit mit Bezug auf die Anwendungen in der Technik getroft'en, 
wie es mit Kücksicht darauf thunlich schien , dass sie in erster 
Reihe die allgemeinen Gresetze und ihre Benutzung unter mögliclist 
verschiedenartigen Umständen in lehrreiclu^r Weise erläutern sollen. 
Die weitere Ausführung solcher Anwendungen in besonderen Dis- 
ciplinen , wie ifaschinenbau , Brückenbau u. s. w. entbehrlich zu 
machen, beansprucht indessen das Buch nach wie vor nicht, und 
will es vielmehr nur die wissenschaftliche Grundlage dazu bieten, 
weshalb ich auch geglaubt habe, der Angabe von Constrnctions- 
regeln mit empirischen Coefficienten noch mehr mich enthalten zu 
sollen, als es in der ersten Auflage geschehen war, zumal der- 
gleichen in allgemein verbreiteten Taschenbüchern enthalten sind 
und ausserdem einer vielfach abweichenden, mit den Umständen ver- 
änderlichen und mehr auf praktischer Erfahrung, als theoretischer 
Motivirung beruhenden Uebung unterliegen. Selbst die Wiederholung 
der in allen bezüglichen Tabellenwerken und Regelsammlungen zu 
findenden Mittelwerthe von Elasticitäts- und Festigkeits-Constanten 
der vorzugsweise gebräuchlichen Constructionsmaterialien wurde aus 
gleichem Grunde für überflüssig erachtet mit Bezug auf den 
Charakter des Buches.,: .d:ßn-- die B(aei(!h3Äu|g als „Theorie der 
Elasticität und Festigkfcif *: 1>estimm*-CeV mi "zutreffender ausdrücken 
soll, als der frühere Titel. •'•. : :\\:: :-*: 

Ob es gelungen ist,^ Öeit •IftBalfJniil. Rücksicht sowohl auf die 
Anforderungen wissenschaf^Jiqliej'.'ßtljThge anSc des praktischen Bedürf- 
nisses angemessen zu begrenzen, wird je nach dem Standpunkte eine 
verschiedene Beurtheilung erfahren. Wenn indessen die letztere 
Rücksicht in den Vordergrund gestellt wird, können ohne wesent- 
liche Schädigung des Verständnisses manche Entwickelungen über- 
gangen werden, wie z. B. die allgemeinere Darstellung der Be- 
2iebungen zwischen dem Spannungs- und Deformationszustande in 
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einem Körperpunkte (Nr. 14 — 20), die allgemeine Untersuchung des 
Spannungs- und Deformationszustandes eines belasteten prismatischen 
Stabes (Nr. 142 — 165) und Anderes. Bei der Benutzung des 
Buches als Leitfaden zu Vorlesungen wird eine derartige Beschränkung 
und besonders auch Auswahl unter den als Beispiele behandelten 
speciellen Problemen schon mit Rücksicht auf die verwendbare Zeit 
sicli nötliig erweisen und leicht zu treffen sein, wie sie auch von 
mir geübt wird. 

Carlsmhe, im Juli 1878. 

F. Grasliof. 
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Seite 21, Gl. (^38) soll es heissen: y, = + (e., — s^\ y.^ = ± (f^ - - f j), y^=± (^i — ej. 
„ 27, Zeile 2 von unten: ,,den Gleichungon" statt „der Gleichung". 
,, 41, „ C „ üben ist die Einschaltung: (und zwar als solche allein nicht 

= Null) zu stn'ichen. 
()8, „ P> „ „ (n ~ ly^ statt (//ii-i)^ 
100, „ 18 „ unten: &^, (f,, (fj, . . . statt (f, cf,, cf^ . . . 

„ 110, „ 10 „ oben soll es heissen: -^ = (t statt -^^--zrO. 

ax d X 
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Eil'A stieität heiBst die jedem Kiirper zukommf^iide Eigenschitft,' 
tmter der Einwirkung äusserer Kräfte im Zustande dnr Hulie eine 
i o II (Aenderung seiner Form , d. h. im Allgemeinen seines 
Voliimena und seiner Greatalt) xa erleiden , welche von der Beschaffenheit 
(Art und Aggregatzu stand) des Körpei'8 und von den äiissei'en Krüften 
in bestimmter Weise abhängig ist und bei dem Auflioren der Einwirkung 
äieser letzteren um so vollständiger wieder verschwindet , je kleiner sie 
war. Wenn die Einwirkung der Kräfte plötzlich beginnt und aufhört, 
oder wenn auch nur ihre Griissen nicht sehr nllniShlich sich ändern, so 
geräth der Körper in Schwingungen, einer periodischen Folge wechselnder 
Deformati onszu 8 tun de entsprechend, die nur nach und nach in Folge 
ivaeerer und innerer Widerstände an Grösse (Amplitude) abnehmen und 
den Körper in den Zustand relativer Ruhe übergehen lassen. Die 
HtatiBchc Elasticitätslehre setst diesen Buhezustand als eingetreten 
und lehrt die Beziehungen, welche dabei zwischen den äusseren 
KrSrten, der Doformulion des Kiirper» und den Elas t iei tä t s- C o n- 
ten stattfindeu, wodurch die ursprüngliche, d. h, die BeschaiFenheit 
des Körpers vor seiner Defonnation cbarakteriäirt wird. Bei flüsfligen 
KSrpem (vollkommenen Flüssigkeiten) kommt die Deformation nur als 
Aend«rung des Volumens in Beti-acbt, bei festen Kfirpern, wie die 
im Folgenden Immer vorausgesetzt werden , begreift sie aber wesenttioh 
auch eine Aenderung der Gestalt in sich. 

g« Winsen Punkte ist bestimmt durch die Deformation eines diesen 
Punkt enthaltenden unondlicli kleinen Körpereleinentes, letzteres verstanden 
als Inbegriß" eines bestimmten unendlich kleinen Tbeils der materiellen 
Substanz des Körpers. Bei einer gewissen Defonnation des Körpers im 
Ganzen ist der Doformationszustfind in seinen verschiedenen Punkten im 
lAJIgemeinen verschieden, Davon, ob er in einzelnen Punkten gewisse 
Irenscu (ibersclireitet , ist es als abhängig zu betrachten, ob die Defor- 
iBtion des Körpers im Ganüen slcli zu einem grösseren oder kleineren 
rhffU als bleibend erweist, wenn die äusseren Kräfte zu wirken aufhören, 
Ikdrän der Deformationezustand in einem Körperpunkte als bedingt zu be- 
uhten ist duvuh eine gewisse Aenderung der G-ruppirung der kleinsten 
^dolurtigen materiellen Theilclien (Mulekftle) des Körpers un der bfr- 
"" ' I Stelle , solehs Gruppiriiiigsiindenuig aber , je beträchtlicbei: *wl 
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ist 7 eine desto mehr veränderte bleibende Gruppining^ eine desto mehr 
veränderte neue relative Gleichgewichtslage der Moleküle in dem von 
äusseren Kräften nicht mehr angegriffenen Körper zur Folge hat. Bei 
fortgesetzter Steigerung des Deformationszustandes in einem gewisaen 
Punkte ist endlicli überhaupt keine relative Gleichgewiclitslage der Moleküle 
mehr möglich ; dann findet eine Trennung der Körpertheile an der be- 
treffenden Stelle, ein Auseinanderrücken von Molekülen aus unmessbar 
kleiner in messbare Entfernung statt': die Festigkeit des Körpers wird 
überwunden. 

Bei den als Glieder von Bau- und Maschinen-Constructionen technisch 
angewendeten Körpern ist im Allgemeinen zu verlangen , dass ihr Defor- 
mationszustand in jedem Punkte nicht nur unterhalb der Grenze bleibe, 
bei der die Festigkeit überwunden wird, sondern auch unterhalb einer 
solchen Grenze, womit eine bleibende Deformation des Körpers von 
merklicher Grösse verbunden wäre. Die Aufgabe der technischen Elasticitilt- 
und Festigkeitslehre besteht demnach nicht nur in der Entwickelung diS 
Zusammenhanges zwischen der Deformation und der Belastung, d.L 
der Inanspruchnahme durch äussere Kräfte, eines Körpers von gegebenem 
Material bei gewisser Gestalt und Grösse, sondern insbesondere auch 
darin, gewisse Dimensionen oder belastende Kräfte unter 
übrigens gegebenen Umständen so zu bestimmen, dass 
der Deformationszustand in keinem Punkte eine ge- 
wisse erfahrungsmässig als höchstens zulässig erachtete 
Grenze überschreite. 

Streng genommen ist- auch, abgesehen von schwingenden Bewegungen, 
die Beziehung zwischen Deformation und Belastung eines Körpers nicht 
ganz unabhängig von der Zeit, während welcher die Belastung gedauert 
hat; je grösser diese Dauer, desto kleiner die Bruchbelastung, d. h. die 
Belastung, bei der die Festigkeit überwunden wird. Noch merklicher, 
als diese sogenannte elastische Nachwirkung, ist aber der £in- 
fiuss vielmaliger Wiederholung von Belastung und Ent- 
lastung, und in noch höherem Grade von abwechselnder Be- 
4. lastung im einen und anderen Sinne, indem auch mit wachsen- 
der Zahl solcher Wiederholungen die Bruchbelastung abnimmt. Uebrigens 
ist die Kenntniss des Einflusses dieser Umstände, nur im Allgemeinen 
durch eine dauernde Aenderung der Molekulargruppirung und somit der 
Körperbeschaffenheit erklärlich, noch zu mangelhaft, als dass es möglich 
. wäre, die Elasticitäts - und Festigkeitsconstanten als Functionen der die 
betreffenden Umstände charakterisirenden Argumente auszudrücken; einst- 
weilen wird der fragliche Einfluss nur dadurch berücksichtigt, dass die 
Annahme der zulässigen Grenze des Deformationszustandes in irgend einem 
Punkte, ausser von manchen anderen, auch von den hier in Rede stehen- 
den Umständen mit abhängig gemacht wird nach Regeln, die mehr in 
das Gebiet der constructiven Anwendungen, als der theoretischen Elasticitäts- 
und Festigkeitslehre fallen. 

Die Lösung der oben bezeichneten Hauptaufgabe der technischen 
Elasticitäts- und Festigkeitslehre verlangt vor Allem die Bestimmung des 
Deformätionszustandes in jedem Punkte eines gegebenen Körpers bei ge- 
gebener Belastung. Dazu ist es nöthig, nicht nur diesen Deformations- 
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xugtnn<l (Iiii'i-Ii eine Uesclirnnktc Znlil mntliematiseli i]efinirl«r Grösseo zii 
cliarakterisircn ■ soudeni auch innei'e Kräfte als Hlilfagriiasen cinzuftiliren, 
welclie , indem sie einerseits durch die äusseren Krüfte bedingt werden 
tnul midererseits selbst den Defonnationszustand bedingen ^ au auch die 
Beziehnng i^wischen letzterem und den änsseren Kräften vennitteln. Um 
aber die Methoden der höheren Analysis anwenden zu können , welche 
die Denkbarkeit der Zerlegnng des Körpera in unendlioli kleine continiiirlich 
an einander grenzende Elemente von gleichartiger BescIiaHenlieit voraiis- 
8et7en, sind jene inneren Kriifte nielit als solclie in die ' Betraclitung ein- 
zuführen, die zwiaeliGn den Molekülen gegenseitig wirken, da diese, wenn 
aueli unmessLar klein , doch ilirem Begriff Kufolge nicht unendlich klein 
lind ausserdem durch Zwischcnränme getrennt sind ; unter Ähstraction von 
jener dnrch andere Erwägungen zwar motiviiten, hier aber wie überhaupt 
zum Zweck analytisclier Entwickelnng nnhrauoh baren Voretellnng einer 
discnntinuirlichen Molekulai'conBtitution der Körper, vielmehr auf Gntnd 
der VorsteUuug einer cnntinnirlichen RaumerffiUnng durch die Materie, 
werden deshalb jene inneren Kräfte als sogenannte innere- Fla e henk rilfte 
in die Betrachtnng eingeführt, d. \i. als Kräfte, mit denen die unendlich 
kleinen Krirperelemente an ihren Beruh 1*0 ngslläc heu gegenseitig auf einander 
wirken, und zwar, insoweit sie hier allein in Betracht kommen, inaoweit 
aie nämlich den Deformation sziistitnd bedingen, als sogenannte Span- 

Diese Andeutungen begründen den Gang, der in dem folgenden ersten 
Abeohiiiue zur Vorbereitung der allgemeinen Lüsnng des Problems der 
Elasticitätslehre eingescijlagen ist, indem derselbe ztinüclist vom Spnnnnnga- 
znstande , dann vom Deformationszustande in einem Körperpunkte und 
endlich von der Beziehung zwischen beiderlei Zuständen handelt. Während 
die den Spnnnnngszn stund betrelTendcn Gesetze ganz allgemeine Gültigkeit 
haben, die den Deformati onazu stand betreffenden wenigstens nur durch die 
zn Grunde liegende , bei den technischen Anwendungen stets genügend 
Oriente Voraussetzung verhältnissmässig selir kleiner Deformationen aller 
nnendllch kleinen Körperelemente beschränkt sind, hängen die Bezielmngen 
ewiachen dem Spannungs - und dem Deformationszustande in demsellien 
Körperpunkte wesentUcli von der Beschaffenheit des Korpers, nümlioh von 
den diese Beschaffenheit empirisch cliaraktcris Iren den Elnsticitätscon stauten ab. 

GemüBs der Vorstellung contiunirl icher RaumerPüllung durch die 
Materie ist unter einem materiellen Punkt des Kr'irpers die Grenze 
einer Flüche zu verstehen, die einen kleiner und kleiner werdenden Theil 
der Körpermaterie umachliesst, der Punkt nämllcli , in dem solche Fläche 
verachwindet , wenn der von ihr umscidosaene Tlieil der Körperaubstanz 
in die Grenze Null übergeht. Ein materieller Punkt ist ebenso wenig 
eine Grösse wie ein räumlicher Punkt, von dem er aich begrifflich nur 
dadurch unt«rscheidet , dass er immer in denselben materiellen Körper- 
elementen gelegen iai. Bestimmt wird ein materieller Funkt durch drei 
Coordinaten in Bezug aul' ein im Körper fixirtes Coordinatenaystem , im 
Allgemeinen nämlich als Schnittpunkt von drei Flächen, die drei Flächen- 
schaoren angehören, von denen je eine als CoordinatenMche eine im 
KSrp»* fixirte Lage )mt. Wegen der Veräuderliclikeit der Körperform 
" dlae Firimng der Coordinatenflfiehen nur darin liestehen, daaa ihwwx 
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bestimmte Lagen gegen drei willkürlich zu wählende, nur ^icht in gerader 
Linie liegende materielle Punkte des Körpers angewiesen werden. Wenn, 
wie es in der R^el und namentlich im folgenden ersten Abschnitte ge- 
schehen soll , zu Coordinatenflächen drei Ebenen genommen werden , die 
sich rechtwinklig schneiden in den Axen OX, OY, OZ^ so können sie 
behufs ihrer Fixirung im Körper so angenojnmen werden, dass ein mate- 
rieller Punkt desselben, die durch ihn i|nd durch einen zweiten Punkt 
gehende Gerade und endlich die durch diese Gerade und durch einen 
dritten materiellen Punkt gehende Ebene unveränderliche Lagen gegen die 
Coordinatenaxen haben. In Bezug auf solche drei rechtwinklige Axen 
seien x, y, Z die ursprünglichen Coordinaten irgend eines 
materiellen Punktes des Körpers , d. h. seine Coordinaten vor der durch 
die Einwirkung äusserer Kräfte verursachten Deformation , durch welche 
vielmehr diese Coordinaten in x-\-^^ yA^r]^ ^H"? übergehen mögen. 

Schliesslich ist zu bemerken , dass der Druck der atmosphärischen 
Luft oder der nahe ebenso grosse Druck eines anderen Mediums , worin 
sich der Körper befindet, sofern er nur gleichförmig an der ganzen Körper- 
oberfläche stattfindet, nicht als Belastung gerechnet, dass also als ur- 
sprünglicher Zustand des Körpers stets derjenige betrachtet 
wird, in dem er sich unter der Einwirkung des gleichmässig an seiner 
ganzen Oberfläche stattfindenden Atmosphärendrucks befindet, weil die 
Elasticitäts- und Festigkeitsconstanten durch Versuche in der Atmosphäre 
als Medium gewonnen sind, olme etwa nachträglich einer betreffenden 
Correction durch Reduction auf den leeren Kaum unterworfen worden 
zu sein. 




ERSTER ABSCHNITT. 
Allgemeine Theorie der Elasticität. 



A. Der Spannungszustand in einem Körperpunkte. 

i. — Durch den beliRtiigen Punkt P des Körpers mit den reülit- 
winkligen Coordinaten 3^, y, z gehe eine Fläclie i*', deren Normale T*J^ 
im Punkte P die Winkel b, /5, y mit den Ooordinntenaxeii bildet. Bei 
der Einwirkung von im Gleicl ige wicht befindlichen Üueaeren Kräften auf 
den Körper wird dann imt«r der Spannung j) im Fnnkto P der 
F 1 ä c li e F der auf die FlScIieneinheit bezogene Zug oder Druck ver- 
standen, den die an die Fläclie F boideraeils angrenzenden Körpertheilc 
bei P gegenseitig auf einander Rusiiben ; ilirer Grösse nach wird sie er- 
linlten , indem die betreffende innere Flächenkraft für ein den Punkt P 
enthttllendes unendlicli kleines Element AF der Fltiche 7*" durch dF dividirt 
wird. Die der Riclitnng dieser Spannung p anhaftende Zweideutigkeit 
wird dadurch beseitigt, dass sie als diejenige innere Kraft betrachtet wird, 
diö der im Sinne FN gelegene Körperlheil auf den jenseits F liegenden 
pro Flächeneinheit von F auaiibt. Die so bestimmte Bichtung von p 
bilde mit den Coordinatenasen die Winkel X. fi, i', mit der Richtung PN 
den Winkel rp, der auch jeden Werth /wisclien und tr haben kann. 

Die Zerlegung von p nach normaler und tangentialer Richtung zur 
Fläche F liefert die Componenten 

a^=j)CO$q> und T=psing'. 
Erstere lieisat die Normalspannung im Punkte P der Fläche 
7^ oder iiuth die No rma 1 sp annung im Punkte P nach der 
Richtung PN sie ist [.osiIi% oder negativ, absolut genommen eine 
Spannung mi engeren Sinne oder Line Pressung, einem gegenseitigen Zuge 
oder Drucke der dnrth F geschiedenen Körperlheile entsprechend, je naali- 
dom qi spitz oder stumpf ist Die andere Componenle t heisst die 
Tangential- oder bchubspannung im Punkte P der 
Flüche r, sie ist absolut wie ^; , kann aber in der Beruh rungsebene 
von F in Componenten nach gewissen Richtungen zerlegt werden , die 
dftnn positiv oder negativ sind, jenaiihdem diese Richtungen mit der 
~' ~ ; voa T spitze oder stumpfe Winkel bilden. 
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Werden durch den Punkt P insbesondere drei Ebenen 

YFZ ZPX XFY 

parallel den Coordinatenebenen gelegt, so seien 

7>x Py Pz 

die Spannungen im Punkte P jener Ebenen, der Richtung nach betrachtet 
als Kräfte, die von den nach den Richtungen PX, PY, PZ gelegenen 
Körpertheilen auf die jenseits der bezeichneten Ebenen liegenden Körper- 
theile ausgeübt werden ; 2>x ^ii&at sich zerlegen in eine Normalspannnng 
ax und in eine Tangentialspannung , die wiedenim nach den Richtungen 
P Y und PZ in die Coinponenten rxy und Txz zerlegt werden möge^ und 
wenn ebenso mit j^y u"^l pz verfahren wird , ergeben sich folgende nenn 
Spannungscomponeiiten : 

Ebene YPZ; px mit den Componenten (Xx f^y Txz 



ji 



« 



ZPX, 2h- 
XPY; 2>: 
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11 



n 



Tyjj 



r 



«,yX Vy 

nacli der Richtung PX PY PZ. 
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'z 



Flg. 1. 



2. — Diese neun Spannungscomponenten sind mit Rücksicht auf das 
Gleicligewicht der Kräfte an einem den Punkt P enthaltenden Körper- 

elemeute durch sechs Gleichungen verbun- 
<leu. Denkt man nämlich vom Punkte P 
als Eckpunkt aus ein unendlich kleines 
Parallele[)ipedum im Körper abg^grenst 
(Fig. 1), dessen Kanten PÄ = P'A' = dx, 

PB = P'B' = dt/ , PC = P'C = dß 

<len Coordinatenaxen parallel sind, so sind 
die Kräfte, mit denen die das Parallel- 
epipedum umgebende Körpermasse auf die 
Seitenflächen JiPC, CPA, APB des- 
selben nach den, Richtungen P X , PYj 
Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen dritter 
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— Txz dy d 

— Tyz ds dx 

— 0*2 dx dy 

PZ. 



P Z wirkt , bei 
Ordnung : 

B P C ; — (Tx dy dz — Txy dy dz 

CP Ä; — Tyx dz dx — Oy dz dx 

APB; — Tzx dx dy — r^y dx dy 
nach der Richtung PX PY 

Die Vorzeichen entsprechen dem Umstände, dass die diese Kräfte 
ausübenden Körpertheile von den betreffenden Flächen aus im Sinne der 
negativen Coordinatenaxen gelegen sind. Bezüglich der Kräfte, die auf 
die Seitenflächen B'P'O, O P' A\ A'P'B' ausgeübt werden, verhält es 
sich in dieser Hinsicht umgekehrt, und es sind die algebraischen Summen 
dieser Kräfte und jener auf die Seitenflächen BPC, CPA, APB aus- 
geübten bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen vierter Ordnung: 



xy 



BPC und l^'P'C«; ^-^dxdydz -^ 

ÖTvx , 7 , Ö(Ty 



dx dy dz 



dr 



xz 



CPA und CP'A'] 



r-^ ^^y ^^ dx ^- dy dz dx 
dy ^ dy ^ 



bx 

htyz 



dy 



dx dy dz 
dy dz dx 



APB und A'P'li'i -^dsdxdy —^dsdxäy "—dzdj: 

nach der Richtung FX FY FZ. 

Endlich kann auf dio Masse des Parallel epiped um selbst noch 



( Scliwerkraft), deren Coiiipo- 



Z dx dy ds, 

äser auf die Vulutueueinheit 



äUBflere Kraft wirkeE (insbesonder 
nentcn nach den Coordinatenaxen aeieu : 

X dx dy dg Y dx dy ds 
unter X , Y , Z Bomit die Componenten dies 
des Körpers bezogenen Kraft veretanden. 

Dem Gleichgewicht aller dieser Kräfte am Parallel epiped ui 
sprechen die bekanaten sechs Gleichungen. Die drei ersten 
ausdrückend, dass die algebraischen Summen der Kräfte nach den Richtungen 
der Coordinntenasen ^ Null sind, geben nach Division mit dem gemein- 
Hchaftlichen Factor dx dy dg : 

hy 



- + - 



är„ 



+ X=0 



-^ + 



+ - 



- + ^- 



0. 



i-x- iiij hs 

GemäHs den drei übrigen Gleichgewichtsbedingnngen ist die Momenten- 
Bumme der Kräfte iitr drei sicli achneidende und nicht in einer Ebene 
liegende Axen = Null. Werden diese Äxen MX', MY', MZ' durch 
den Mittelpunkt M des Paralleicpipedum parallel Beinen Kanten ange- 
nommen, so Kind z, B. liir die Axe MX' nur diejenigen Kraftmomente 
unendliclt klein dritter Ordnung, die von den Schub Spannungen nach der 
Eiclitung FZ in den zu P F senkrechten Seitenflächen CPA und Cl" A', 
sowie von den Schubs panaungen nach der Eichtung PF in den zu PZ 
senkrechten Seitenflächen APB und A' P' P' (in Fig. 1 durch Pfeile 
ungedeut«t) herrühren. Die Rieh tun gslinien aller anderen Kräfte gehen 
an MX' vorbei in kürzesten Abständen, die uneudUcli klein zweiter Ord- 
nung sind, so dass die entsprechenden Momente für die Flächenkräfte un- 
endlich klein vierter Ordnung, fiir die Massenkräfte X dx dy dz, Ydx dy dg, 
Zdx dy dg unendlich klein fünfter Ordnung werden, insoweit sie nicht 
fltir die mit der Axe MX' parallelen Kräfte nämlich) ^ Null sind. 
Bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen vierter Ordnung (wobei 
dann auch die gleichartigen Spannungen in den gegenüber liegenden Seiten- 
flächen hier einander gleich zu setzen sind), und wenn die Momente 
positiv oder negativ gesetzt werden , jenachdem sie dem Drehungsainne 
Y Z oder Z Y entsprechen , ist also die Momenten gl eicliung fiir die Axe 
MX': 

Tyi de dx dy — Tay dx dy dz = 0, 
mxA folgt daraus sowie aus den analogen Gleicliungen für die Axen MY' 
uud MZ' : 



(1). 




also diese Schubspannungeii in der Folge kürzer 

.y mit Ti, Va. "^ '^ia mit Ty j Tjy = Tvil mit X-,, 
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bezeichnet werden, so sind die jetzt nur noch sechs Spann ungscomponeuten 
(Txj Oy, (Tjs, Txj '^yy "^z ^lit der äussefcn Massenkraft durch die folgen- 
den drei Gleichungen verbunden : 



dx dp hz 



dx hy iz 



dx hy dz 



(2). 



3. — Durch die sechs Grössen Cx » Oy , üz, Tx j Ty , Tz ist der 
»Spannungszustand im Punkte P des Körpers bestimmt, 
nämlich die Spannung p nach Grösse und Richtung (Winkel mit den 
Axen = X, (Lt, v), die im Punkte P einer beliebigen durch ihn hindurch 
gehenden Fläche F stattfindet , deren Normale PN die Winkel a, ß , y 
mit den Axen bilden mag. Schneidet man nämlich von der durch die 
Ebenen YPZ, ZPX, XPY begrenzten körperlichen Ecke ein unendlich 
kleines Tetraeder ab durch eine zu PN senkrechte, die Kanten PX, P Y, 
PZ in den Punkten A, P, C schneidende Ebene , so sind , wenn die 
Seitenebene AB C = f gesetzt wird, die drei übrigen : 

BPC = fcosa, CPA = fcosßy APB = fcosY, 
und das Gleichgewicht der Kräfte an diesem Tetraeder führt zu den 
Gleichungen : 

2)cosl == Cx cos a -^ Tz cos ß -{- Ty cos y\ 

p cos in = Tz cos a + (Ty cos ß-{-Tx^ cosy^ . . (3). 

pcosv = Ty cos a-^Tyc cos ß -\- Oz cos y] 

Sie werden durch Division mit f aus den Gleichungen erhalten , welche 
ausdrücken, dass die algebraischen Summen der Kräfte nach Richtung der 
Axen = Null sind. Die auf die Masse des Tetraeders wirkende äussere 
Kraft kommt nicht darin vor , weil sie mit dem Volumen unendlich klein 
dritter Ordnung ist, während die auf die Begrenzungsflächen wirkenden 
Spannungskräfte mit diesen Flächen unendlich klein zweiter Ordnung sind. 
Durch die Gleichungen (3) in Verbindung mit 

cos^ l -\- cos^ ^ -\- cos^ V = 1 
sind die vier Grössen 2h ^? i"? ^ bestimmt. 

Indem die rechten Seiten der Gleichungen (3) gleich sind den Summen 
der nach der Richtung PN genommenen (d. h. mit den Cosinus der 
betreffenden Neigimgswinkel multiplicirten) Componenten der Spannungen 
i^xi Pyf Pz (Nr. 1) im Punkte P der zu PX, J^F, PZ senkrechten 
Ebenen, also auch gleich den nach PN genommenen Spannungen jf>x, 
i>yj Pz selbst, während die linken Seiten beziehungsweise gleich sind der 
nach PX, PY, PZ genommenen Spannung j^> in der zu PN senk- 
rechten Ebene , so liegt darin das Gesetz , dass in jedem Punkte, 
von dem zwei beliebige Richtungen ausgehen, die nach 
der ersten Richtung genommene Spannung in der zur 
zweiten senkrechten Ebene = ist der nach der zweiten 
Richtung genommenen Spannung in der zur ersten senk- 
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rechten Ebene. Es ist die Verallgemeinerung des Gesetzes, das für 
zwei sich rechtwinklig schneidende Richtungen durch die Gleichungen 
(1) ausgedrückt wurde, v 

4. — Zur Veranschaulichung des Gesetzes, nach dem eich die Grösse 
der Spanntmg p mit ihrer Richtung PF' (bedingt durch die Richtung 
VN der betreffenden Flächennormale) ändert, werde auf jeder solchen 
Spannungsrichtung vom Punkte P aus eine Strecke PP* = p abgetragen 
und die Fläche bestimmt , die der Ort der Punkte P' ist , indem ihre 
Gleichung entwickelt wird für die Richtungslinien PPx^ PPyj PPz der 
Spannungen ^x? iV> P^ ^^ (^ Allgemeinen schiefwinklige) Coordinaten- 
axen. Zu dem Ende kiann man zunächst bemerken, dass, da 

die Componenten von jpx JPy i>z 

beziehungsweise nach den Axen der x, y, z sind , sich für die Cosinus 
der Richtungawinkel 

^x> i^x» ^x> ^y» ^'y> ^y» ^z> f'zj ^z> 

von jpx i>y i>z 

gegen die Axen der Xy y, z folgende Ausdrücke ergeben: 



COSlx= 9 COSUy^= , COSVx=~^ 



'X 



Tz Wy Ti 



COsXy= , cos Uy=Z — ^ , COSVy^ 

Py Py Py 

M Ty ^K 0*2 

COS Az = — ^ , COS Uz =^ . , COSVz = 

Pz Pz Pz 



(4). 



Sind nun x', y*, z* die Coordinaten des Punktes P' in Bezug auf 
die Axen PP^^, PPy, PPz, d. h. die Componenten von p nacli diesen 
Axrichtungen, so ist die nach der :r-Axe genommene Spannung p = der 
Summe ihrer nach derselben Axe genommenen Componenten: 



X* y* X ^' 



i> cös A = a?' cos Ax + y' cos ly + ^' cos Az = Cx h '^z— — h ^v — 

i>x Py Pz 

woraus durch Vergleichung mit der ersten Gleichung (3) folgt: 

X* ^ y* gf 

cosa^= — , cosß^=^-^—j cosy = — , 

Px Py P^ 



\PJ VjPy/ \pj 



Das ist die Mittelpunktsgleichung eines EUipsoids in Bezug auf con- 
jugirte Halbmesser ^x> jPy? Pz als Axen. Hiemach und mit Rücksicht 
darauf, dass die Axen der x, y , Z beliebige zu einander senkrechte 
Richtungen sind, von denen der Spannungszustand im Punkte P und so- 
mit die Fläche (5) unabhängig ist, ergiebt sich, dass die von dem 
betreffenden Punkte aus auf ihren Richtungslinien als 
proportionale Strecken abgetragenen Spannungen die 
Halbmesser eines EUipsoids sind, und dass je drei con- 
jugirte Halbmesser desselben nachGröss»^ \xxl^^y^W.\j^^% 
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die Spannungen für drei sich rechtwinklig schneidende 
Flächen darstellen. Dieses Ellipsoid heisse das Spannungs- 
ellipsoid. 

5. — Die Normalspannung a im Punkte P nach der 
Richtung PN bildet mit der resultirenden Spannung p in der zu JPN 
senkrechten Fläche F einen Winkel y, der als Function der Eichtungs- 
winkel a, ßj y von a und X, fi, v von p bestimmt ist durch die Gleichung : 

cos (p = cos X cos a -{- cos IX cos ß -\- cos V cos y. 
Hiemach und mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) ergiebt sich: 
o =p cos (pz=a^ cos^ « -f- (Ty cos^ /^ + ^z cos^ y -}- 

+ 2rx cos/? cos y+ 2% cosycosa + 2'rz cos a cos/? . (6). 
Wenn man auf der Geraden VN von P aus eine Strecke TN = 

, = dem reciproken Werthe der Quadratwurzel aus dem Absolut- 

y+a 

werthe von a abträgt, so sind die Coordinaten des Endpunktes N dieser 
Strecke : 

cosa cos ß cosy 

v±^ V+^ V±(f 

und wenn man ebenso mit den Normalspannungen im Punkte P nach 
allen möglichen Richtungen verföhrt, so ergiebt sich die Gleichung des 
Ortes der Punkte N aus Gleichung (6) durch Division mit + O : 

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Fläche zweiten Grades. Eine solche 
hat drei zu einander senkrechte Hauptaxen, für welche als Coordinaten- 
axen die Glieder mit den Producten der Coordinaten aus der Gleichung 
der Fläche verschwinden, für welche also hier 

Tx — — 'Vy —^ Tj5 — U 

ist. (Durch Transformation der Coordinaten auf ein anderes System reclit- 
winkliger Axen, deren Lagen gegen die alten durch drei Winkel bestimmt 
sind, ergiebt sich die Gleichung der Fläche in derselben Form, und können 
dann jene drei Winkel so bestimmt werden , dass die Coefßcienten der 
drei Glieder mit den Producten der Coordinaten verschwinden.) Daraus 
folgt, dass es in jedem Punkte Pdes Körpers drei zu ein- 
ander senkrechte Ebenen giebt, in denen die Schub- 
spannungen für diesen Punkt = Null und zu denen also 
die betreffenden Spannungen p senkrecht sind. Diese 
Spannungen, deren Richtungen mit den Hauptaxcn der vorgenannten Fläche 
zweiten Grades zusammenfallen, heissen die Hauptspannungen für 
den betreflTenden Punkt und seien algebraisch verstanden (d. h. als Normal- 
spannungen, die positiv oder negativ sein können) mit 

(fi (^2 0^3 
bezeichnet. Dieselben , absolut verstanden als solche Spannungen p , die 
in drei sich rechtwinklig schneidenden Flächen stattfinden, sind conjugirte 
Halbmesser des Spannungsellipsoids (Nr. 4) und zwar, da sie selbst zu 
einander senkrecht sind, diejenigen conju^rten Halbmesser desselben, die 
mit seinen Hauptaxen zusammenfallen. Daraus folgt, dass absolut 
genommen eine der Hauptspannungen die grösste, eine 
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andere die kleinste aller Spannungen ist, die im Punkte 
P beliebiger Flächen stattfinden. 

Wenn die Schubspannung in allen Flächen = Null wäre, wie 
es namentlich bei vollkommenen Flüssigkeiten ihrem Begriffe zufolge der 
Fall ist , so mtissten j e drei zu einander senkrechte Gerade Hauptaxen 
des Spannungsellipsoids , müsste dieses folglich eine Kugel und somit die 
Normalspannung nach allen Richtungen gleich sein. 

6. — Zur Bestimmung der Uauptspannungen nach 
Grösse und Eichtung vermittels der auf beliebig gewählte recht- 
winklige Axen der x, y, z bezogenen Spannungen (Tx , (Ty , Cg , Tx , Ty, Tg 
dient die Erwägung, dass in den Gleichungen (3) 

p€osl = acosa, j[>cosfi = acosß, pcosv=acosy 
ist, wenn p der Absolutwerth einer der Hauptspannungen a, und somit 
die Bichtung X, jU, v entweder mit der Richtung a, ß, y übereinstimmend 
oder ihr gerade entgegengesetzt ist. So erhält man die Gleichungen: 

((Tx — er) co^a-\- Ta cosß-\'%y cos y = I 

Tz cos a + ((Ty — a) cos /? -]- '^x C05 y = ? . . . (7). 

Ty cos« -4- Tx cos /? + (a2 — a)cosy= ) 

Die Elimination der Unbekannten cos a, cos ß^ cos y ergiebt die = Null 
gesetzte, aus den Coefficienten dieser Unbekannten gebildete Determinante, 
also die bezüglich auf c cubische Gleichung: 

{a^—G) {py—o) ((Tz— a)— (ffx— a)Tx2— ((Ty— o)Ty^—{a^—o) x^^ 

+ 2TxTyTz=0 . (8) 

oder nach Potenzen von a geordnet: 
er' — (crx+cry + (yz)a2 

+ (o-y (Tz -f- (Tz (Tx -|- (Tx^y - Tx^ ry2— Tz^) Ö" 

— Cx Cy (Tz -j- (Tx Tx^ 4" ^y ^y^ + ^2 '^^ — 2Tx Ty Tz = . (9), 
deren nothwendig reelle Wurzeln 

er =(71, a= ^2, (r=(r3 
den Hauptspannungen gleich sind. Zur Bestimmung der Richtungswinkel 
a, /?, y irgend einer von ihnen ergiebt sich aus der Combination der 
zweiten mit der dritten und dieser mit der ersten der Gleichungen (7) : 
cds a : cos /? = (ay — d) (Gj, — er) — Tx^ : Tx ^y — Tz (a^ — ^) i , n O) 

= Tx Ty — Tz ((Tz — a) : (Oz—a) (ax — er) — Ty^ i * ^' 

sowie aus der Combination der dritten mit der ersten und dieser mit der 
zweiten der Gleichungen (7) : 

öOS/^:cosy = (az — (r)((rx — er) — Ty2:ryrz — Tx((rx — (t) [ 

= %Tz — rx((rx — (r):((yx — (r)((ry— a) — Tz^ ( * ' ^^^^ 
und daraus mit den abgekürzten Bezeichnungen : 

Ä = (ay — a){az~a) — Tj \ 

B = ((rz — a)(ax— (t) — ry2 \ S=A-{-B-j-C 

C = (a^-a)(ay — a)-Tz^ J 

COS^ a : cos^ß : COS^y = Ä:B:C 
cosa = ±y —; cosß=±y -^', cosy=±y— . ({2). 
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Jenachdem in diesen Ausdrücken er = a^ oder s= a^ oder = a^ gesetzt 
wird, erhält man die Richtungswinkel a^, ß^^ y^ oder ofg, ß^^ y^ oder 
03, /?3, /g ^®^ betreffenden dieser Hauptspannungen. Bei einer der 
drei Wurzelgrössen (12) kann das Vorzeichen beliebig genommen werden, 
wonach die Zeichen der beiden anderen durch die Proportionen (10) und 
(11) bestimmt sind. 

In besonderen Fällen sind übrigens die Cosinus dieser Winkel a, /?, y 
einfacher und ohne Zweideutigkeit von Vorzeichen unmittelbar aus ihren 
durch zwei der Gleichungen (7) bestimmten Proportionalwerthen in Ver- 
bindung mit der Gleichung 

cos^ a-^- cos^ ß '\' cos^ y =-1 
zu erhalten. 

7. — Die den Spannungszustand in einem Punkte P betreffenden 
Gleichungen werden vereinfacht , indem die Richtungslinien 
der Hauptspannungen a^, G<^^ a^ dieses Punktes als 
Coordinatenaxen der x, y, benutzt werden. Die Gleichungen 
(3) gehen dadurch über in: 

j? cos A = 0*1 cos of, pcosii = a^cos ßj pcosv = a^cosy . . (13), 
woraus p^ = a^^ cos^ a -\- a^^ cos^ ß -\- o^^cos'^ y . . . (14) 

folgt, die Gleichung (6) wird: 

ö^a^cos^a-^-a^cos^ß-^a^cos^y . . . (15). 

Bildet man diese Gleichungen (14) und (15) für irgend drei in einem 
Punkte P sich rechtwinklig schneidende Flächen , so ergiebt sich durch 
Addition die Summe der drei Werthe von p'^=0^^ -\- a^^ '\- ö^^, die 
Summe der drei Werthe von a ='0^ "1~ ^2 "f" ^3 » ^^^ ^^® Summe der drei 
Werthe von cos^ a, desgleichen die der drei Werthe von cos^ ß und von 
cos^y=l ist. In jedem Punkte ist also die Summe der 
Quadrate der Spannungen für je drei sich rechtwinklig 
schneidende Flächen, desgleichen die (algebraische) Summe 
der Normalspannungen nach je drei sich rechtwinklig 
schneidenden Richtungen gleich gross. 

Die Richtungslinien der Hauptspannungen fallen nach Nr. 5 mit den 
Hauptaxen des Spannungsellipsoids zusammen, dessen Gleichung (5) in 
Bezug auf dieselben als Coordinatenaxen übergeht in : 

4+— 2 + 4=1 (16). 

Während aber dieses EUipsoid nur die Grösse einer Spannung p von 
gegebener Richtung bestimmt (durch die Länge des in diese Richtung 
fallenden Halbmessers) , giebt es eine andere Fläche, mit deren Hülfe die 
Richtung einer Spannung p bestimmt werden kann, die in dem betreffenden 
Punkte P einer Fläche stattfindet, deren Normale gegebene Winkel a, ß, y 
mit den zu Coordinatenaxen genommenen Richtungen der Hauptspannungen 
bildet, und welche deshalb die Richtungsfläche der Spannungen 
heissen möge. Ihre Gleichung ist: 

— + — + — - + ** (17), 

unter h eine beliebige Constante verstanden. Sind nämlich a, b, c die 
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Richtongswinkel der Normale dieser Fläche in dem Punkte x^ y, z, in 
dem sie von der Richtungslinie (A, ju, v) der Spannung p geschnitten 
wird j so Verhält sich 



cosa : cosh : cosc = 



X y s 

COSX COSfl cosv 



Ol CTa (Tj 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (13): 

cos a : cosb : cos c = cos a : cos ß : cos y. 

Daraus folgt, dass die Berührungsehene der Fläche (17) in ihrem Schnitt- 
punkte mit der Richtungslinie der Spannung p parallel ist mit der Span- 
nungsebene, worauf sich p bezieht (Berührungsebene im Punkte P der 
Fläche, in der die Spannung p stattfindet), oder dass umgekehrt die 
Spannung p nach dem dieser Spannungsebene conju- 
girten Durchmesser jener Fläche gerichtet ist. 

Sind die Hauptspannungen alle drei positiv oder alle negativ, so gilt 
in Gleichung (17) vor k^ im ersten Falle nur das Zeichen -|-, im zweiten 
nur das Zeichen — ; die Richtungsfiäche der Spannungen ist dann ein 
Ellipsoid, und es hat nach Gleichung (15) die Normalspannung nach jeder 
Richtung einerlei Zeichen mit den Hauptspannungen. Sind aber zwei der 
drei Hauptspannungen, z. B. a^ und Cg beide positiv oder negativ, während 
die -dritte 0*3 negativ resp. positiv ist, so gelten in Gleichung (17) beide 
Vorzeichen, und besteht dann diese Richtungsfiäche der Spannungen aus 
zwei durch einen gemeinsamem Asymptotenkegel 

(Tl (Ta (Tg 

getrennten Hyperboloiden , einem einfachen , dessen Halbaxen proportional 
r i^i '^^ ri^ sind, und einem zweifachen, dessen Halbaxe propor- 
tional j/lflo'g ist. Jeder Berührungsehene des Asymptotenkegels entspricht 
die Berührungslinie selbst als conjugirter Durchmesser, somit als zugehörige 
Spannungsrichtung. Die Spannungen p im Punkte P von 
Flächen, die den Asymptotenkegel berühren, sind also 
blosse Schabspannungen, oder die Normalspannungen nach den 
Richtungen der Normalen des Asymptotenkeg^ls sind = Null. Der Ort 
dieser Normalen im Punkte P ist selbst eine Eegelfiäche , durch welche 
die Richtungen, nach denen a positiv ist, von den Richtungen getrennt 
werden, nach denen a negativ ist. 

• 8. — Für die Schubspannung r im Punkte P der Ebene , deren 
Normale unter den Winkeln cc, ß^ y gegen die Hauptspannungsrichtungen 
geneigt ist, erhält man aus Gleichung (14) und (15): 
T^=p^—a^=.aai^ + ba,'^-^ca^^ — (aai + ba,-\~ca,y I 

mit a = cos^a, b = cos'^ß, c = cos'y J * ^ ^V 

und es ist von Interesse, die Ebenen, also die Werthe von a, /9, y resp. 
a, 6, c zu bestimmen, für welche t^ ein Maximum wird. Zu dem Ende muss 
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sein^ während da, dh^ de an die Gleichung 

gebunden sind. Wenn man diese letzte DifTerentialgleichnng nach ilirer 
Multiplication mit einem unbestimmten CoefHcienten k zur ersten addirt, 
so kann Tc so gewählt werden, dass die Coefficienten ron da, dhj de ein- 
zeln = Null werden, dass also 

^' + 0*1 * — 2 (a^i -]- ha^ -|- ca^) a^=0 



^' ~l~ ^3 * — 2 (aa^ -j- fca. 



CCTg) CTs srr 



ist , woraus durch Subtraction der zweiten uml dritten , dritten und ersten, 
ersten und zweiten Gleichung folgt: 

^t + 0*3 r®«P- <^t + ^1 resp. (Ti + ^2 = 2 (aaj -f fea^ + ca,), 
welche drei Gleichungen fiir beliebige Wertlie von cTi , a^ , ag nur erfüllt 
werden durch : 

a==0, 6 = c = --, also a=r900, /9 = + y = + 450, 
6 = 0, c = n = Y^ V /?=90", y = + a = + 45«, 

c = 0, a = 6 = -i-, „ y = 90», a = + /? = + 45». 

Die Schubspannung ist also ein Maximum für die 
sechs Ebenen, die durch die Richtungslinien derHaapt- 
Spannungen gehen und die Winkel der je zwei anderen 
dieser Richtungslinien halbiren, und zwar ist sie gleich gross 
für die beiden durch die Richtnngslinie von e^j ebenso för die beidcii 
durch die Richtungslinie von (7^ und fth* die beiden durch die Richtungslinie 
von (Tg gehenden dieser Ebenen. Werden diese drei griissten Schab- 
spannungen, die mit Winkler*) die Hauptschubspan nungen 
genannt werden sollen, beziehungsweise mit t^, r^, x^ bezeichnet, so ist 
nach Gleichung (18): 



^,* 



-■^-■--(^4^)'=l(".'+v-2....). 



also T,=+ ' ^ % T,=+ » ^ S T,=+-!-y-^ . ..(19> 

Dass diese Hauptschubspannungen beziebungs-" 
weise rechtwinklig gegen dieHaup t Spannungen (f^, a^, (f| 
gerichtet sind, folgt daraus, dass nach den Gleichungen (13), 

wenn a = 90® oder ß=90^ oder y = 90^ ist, 
auch X = 90® resp. jU = 90® resp. v = 90®, 
d. h. die Spannung p und somit auch jede ihrer Componenten er, r senk- 
recht beziehungsweise gegen (T^, a^, c^ ist. 

9. — Wenn mit Bezug auf beliebig angenommene rechtwinklige 
Axen der x^ y, z 

ist, so ist nach Gleichung (9) eine Hauptspannung = Null, 
*j „Die Lehre von der Elasticität und Festigkeit", 1. Theil, S. 12. 
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ihra as == 0, während die beiden anderen a^j a^ die Wurzeln der 
fttdraüschen Gleichung 

9^—{aj,-j-ay-{-a,) a-^Oy a^-^-a^aj^-^-a^ay -- T^^ — Ty^—T^^=0 (21) 

rind. Dieser Fall findet insbesondere dann statt , wenn von den 
lechs Spannungscomponenten Cxy Oyy Ozj Tj^, ty, r, irgend 
Irei solche = Null sind, die verschiedene Indices haben 
.ind weder alle Normalspannungen^ noch alle Schub- 
spannungen sind, also z. B. , wenn 

flfy = <Jz = Tx = 

iit, so dass O^ und o^ die Wurzeln der Gleichung 

(T* — Oy^a — Ty* — T^^ = , . . . (21a) 
Verden, oder wenn 

Cx = Ty = Tz = 

iit, wodurch Gleichung (21) übergeht in: 

^* — (^y + ^z) ö" + c^y ^Xz -— Tx* = . . (21b). 
Da mit cy^ == nach Gleichung (13) auch cos y = ist unab- 
liingig vom Winkel y, so folgt , das^ die Richtungslinie der 
Spannung p für jede beliebige Fläche in der Ebene der 
Hanptspannungen c;^, a^ liegt, die nicht = Null sind. 
Das Spannungsellipsoid (Nr. 4) und di^ Richtungsfläche der Spannungen 
(Nr. 7) reduciren sich auf begrenzte Ebenen , erstere begrenzt durch eine 
BDipse (Spannungsellipse), deren Halbaxen den Absolutwerthen von 
9i and 0*2 gleich sind, letztere begrenzt durch eine Linie zweiten Grades 
(Richtungscurve der Spannungen), deren Halbaxen den 
Qoadratwurzeln der Absolutwerthe von o^ und G^ proportional sind, imd 
Welche in einer Ellipse oder in zwei Hyperbeln mit gemeinsamen Asym- 
ptoten besteht, jenachdem a^ und a^ gleichen oder ungleichen Zeichens 
sind. Diese Spannungsellipse und Richtungscurve der Spannungen kimnen 
jetzt aber nur zur Darstellung von Grösse und Richtung solcher Spannungen 
p dienen , die in den durcli die Richtungslinie der Hauptspannung (73 == 
gehenden Ebenen , also allgemein in Flächen stattfinden , welche in dem 
betreffenden Punkte P von der Hauptspannungsrichtung a^ = berührt 
"Werden ; und zwar ist eine solche Spannung p gerichtet nach dem Durch- 
messer jener Richtungscurve, der dem Schnitt ihrer Ebene mit der betretFenden 
Spannnngsebene conjugirt ist, während der in diese Richtung fallende Halb- 
messer der Spannungsellipse die Grösse von p darstellt. 

Bemerkenswerth ist noch der hierher gehörige Specialfall, dass alle 
Spannungscomponenten (Tx? CTy, (Tz, Tx, Ty, r^ ausser einer 
Schubspannung = Null sind, dass etwa 

Cji= Gy = Oz = Ty = Tz = 

^f wodurch Gleichung (21b) übergeht in: 

(7* — rx* = 0, also (Tj=rx, 0*2 = — Tx neben Cj = . (21c) 
liefert. Was die Richtungen dieser beiden Hauptspannungen (Tj, (Tg be- 
Wfll, so ist mit den Bezeichnungen von Nr. 6 hier: 

^ = (y2 _ rx^ == 0, B=C=G^ = rx^ 

also cosa = 0, cos^ ß = cos^y = — j 

roraus folgt, dass die Richtungslinien von g^ und G^ die Winkel der 
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Geraden halbiren , die vom Punkte P aus parallel mit der y-Axe und 
der 0'Axe gezogen werden. Die Spannungsellipse ist in diesem Falle 
ein Kreis, während die Richtungseurve der Spannungen aus zwei gleich- 
seitigen Hyperbeln besteht. — 

Wenn die auf beliebige rechtwinklige Axen der x, y, z bezogenen 
Spannungen (Tx? (Xy, O^^ Tx, %, Tz ausser der Gleichung (20) auch der 
Gleichung 

Oy Oz + (Tz (Xx + «^x O^y — ^Tx* — %* — Xz^ = . (22) 

entsprechen, so sind zwei Hauptspannungen = Null, etwa a^ 
und a^ = 0, während nach Gleichung (21) dann 

CTi = (Tx + (Ty + (Xz (23) 

ist. In diesem Falle , der insbesondere dann stattfindet , wenn die 
Spannungscomponenten (Tx, CXy, (T^, Tx, x^y> Tz alle = Null 
sind ausser einer Normalspannung, die dann die Haupt- 
spannung ö^i ist , folgt aus den Gleichungen (13) : cos fx = cosv= 0, 
also cosA = Hrl; dieRichtungslinie jeder Spannung |? Hegt 
also in der Hauptspannungsrichtung a^. Für jede Fläche, 
deren Normale den Winkel a mit der Richtung von C^ bildet , ist : 

p = + a^cosa, a = aiCOS^a, t= + — a^^sin2a (24), 

also T am gross ten = Hh — O^ in allen Ebenen, die unter 45® gegen die 
Richtung von G^ geneigt sind. 



B. Der Deformation8zu8tand in einem Körperpunicte. 

10. — Es sei wieder P irgend ein materieller Punkt eines Körpers, 
PF^ irgend eine von P aus gezogene Richtung, unter den Winkeln a, ß, y 
geneigt gegen die im Körper fixirten rechtwinkligen Axen der Xy y, z» 
Ist dann Q ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener materieller Körper- 
punkt in PV*^ ds die Länge der Strecke P^ im ursprünglichen Zustande 
des Körpers (d. h. vor seiner Deformation in Folge der Einwirkung 
äusserer Kräfte) und ^ ds die mit der Deformation verbundene Längen- 
änderung der Strecke P^, so heisst der Quotient 

Jds . 

ds 
die Dehnung (Ausdehnung) im Punkte P nach der Rich- 
tung PP'; sie ist positiv oder negativ, absolut genommen eine Aus* 
dehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung, jenachdem sie 
einer Verlängerung oder Verkürzung der Strecke P^ entspricht, und wird 
hier immer als ein sehr kleiner Bruch vorausgesetzt.. 

Durch die Dehnungen €, die im Punkte P nach allen Richtungen 
stattfinden, ist offenbar die Deformation jedes diesen Punkt enthaltenden 
Körperelementes , dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind, 
d. h. der Deformationszustand im Punkte P des Körpers 
bestimmt , analoger Weise wie diiB Spannungen jp im Punkte P aller durch 
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ihn hindurch gehenden Ebenen den Spannungszustand in diesem Punkte 
bestimmen. Ebenso aber wie letzterer schon durch 3 von einander unab- 
hängige Grössen vollständig charakterisirt wird^ indem die ihn unmittelbar 
bestimmenden 6 Spannungen Cxy Oyj O2, t^j tyy tz durch die 3 Glei- 
chungen (2) verbunden sind^ so auch der Deformationszustand, und zwar 
lassen sich solche 3 Grössen hier unmittelbar erkennen in den Aenderungen 
^, r^y tj denen die ursprünglichen Coordinaten x, y, z der materiellen 
Punkte in Folge der Deformation des Körpers unterworfen sind, indem 
dadurch die Dehnung 6 in dem beliebigen Punkte P nach der beliebigen 
Richtung PT* (a, ß, y) ausgedrückt werden kann. Sind nämlich 

X 4- äxj y + äy, z -{- dz 
die ursprünglichen Coordinaten des oben mit Q bezeichneten materiellen 
Punktes, so sind ihre Aenderungen bei der Deformation des Körpers: 

Y). =174- T^ äx -{- -r^ dy 4- ^ dz 
'^ * ^ ox ^ öy ^ oz 

Kx=^+^dx-\-^dy + ^dz 
^ ix ^ oy - dz 

und indem nun die Projectionen der Strecke PQ auf die Coordinatenaxen, 
die ursprünglich = dx, dy, dz waren, sich beziehungsweise um ^^ — ^, 
rj^ — 7f]y Cj — ^ geändert haben , während die Länge dieser Strecke selbst 
von ds in ds (1 -{- e) überging , ist 

Daraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichung 

ds^=^dx^-\-dy^-\' dz^ 
bei Vernachlässigung kleiner Grössen zweiter Ordnung: 

^_ li— g dx Vi — y dy . ^1 — g d^ 

ds ds ds ds ^ ds ds 

lind daraus durch Einsetzung der Ausdrücke von 1^, rj^, Ki sowie mit 

dx dy ^ dz 

j-^==ma, -^==cosß, -^ = cosY 

11. — Nach Gleichung (25) ist e beziehungsweise = — , -^j ■^, 

wenn a = 0, ß=0 oder y = ist ; diese partiellen DifFerentialquotienten 
von ^ nach x, von t] nach y und von C nach z sind also die Dehnungen 
im Punkte Pnach den Richtungen der Coordinatenaxen, 
die mit ex> ^yj ^z bezeichnet seien. 

Was die Coefficienten der Cosinus-Producte in derselben Gleichung 
betrifft, so seien im ursprünglichen Zustande des Körpers von P aus die 

Grushof, ElMtieitat und Festigkeit. ^ 
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unendlich kleinen Geraden PÄ=^dx parallel der o^-Aze, PB = dp 

parallel der y-Axe, PC=dz parallel der jer-Axe gezogen und ^, JB, C 

als materielle Punkte wie P verstanden. Mit der Deformation ist dann 

^'ff- 2- (^^ig» 2) eine Verschiebung von C gegen P im Sinne 

* der y - Axe : 

^ 00 

und eine Verschiebung von B gegen P im Sinne der 
Z'Axe : 

verbunden, also eine Veränderung des ursprünglich rechten Winkels BPC 
um die kleine Winkelsumme : 

CPC, + BP5, = |i + |^. 

Das ist der Coefficient von cos ß cos y in Gleichung (25), der mit y^ be- 
zeichnet sei , ebenso wie der Coefficient von cos y cos a mit yy , der von 
cos a cos ß mit y^ ; jenaclidem die dadurch ausgedrückten kleinen Aende- 
rungen der Winkel BPC, CPAj APB Verkleinerungen oder Ver- 
grr)sserungen derselben entsprechen , sind yx ? /y > /z positiv oder negativ. 
Diese Grössen y^ ? yy ? y« sind ebenso den Schubspannungen r^ , Ty, 
r^ analog wie die Dehnungen e^^ £y, €z den Normalspannungen Oxy Oyj a^. 
Sind nämlich (Fig. 2) J?' und C^ die Projectionen von B^ und C^ be- 
ziehungsweise auf PCj und PB^, so heisse 

PjB' PC" 



— yyz 



= yzy 



PB^ '^'' PCi 
ersteres Verhältniss die Schiebung im Punkte P der zur y-Axe senkrechten 
Ebene {C PA) im Sinne der j8?-Axe, letzteres die Schiebung im Punkte P 
der zur j^-Axe senkrechten Ebene (APB) im Sinne der y-Axe; beide 
sind einander gleich und zwar , sofern sie sehr klein sind , bei . Vernach- 
lässigung kleiner Grössen zweiter Ordnung 

= Y- ^^^^^^ B^PC^ = yx, 

analog wie nach Gleichung (1) die Schubspannungen r^^ und r^y einander 
gleich gefunden wurden, so dass beide kürzer mit r» bezeichnet werden 
konnten. Ueberhaupt können nun y^, yy, y« als die Schiebungen 
oder Gleitungen bezeiclinet werden , die in dem betreffenden Punkte 
beziehungsweise in den zur y- und jer-Axe senkrechten Ebenda im Sinne 
der 0' resp. y-Axe, in den zur j2f- und zur ii?-Axe senkrechten Ebenen 
im Sinne der x- resp. ;sr-Axe, und in den zur x- und zur y-Axe senk- 
rechten Ebenen im Sinne der y- resp. ;r-Axe stattfinden. Mit den erklärten 
Bezeichnungen : _ b^ 



ex = 



dt] 

~Jy'' 



«« = 



be "•" by 
^'~ by'^ bx f 



(26) 



. erhiilt GIcicInmg ("2S) die Form: 

£ ^ e, ros^ a + £,. cos'' li -\- e^ cos^ y + Y^ eosßeosy 
-\- fy ci>s y cos a-\- y^ cos a cos ß 



C27J. 



I «fc ' 12. — Denkt man aicl] im ursprunghclien Zustande des Klirpera vom 
Punkte P üh Eckpunkt aus em unendlicti kleines paraUelepipedUcheB 
Massenelement abgegrenzt, dessen Kanlen FA^ (Ix, Pß = di/, PC=^de 
den Axen der a. y. s parallel sind ("Fig. 1. Nr. 2), so geht ilasaelbe bei 
der Deformation des Korpers in em etwas schiefwinkliges Parallelefiipedum 
über, dessen Kantenlingen ^= (h (1 + «t)- '^V (1 + *y). '^^ (1 -\- ^) «n"! 
dessen Winkel an diesen dreierlei Kanten beziehungsweise um y^, y^, y, 
von rechten Winkeln verschieden sind, su dass z. B. die Winkel au den 



Kanten PJ und P'yl' = -^r—y,., an den Kanten ^C und^'C = 



- + 7. 



werden u. s. f. Diese Art der Deformation des Korperelementes, wobei es 
nach wie vor parallelepipedisch bleibt , chnrakterisirt also den Defonnations- 
aiiBtand im Punkte P bei Vernachläsaigimg kleiner Grössen höherer Ord- 
nung ; bei Berücksichtigung der letzteren könnten die gegenüber liegenden 
Begrenzungsfliiohen des Körperelementes ausserdem gegenseitige Neigungen 
und. Verdrehungen erfahren und in krumme Flfichen übergehen. 

Noch anschaulicher kann der Deformations zustand im Punkte P dar- 
gestellt werden durch die Deformation eines Massenelementes , das im ur- 
epn'inglichen Zustande des Körpers von einer um P als Mittelpunkt mit 
einem unendlich kleinen Halbmesser ds beschriebenen Kugelflüche begrenzt 
wird. Sind PÄ, PS, PC die mit den Axen der .r, y, S parallelen 
Halbmesser dieser Kugel und dx, dy, ds die ursprünglichen Coordinaten 
des Punktes Q der Kugelfläche in Beziehung auf PA, PB, FC als 
Axen, Bo sind QA, B, C, Q als materielle Punkte wie P verstanden) 
dXi_ = dx (1 + e»), dy^ =dy{\.^ £y), ds^ = dir (1 -f- e,) 
die durch die Deformation veränderten Coordinaten des Punktes Q in Be- 
ziehung auf die veränderten Halbmesser PA, PB, PC als (im Allge- 
meinen jetzt etwas ad lief winklige) Axen. Aus der Gleichung 

äx^ j^ dy^ , ds'^ 

rfs* ~ ds* 

folgt dann als Gleichung des geänderten Ortes der Punkte Q, d. h, als 
Gleichung der deformirten Kugelfläche in Beziehung auf die neuen Axen 
PÄ. PB, FC: 

\ds{\\e,)) +(ds(I4-.,)) +(r;s(l + .,)) ^^ '^®^' 
d. i. die Gleichung eines Ellipsoids in Bezug auf die conjugirten Halb- 
messer = ds (1 -j- e,), ds (1 -\~ Ej-), ds{\ -(- es,) als Axen. Da die 
AxrichtungeD der x, y, g beliebige zu einander senkrechte Uichtungen 
sind, so folgt also, dnss ein unendlich kleines kugelförmige s 
Körperclcment durch die Deformation in ein Ellipsoid 
Übergeht, dessen je drei conjugirte Durchmesser ur- 
sprünglich za einander senkrecht waren; es heisse das 
yrrnaiionsellipsoid. 



; = 1 
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13. Der Ausdruck (27) von e hat in Beziehung auf a, ßf y die- 
selbe Form wie der Ausdruck (6) von cy, aus dem er durch Substitution 

von 6 für (S und von — y für t erhalten werden kann. Er gestattet 

deshalb auch ähnliche Folgerungen wie jener; insbesondere ergiebt sich 
durch eine Betrachtung, die der in Nr. 5 angestellten ganz analog ist, 
dass es in j edem Punkte des KörpersS zu einander senk- 
rechte Richtungen giebt, für welche, wenn sie als Axen 
der^, 1/, ^ genommen werden, die Schiebungen y^? yy> yz = 
Null sind, so dass also ein unendlich kleines parallelepipedisches Körper- 
element , dessen Kanten diese Richtungen haben , auch bei der Defor- 
mation rechtwinklig bleibt. Die Dehnungen nach diesen Richtungen heissen 
die Hauptdehnungen für den betreffenden Punkt und seien mit 

bezeichnet. Die conjugirten Durchmesser des Deformationsellipsoids , mit 
denen sie nach Nr. 12 zusammenfallen, sind rechtwinklig gegen einander, 
also die Hauptaxen desselben, woraus weiter folgt, dass unter den 
Hauptdehnungen sich die grösste und die kleinste 
Dehnung (algebraisch verstanden) befindet, die in dem be- 
treffenden Punkte nach irgend einer Richtung statt- 
findet. 

Dieser Umstand, demzufolge eine Hauptdehnung als ein Maximal- 
oder Minimalwerth von € charakterisirt werden kann, somit als eine 
Dehnung, die unverändert bleibt, wenn die Richtung unendlich wenig 
geändert wird , dient zur Bestimmung vonCj, e^, €3 nach Grösse 
und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte rechtwinklige Ajcen 
der x>, t/, z bezogenen Dehnungen Cx> %? Cz und Schiebungen y^? /yj /z» 
Setzt man nämlich in Gleichung (27) 

fi (cos* a + cös^ ß + cos^ y) für c 

und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf cos a, COS /?, 
cos y, so wird , wenn man dabei die Dehnung e als eine Constante behan- 
delt, dieselbe eben dadurch als eine Hauptdehnung charakterisirt, für 
welche so die folgenden Gleichungen erhalten werden : 

2 (fix — 6)cö5a4-yz<^ö5/? + yyCösy= | * 

yz cos a -f- 2 (cy — i)cosß-\- yy,cosy=^^ \ . . (29). 
yycosa-j-yx 00s /?+ 2(^2 — i)cosy^:^^ J 

Sie unterscheiden sich von den Gleichungen (7) zur Bestimmung der 
Hauptspannungen ebenso wie sich Gleichung (27) von Gleichung (6) unter- 
scheidet , nämlich nur dadurch , dass € an die Stelle von o und — }^ an 

die Stelle von r getreten ist; durch dieselben Substitutionen erhält man 
deshalb auch aus Gleichung (8) die folgende cubische Gleichung in c: 

4:(€x — €)(€y— €) (^z — «) — (Cx — c) /x^ — («y — «) /y* 

— (62 — «)yz^ + yxyyyz = o . (30), 

deren Wurzeln = e^ , fg » ^3 sind , sowie auch den dortigen entsprechend^ 
Ausdrücke von cosa^ cosß, cosy. — - 



Böi Benutzung der Hauptdehnungsriclitungen als Axrichtiingen der 
S, y, B geht Gleichung (27) über in: 

e^c, eos*«-|-fa cos^ß + e^ cos^y . . . (31), 
und CS folgt dnraus, analog den Folgerungen aus den Gleichungen (14) und 
(1&) in Nr. 7 bezüglich auf jj^ und ü, dass in jedem Punkte die 
Summe der Dehnungen nacL je drei zu einander senk- 
rechten Richtungen gleich gross ist. Zugleich hat hier diese 
unveränderliche Summe eine Lerne rkenswerthe Bedeutung. Da nämlich das 
Volumen des parallelepipedi sehen Korperelementes äx rJi/ dz nur dnrch 
die Aendenmgon der Entfernungen , nicht durch die gegenseitigen Ver- 
schiebungen seiner parallelen Seitenflächen sieh ändert , so ist das geän- 
derte Volumen bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung : 

(?ä: (1 + ex) rfy (1 + e>-} (?s (1 + E.) = (^■^ t^ä"^^ (1 + E>^ + % + £-)' 
and liat also die Summe 

e = c^ + £j. -|- c, = £j 4- Eg + Eg . . . (32) 
die Bedeutung der Verhältnis smässigen Volumenändernng, 
des Volumenausdehnungseoefflcienten , in dem betreffenden Punkte. 

Analog der Entwickelung in Nr. 8 lässt sich endHch nachweisen, 
dass die Schiebung ein Maximum wird in den 6 Ebenen, 
die durch die Hicli tungslinien der Hauptdehnungen' 
gehen und die Winkel der je zwei anderen dieser Rich- 
tungslinien halbircn, sowie dass diese paarweise gleichen II a li p t - 
Schiebungen die Werthe haben: 

7,=±'^"^: y.=±^'^, ■>,=±^^ (33) 
nnd rechtwinklig beziehungsweise gegen t^, e,, e, gerichtet sind. 



C. Beziehungen zwischen dem Spannungs- und dem Defor- 
mationszustande in einem Körperpunkte. 

14. — Es sei wieder P ein materieller Punkt des Körpers, von 
^reichem aus die Gerade PP' unter den Eichtnngswinkeln et, ß, y gegen 
die im Körper fixirten Axen der x, y, z gezogen ist; dm sei ein bei 
P" in der Entfernung PP' ^= r von P befindliches Massenclement, dessen 
Bämtntlicho Dimensionen unendlich klein sind. Im Zustande der Belastung 
nnd entsprechenden Deformation des Körpers , wobei die Dehnung ira 
Ponkte P nach der Richtung PP't=^e sei, übt das Masseneleraont d}l% 
«of ein im Punkte P zu PP' senkrechtes unendlich kleines Flächenclement 
pro Flächeneinheit desselben nach der Eichtung PP' eine gewisse Kraft 
aus, die proportional dm und ausserdem von r, a, ß, y und e abhängig, 
also =^ F {r, a, ß, y, c) dm zu setzen ist. Sofern es sich hier aber nur 
um denjenigen Theil der fraglichen Kraft handelt , der durch die Defor- 
mation bedingt wird, also mit c ;= verschwindet, und femer gemäss der 
Erfahmng, daSa jede in gewisser Weise linear gemessene Deformation 

Korpers den belastenden Kräften und somit den ihnen entsprechei 
iden Spannungen um so genauer proportional gesetzt werden 



senden ^^H 
kaiiBb-^^H 
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je kleiner diese sind y hinlänglich genau jedenfalls dann j wenn , wie hier 
immer vorausgesetzt wird, die Deformation (insoweit sie messbar) eine 
nur vorübergehende, mit der Belastung wieder verschwindende ist, kann 
die Function 

F(r, a, ß, y, e) = ef{r, a, ß, y) 

und somit jene specifische (d. h. auf die Flächeneinheit bezogene) 
Kraft =fedfn gesetzt werden, unter f eine übrigens unbekannte Function 
von r, a, ß, y verstanden , deren Werth für messbare Grössen von r ver- 
schwindend klein ist, und die in eine blosse Function von r übergeht, 
wenn der Körper nicht nur, wie hier stets vorausgesetzt wird, homogen, 
d. h. in allen Punkten gleich beschaffen, sondern auch isotrop, d. b. 
in jedem Punkte zugleich nach allen Bichtungen gleich beschaffen ist. 

Sind die Geraden P-4, PJB, VC parallel mit den Axen der x^ y, jsr, 
so werden die Ebenen BPC, CPÄ, ÄPB von einem Cjlinder, dessen 
erzeugende Gerade parallel PP^ ist , in Flächen geschnitten , die in den 

111 
Verhältnissen — , -j- f — grösser, als der Cylinderquerschnitt sind, wenn 

zur Abkürzung 

a = cosay h = cosß, c = cosy 
gesetzt wird ; somit sind 

feadm, fehäm, fecdm 

die speeifischen Kräfte, mit denen das Massenelement dm nach der 
Richtung PP' auf die Ebenen BPC, CPA, ÄPB im Punkte P wirkt, 
und von denen jede in Componenten nach den Richtungen der Coordinaten- 
axen zerlegt werden kann , deren Ausdrücke aus obigen dm'ch Multipli- 
cation mit a, bj c erhalten werden. Aus diesen Componenten endlich 
ergeben sich die Spannungscomponenten a^j Txy, t^z im Punkte P der 
Ebene BPC, Tyx» Oyj Tyz im Punkte P der Ebene CPA und r^x? 
r^y, Oz im Punkte P der Ebene ÄPB durch Summation der betreffenden 
Ausdrücke für die Kräfte , die von allen auf einer Seite der Ebene BPC, 
CPÄ, ÄPB liegenden Massenelementen dm herrühren, also durch 
mehrfache Integration bezüglich auf r und auf die Winkel , welche die 
innerhalb je einer Halbkugel veränderliche Richtung PP* charakterisiren. 
So erhält man : 

ax=J^fea^dm; Tyji = Tzy = Tj,=J^f€hcdm 

Oy ==^ffB 6* dm ; Tzx = ^xz = ^y =ffB ca dm 

Oz =yy c c* dm ; Txy = Tyx = r^ =jfe ah dm. 

Dass die mehrfachen Integrale gleicher Form , die Tyz und Tasy ausdrücken, 
einander gleich sind , obschon sich das eine auf alle solche Richtungen 
bezieht, die mit der ^-Axe, das andere auf alle solche, die mit der 
jS'Axe spitze Winkel bilden, ist dadurch begründet, dass, wie auch 
übrigens die Function f sich mit der Richtung ändern mag , sie doch für 
gerade entgegengesetzte Richtungen denselben Werth hat; dieselbe Be- 
merkung betrifft die Ausdrücke von Tzx und Txz, Txy «nd Tyx. 

Setzt man in diesen Ausdrücken von a^i (Xy, (7z, Tx, Ty, Tz nach 
Gleichung (27>: 

€ = a* €x + ^* % + c* €z + 6c y» + ca yy + ab y^ 
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und beseiclmet mit 

JBj^j=^ ffa^ b dm ; 
jBju= Jfa^ c dm ; 
Gx ==/ßic^dm; 
ZTx = Jfa^ hc dm ; 



A^ = Jfc^ dm 
Ba= Jfc^adm 



Bly=/fcndm 
G^ =ffan^dm 



(34) 



Ay = ffh^ dm ; 

Bjx^==' ffb^ CL dm \ 

Byt^=/fl^cdm; 

Gy =/fc^a^ dm\ 

Hy =ffl^cadm'^ Hz =Jfc^abdm 

gewisse Coefficienten, die von der materiellen Beschaffenheit des Körpers 
abhängig nnd im Allgemeinen verschieden sind, so ergiebt sich: 

Oy, = A^€j,-{-Gz€y +Gj€z + H^Y^ + ^«yy + Äy/z 

Cy = C?^€x + Ay^ + Gr^Bz + jByzyX + HyYy + jByx/z 

Oz = G^y Cx + 6rx«y + ^» «sb + J^zy /x + ^« /x + ^/z 
^x =Ä€x + jByz€y + JSzy C. + GxA + Ä/y + ilTy/, 

^y = JBxzCx + Äy€y + ^«6z + Äiyx+6ryyy+ Äy, 

r2=jBxy€x4-J5yxCy + £rz€z+flyyx + Äyy + (tz/z 

Die bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer 
Ordnung linearen Beziehungen zwischen den GGrössen 
(T, r, die den Spannungszustand, und den 6 kleinen 
Grössen «, y, die den Deformationszus tand in einem 
Körper punkte charakterisiren, enthalten somit im All- 
gemeinen 15 verschiedene Elas ticitätsconstanten. 



(35). 



L JCSrper mit drei zu einander senkrechten ElasticltStsaxen. 

15. — Wenn der Körper in jedem Punkte drei zu einander 
senkrechte Elasticitätsaxen hat, d. h. wenn sich von jedem 
Punkte P aus drei zu einander senkrechte Richtungen PA, PB, PC so 
ziehen lassen, dass die materielle Beschaffenheit des Körpers in P und 
somit die Function f für je zwei Richtungen PP* gleich ist, die in Be- 
zug auf eine der £benen BPC, CPA, APB symmetrisch liegen, deren 
Winkel mit PA, PB resp. PC sich folglich zu 180** ergänzen, während 
ihre Winkel mit den je zwei anderen dieser Richtungen gleich sind , so 
sind für diese Elasticitätsaxen PA, PB, PC als Axrichtungen der x, 
y, z die Elementarbestandtheile der sechs Integrale B und der drei Inte- 
grale S, in denen die Richtungscosinus a, b, c mit ungeraden Exponenten 
vorkommen , paarweise entgegengesetzt gleich , so dass diese Constanten 
Bj H verschwinden und die Gleichungen (35) übergehen in : 

CTx = A«x + 6rz fiy + 6ry fiz; ^x = öx/x ] 

(Xy = 6r2 €x 4- ^y «y + 6rx€z; % = Cry /y l . . (36) 

Oz = 6ry €x + 6rx«y + A «z ; ^z = Gz Yz j 

mit nur noch sechs Elasticitätsconstanten. Dieser Fall 
kann z. B. als stattfindend angenommen werden bei Holz (eine Elasticitäts- 
axe im Sinne der Fasern, die anderen dazu senkrechten tangential und 
radial bezüglich auf die Jahresringe), in geringerem Grade bei in ge- 
wisser Weise bearbeiteten Metallen, z. B. bei gewalztem Blech (Elasticitäts- 
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axen entsprechend der Walzrichtung oder Länge , der Breite und der 
Dicke des Blechs). 

Nach Gleichung (36) sind in Bezug auf die Elasticitätsaxen die 
Nonnalspannungen nur von den Dehnungen , die Schubspannungen nur 
von den Schiebungen und umgekehrt abhängig, erstere aber von sämmt- 
liehen dieser drei Dehnungen, letztere nur von den gleichnamigen Schiebungen. 
Für die Dehnungen nach den Elasticitätsaxen als Functionen der be- 
treffenden Normalspannungen ergiebt sich durch Auflösung der bezüglichen 
Gleichungen (36) nach «x? %? «zi 

J) fix = «x (Tx + fl'z ^y + 9v <^z 
^ *y = S'z ^x + Oy (Ty 4- S'x Oz 
DCz=gyO'K + Qyi (Jy + «z «^z? 

unter D die aus den Coefficienten jener Gleichungen zu bildende symme- 
trische Determinante und unter «x? Oy, üz, g^j Qyj Qz <iie beziehungs- 
weise den Elementen J.^, Ayy Azt Gxf Gyy Gz derselben entsprechen- 
den Unterdeterminanten verstanden, also 

Ä^O.Gy , J^^ ^^ ^^ ^ 2 G, Gy G, 



D = 



Gz -4y Gx 
Gy Gx Az 



- Äx Gx* - 



A GJ — A. (? « 






(37) 



ÄX -Ay jß-z ~~~ vTx J Cty ^2 -"-X 

g^ =zGyGz — Ax Gx-, gy= GzGx 
Mit den Bezeichnungen: 

B ^ J) 



6?,«- 



ö^z — uL-x. JLm (Tz 



y , %Mz ^-»-x -£Ay 

AyGy', gz = GxGy—AzGz 



Ex = 



a = 



AyA.2 (Tx 

D 

GyGz AJjTx 



AzAx iTy 



a= 



D 



GzGx AyGy^ 



E.^ 



Cz = 



B 



AxAy (Tz 

B 
G:.Gv — AiG, 



(38) 



erhalten die Ausdrücke der Dehnungen und Schiebungen als Functionen 
der Spannungen die folgenden Formen : 






'z 



Ex Gz 

e —-^4--^ 

t/z Jby 

e — -^-L-^ 

L/y L/x 

Die Constanten J5s 

denen hiemach die Verhältnisse ~ 



+ 
+ 



Gx 



y^ = 



Yy = 



G, 



G. 



a 



z 



E. 



n = 



G. 



(39). 



E. 



y 

Oy 
«V 



Ez ) 



gleich sind, 



wenn die Spannungen Cy und Cz y Oz «nd (Tx » Ox und Oy = Null sind, 

heissen die Elasticitätsmodul nach den Richtungen PA, P B, PC 
der Elasticitätsaxen, während die Constanten Gxy Gy, Gz die Schub- 
elasticitätsmodul beziehungsweise nach einer der Kichtungen PS 
und PC, PC und PA, PA und PB für die zur anderen senkrechten 
Ebene heissen. Allgemein wird unter dem Elasticitätsmodul ^E nach 
irgend einer Bichtung PP* das Verhältniss der Normalspannung Ox und 
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Dehnung e^ im Punkte P nach dieser Richtung verstanden, wenn, falls 
letzterer die rr-Axe parallel genommen wird, (Ty = flfz = Tx = Ty = Tz = 
und somit (Nr. 9) a^ eine Hauptspannung, jede der beiden anderen aber 
== Null ist; unter dem Schubelasticitätsmodul G nach einer von zwei zu 
einander senkrechten Richtungen PP\ PT** für die zur anderen senk- 
rechte Ebene das Verhältniss der Schubspanuung Tx zur Schiebung yx? 
Avenn, falls jene Richtungen zu den Axrichtungen der y und z genommen 
werden, (Tx = (jy = (Tz = Ty = Tz = ist, und somit (Nr. 9) die Richtungs- 
linien von zwei Hauptspannungen die Winkel der Geraden PP'j PP" 
lialbiren, während die dritte = Null ist. Durch die Winkel der betreffen- 
den Richtungen mit den Elasticitätsaxen und die auf letztere bezüglichen 
6 Constanten können jene Grössen Ey G allgemein ausgedrückt werden. 
Dass unter Umständen die im Allgemeinen nöthigen Voraussetzungen 

CTy = öTz = Tx = Ty = Tz = reSp. Gx= Oy=^ Oz= ty = rx = 

weniger eng gefasst werden können, lehren die Gleichungen (39), wonach, 
wenn die in Rede stehenden Richtungen mit den Elasticitätsaxen zusammen- 
fallen, die Beziehung zwischen a^ und e^ von Tx, Ty, Tz unabhängig, 
die Beziehung zwischen Tx und y^. sogar von allen übrigen Spannungen 
unabhängig ist 

n. KSrper mit einer Elastieitätsaxe. 

16. — Wenn der Körper in jedem Punkte P nur eineElastici- 
tätsaxe PA hat, d. h. wenn seine Beschaffenheit in P nach allen 
gegen diese Axe gleich geneigten Richtungen PP* gleich ist, so ist, wenn 
wieder PA, P P, PC parallel den Axen der x, y, Z sind, PP mit 
P C beliebig vertauschbar und somit 

Ay = Az, Gy= Gz, also auch Ey = Ez, Cy = Cz . 

Dieser Fall findet näherungsweise bei Körpern von faseriger Textur statt 
(Holz , Schmiedeeisen etc.) , sofern ihre Beschaffenheit nach verschiedenen 
zu den Fasern senkrechten Riclitungen viel weniger verschieden ist, als 
nach einer solchen und nach der Faserrichtung selbst. 
Mit den Bezeichnungen: 

^y =^ ^z ^^ -^n > ^y \Jfz ^^ ^n 

gehen die Gleichungen (36) und (37) über in: 

Oy = 6rn«x + AnBy + (tx^z ; Ty = (T„yy i . . (40) 
Oz = (?n«x + ßxCy + -^n «z ; ^z = Gn^z ) 

D=AU.'' + 2G.Gn^ — A.G.\-2AnGr,^ 

sowie mit den Bezeichnungen: 

Ey :^ Ez = Eh ; Gy = Cz ^ Cn 
die Gleichungen (38) und (39) in: 

"^x = — J-S ry q ; JS'n = 



A^— (?x^ ' " A.An—Gr,^. 

c - ^ C-—P— 

^ - Gn' -A.G.' ''^ ~ (Gx -An) Gn 
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«x = 


E. 


■ + 


Cn 


• + 


Cn 


«y — 




• + 


ffy 

En 


• + 


Oz 


c 


(fx 


.4- 


ffy 


4- 


ffz 



y« 




Gx 


yy 


= 




V 




^^z 



(41). 



Cn C7x J5n (td 

Von den Constanten A^y Anj Gxj G^n? welche, da J5?x, jBn? Cx? 
C„ Functionen derselben sind, nach Gleichung (40) und (41) die Be- 
ziehungen zwischen den Elementen des Spannungs- und des Deformations- 
zustandes bestimmen, sind übrigens nur 3 unabhängig, wie die Ausdrücke 
(34) jener Constanten erkennen lassen. Ist nämlich PA' die Projection 
von P P' auf die Ebene BPC (Fig. 1 , Nr. 2) und q) der Winkel 
B PA% so ist die den rechtwinkligen körperlichen Dreiecken, deren Kanten 
PP", PA', PB und PP^y PA', PC sind, gemeinsame Seite P* P A' = 
90^: — Of, und somit 

h = cos (P' PB) = sinacosq) = a* cos q), 
c^=cos (P' P C) s= sin asinq> = a' sin q>, 

wenn zur Abkürzung sin a =i a* gesetzt wird , während cos a sclion 
früher mit a bezeichnet wurde. Ist femer fx die constante specifisclie 
Masse des (als l^omogen vorausgesetzten) Körpers , so ist ein Massen- 
element desselben, das begrenzt wird 1) von zwei concentrischen Kugel- 
fiächen um P als Mittelpunkt mit den Radien r und r -^ dr , 2) von 
zwei Kegelflächen mit dem Mittelpunkte P, deren Seiten die Winkel a 
und a -\- da mit ilirer gemeinsamen Axe PA bilden, 3) von zwei durch 
P A gehenden , unter den Winkeln q) und q) -{- dg) gegen die Ebene 
AP B geneigten Ebenen : 

dm z= ^ , dr . rda . r sin a dq) = fxr^ a' dr da dq>. 
Werden diese Werthe von 6, c und dm in den Ausdrücken (34) von 
Aji, An^= Ay resp. Az, Gx. und Gn= Gy resp. Gz substituirt, so sind 
dieselben als dreifache Integrale zu schreiben, und zwar ist die Integration 

nach q) auszuführen von bis 27t, die nach a von bis -^n, während 

die Integration nach r von bis zu irgend einem solchen Werthe zu ge- 
schehen hat, der die Wirkungsgrenze der Molekularkräfte überschreitet. 
Indem aber die übrigens unbekannte Function f hier nur von r und a, 
nicht von q) abhängt, kann die Integration nach q) ausgeführt werden, 
und ergiebt sich so wegen 

in VI 

I dq)= 27t; 1 sin^ q) cos^ q)dq) = —7t 



in in 

Jsin^ q)dq) = Jcos^ q) dq)=^7t 





2n in 

I sin^ q)dq) = I cos^ q) drp = 



3^ 
4 



7t 







Allgemeine Theorie der Elasticität. 27 

wenn noch zu weiterer Abkürzung It := f^r^ f gesetzt wird , unter 2J 
ebenso wie unter f eine unbekannte Function von r und a verstanden, 

A^ =J^B a* a' dr da dg) = 27t J^B a* a' dr da 

^n=- fffHa'^ Q^^'^\ drdad(p=^7tJjRa'^drda 

Gx= I j I Ba'^ sin^ (p cos^ (p dr da dq>^= —n j j Ba*^ dr da 

Gn=fffBa^a'^(^^^^J^^\drd 

Hiernach ist An = BG^ (42) 

und somit 2) = 8^xöx^ — 4:6;^xön^ = 4(?x(2.4x6^x— C?„2) 



^ 2Ä^G^—Gn' ^ .^ 2 Ä^G, — Gn' 

^^= 2G: ' ^° = ^^^OxG^x-(?n^ 

Cx_-4Gx ^^er^_ö^^2 5 C„ = -2 ^- 



. . (43). 



17. — Von den durch die 5 Gleichungen (42) und (43) ver- 
bundenen 8 Coefficienten Äx, An, Gxj 6rn » l^xf ^a? Cx> Cn der 
Gleichungen (40) und (41) können die beiden Elasticitätsmodul Ex nnd 
Ell am unmittelbarsten empirisch bestimmt werden, beziehungsweise 

== — ^ für cTy = (Tz = und = — ^ für a^= ax= , durch Messung 

der Verlängerung = Jl, die ein prismatischer Stab (Länge = Z, Quer- 
schnitt = F) , dessen Längsaxe die Bichtung der £lasticitätsaxe resp. 
eine dazu senkrechte Bichtung hat, durch eine bekannte Zugkraft P er- 

P Jl , , 

leidet, indem dann Ox resp. oy = -— und Ex resp. Cy == -— ist. Mit 

der Verlängerung des Stabes ist zugleich eine Verkürzung seiner Quer- 
schnittsdimensionen verbunden, und zwar eine gleiche verhältnissmässige 
Verkürzung aller Quorschnittsdimensionen, wenn die Längsaxe des Stabes 
die Richtung der Elasticitätsaxe hat; wird diese verhältnissmässige Ver- 
kürzung = — €x > also die algebraisch verstandene Dehnung nach jeder 

zur Elasticitätsaxe senkrechten Bichtung == ^x gesetzt^ so ist die 

yl(ET\ 
verhältnissmässige Volumenänderung e = — ^^ , die durch Messung 

von J{FT) bestimmbar ist, nach Gleichung (32): 

/, 2\ 2 ^ c 2€x 

c = l 1 ) Cx 5 woraus — = 1 f m = 

\ m / m Bx €x — 

folgt. Indem nun aus der Gleichung (41) mit cTy = (Tz = folgt : 

_ — ^- . 
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so ergiebt sich, da diese Dehnungen €j und e^ auch = €x gesetzt 

wurden, die Gleichung Cn = — niEy^, wodurch in Verbindung mit den 
5 Gleichungen (42) und (43) die 6 Constanten A^^, A^ <, Gx y Gn , (7x, 
Cn durch die drei Cons tauten Exy Ä ^^^ ^ bestimmt sind; und 
zwar findet man: 



^ _ 3m JExJEn r —ÜLr 

An=^Gu; Ax = Ex+—Gn 
4 m 

Cn^ — mEx; Cx = — 2m^ ^" ^" 



> . . (44). 



mEx — 2Gn ) 

Aus der Gleichsetzung des Ausdrucks (43) von Gn niit — m Ex folgt 
nämlich zunächst: 

2A<?,-6?„«=-^i;G„; ^x <?x = Y ^° (y -^^^ + ^°) ' 
dann durch Einsetzung dieses Ausdruckes von AxGx ii^ ^^^ Gleichung 

(43) für Ex die Beziehung : Cr» = -— 6rn ; damit weiter Gn aus der 

4 

Gleichung (43) für En', J-n aus Gleichung (42) ; Ax aus der obigen 

Gleichung fiir AxGx und endlich Cx aus dem betreffenden Ausdrucke (43). 

18. — Der Elasticitätsmodul E für eine unter dem 
Winkel a gegen die Elas ticitä tsaxe PA (die a;-Axe) ge- 
neigte Richtung PP' ergiebt sich als Function von Ex^ En, M, a 
durcli folgende Betrachtung. Es sei o eine in P nach dieser Richtung 
PP' stattfindende Hauptspannung, während die beiden anderen Haupt- 
spannungen = Null sind ; nach Nr. 9 ist dann die Spannung p im Punkte 
P jeder Ebene nach PP' gerichtet und = a multiplicirt mit dem Cosinus 
des Winkels, den die Normale der Spannungsebene mit PP' bildet. Wird 
also (unbeschadet der Allgemeinheit) die Richtung PP' in der Ebene 
APB (parallel der xy - Ebene) angenommen , so ergeben sich folgende 
Ausdrücke der Spannungen px, Py, Pz im Punkte P der Ebenen BPC, 
CPA, APB mit ihren Componenten 

nach den Richtungen PA PB PC: 

p^z=z a cos a mit cXx = er cos^ a , tz= o sin acosa, Ty = 

py = asina „ Tz = osinacosaf ay= asin^a, Tx = 

Pz = „ Ty = Tx=0 0^ = 

Ihnen entsprechen nach Gleichung (41) die folgenden Dehnungen 
und Schiebungen : 



€y 



(cos^a , sin^a\ 
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5z 



/cos^a . sm^a\ sinacosa 



6 1 

deren Einführung in Gleichung (27), Nr. 11, ergiebt: — = "^ 

fcos^a , sin^.a\ „ , fcos^a , sin^a\ . « , sin^acos^a 

1 Cös*a siw^a , / 1 , 2 \ . ^ ^ ._^ 

■^ = ^ + ^- + (^-^+-^j«n«a«,s*a . (45) 

oder nach Gleichung (44) mit 

J_ J 2 m^Ey,— En 2 2 / m» 4^\ 

19. — Wäre gemäss einer Annahme de Saint- Venant's 
_1_ J_ _ _2_ Z«*«^ 4_\ 2 _ 

und somit, da m eine positive Zahl ist, 

so wäre die rechte Seite von Gleichung (45) ein vollständiges Quadrat und 

1 cos^a sin^a , . 

— |— — ■ ■ .... (.4oJ» 



]/E VE, VE,, 

4 

also |7JB== dem in die betreffende Richtung PF* fallenden Radius der 
Ellipse zum Mittelpunkte P, deren in P^ und PJB fallende Halbaxen 

beziehungsweise = |/^ und yEn sind. 

Die Coefficienten der auf die Elasticitätsaxe als ic-Axe bezüglichen 
Gleichungen (40) und (41) erhielte man aus den Gleichungen (44) und (47) 
als Functionen der allein unabhängig bleibenden Constanten J^x und ÜJ» : 



o o 



(49). 



Für Hölzer sind durch Versuche bestimmt insbesondere die Con- 
stanten J5Jx, En und 6rn; letztere ist der Schubelasticitätsmodul nacli der 
Richtung der Fasern für eine mit ihnen parallele Ebene, oder senkreclit 
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zu den Fasern för eine zu ihn^i senkrechte Ebene. Diese Constanten, 
unter £„ einen Mittelwerth der (freilich oft sehr verschiedenen) Elasticitats- 
modul nach tangentialer und radialer Richtung bezüglich auf die Jahres- 
ringe verstanden 9 mfissten naherungsweise in der Beziehung 

b 

stehen^ wenn obige Gleichungen (47) bis (49) iiir Holz hinlänglich 
zutreffend sein sollten. Thatsachlich wird aber jene Beziehung nur sehr 
unbefriedigend erfüllt, wie es bei der discontinuiiüchai Beschaffenheit 
des Holzes , die es gar nicht als homogenen Körper erscheinen lasst, 
kaum anders zu erwarten ist. Die eigentlichen Holzfasern sind von 
wesentlich anderer Beschaffenheit , wie die sie verbindenden Grewebetheile, 
womit es auch zusanunenhängt , dass die vorwiegend von der Beschaffen- 
heit der Fasern selbst abhängige Constante E^ fiir verschiedene Hölzer 
viel weniger verschieden und vom Feuchtigkeitszustande des Holzes 
viel weniger abhängig ist , als die Constanten En und Gn j die vor- 
wiegend oder wesentlich mit durch den Zusammenhang der Fasern bedingt 
werden. Unter diesen Umständen kann das Holz als CJonstructionsmatenal 
überhaupt kaum Gegenstand von allgemeineren Untersuchungen sein, 
können vielmehr bei seinen verschiedenartigen Verwendungen den be- 
treffenden Rechnungen mit Sicherheit nur solche Erfahrungswerthe zu Grunde 
gelegt werden, die aus Versuchen unter Umständen abgeleitet wurden, die 
denen des betreffenden Falles der Anwendung ganz analog sind ; und da 
andere Constructionsmaterialien , insbesondere Metalle , mit meistens ge- 
nügender Annäherung als isotrop gelten können, so sind überhaupt die 
allgemeineren Untersuchungen der Elasticitätslehre im Wesentlichen nur 
für isotrope Körper von technischem Interesse. 

in. Isotrope KOrper. 

20. — Wenn der Körper isotrop, d. h. in allen Punkten nach 
allen Richtungen gleich beschaffen ist, so ist 

(?x = 6?y = 6?, = G, A^ = Ay = A^ = A, 

somit nach Gleichung (38) auch 

Ex = Ey = Ez = jB, Cx = Cy = Cz = Cj 

und sind überhaupt die Elasticitätsconstanten ftir alle Richtungen resp. für 
alle Ebenen gleich. Nach Gleichung (44) ist dann 

m = 4, G = ^E, Ä=SGy C=^4,E . (50), 

5 

lind gehen damit die Gleichungen (36) und (39) für beliebige zu einander 

senkrechte Axrichtungen der x^ y, Z über in: 



cyx=6r(3€x+€y+«z); Tx=Gyx; Eex = ay 
Oy=G(€x+S€y-}'€z); Ty=6ryy; E€y=ay 
az = (?(cx + «y+3f2); Tz=Gyz; Eez — Oz 



4 
4 



(51). 
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Indem der Werth fw = 4 in Uebereinstimmnng ist mit Gleichung 
(47) 9 kann er als Stütze der dieser Gleichung zu Grunde liegenden An- 
nahme gelten. 

Da gemäss den betreffenden Gleichungen (51) die besonderen Werthe 

Tx = , Ty = , Tz = 
und y^ = , ^y = , yz = 

sieh gegenseitig bedingen , so folgt schliesslich noch^ dass bei iso- 
tropen Körpern die Richtungen der Hauptspannungen 
immer mit denen der Hauptdehnungen zusammenfallen. 
Bei anderen Körpern kann das gemäss Gleichung (35) nicht behauptet 
werden ; bei Körpern mit drei zu einander senkrechten /Elasticitätsaxen 
nach Gleichung (36) nur dann, wenn die Hauptspannungs - oder die 
Hauptdehnungsrichtungen mit diesen Elasticitätsaxen für den betreffenden 
Punkt zusammenfallen ; bei Körpern mit einer Elasticitätsaxe nach Gleichung 
(40) nur dann , wenn mit ihr eine der Hauptspannungs - oder der Haupt- 
dehnungsrichtungen zusammenfallt. 

31. — Versuche zur Bestimmung der Constanten m 
haben dieselbe meistens < 4 und mit der Körperart wechselnd ergeben ; 
nicht geringer sind freilich die Verschiedenheiten , die verschiedene Beob- 
achter für nahe gleichartige Körper gefunden haben. So fanden *) im 
Mittel 

für Glas : Wertheim m = 3, Cornu nahe m = 4 ; 
für Messing : We rtheim m^3,17, Kirchhoffm = 2,58 , 
wobei aber letzteren Falles zugegeben wird, dass das angewandte hart 
gezogene Messing nach der Zugrichtung eine merklich andere Elastieität, 
wie senkrecht dazu haben mochte; 

Kirchhoff fiir glasharten Stahl m = 3,40, O k a t o w für verschiedene 
und auf verschiedene Weise behandelte Stahlarten m = 3,05 bis 3,64, 
Schneebeli für weichen Stahl m = 3,30, für federharten m= 3,38. 

Die Abweichung dieser Zahlen von dem theoretischen Werthe m = 4: 
kann theils von der Schwierigkeit, den unvermeidlichen Beobachtungs- 
fehlem und Nebenumständen der Versuche, theils davon herrühren, dass 
die verwendeten Körper nicht wirklich isotrop waren , oder dass sie 
wenigstens, wenn sie es auch ursprünglich sein mochten, doch in Folge 
des einseitigen Zuges bei den Versuchen selbst es zu sein aufhörten. 
Welches auch die Ursachen sein mögen, so ist es rathsam, einstweilen 
als Thatsache gelten zu lassen, dass die Constante m für verschiedene, 
wenn auch im Uebrigen als isotrop zu betrachtende Körper einen ver- 
schiedenen Werth haben kann, und dann auch in den betreffenden Formeln 
über diesen CoefBcienten vorerst nicht in bestimmter Weise zahlenmässig 
zu verfügen, sondern ihn als allgemeine Buchstabengrösse einzuführen vor- 
behaltlich des derselben jeweils beizulegenden Zahlen werthes. Dann kann 
aber von den Gleichungen (36) bis (39) überhaupt nicht mehr aus- 
gegangen werden, weil sie eben für isotrope Körper unvermeidlich zu 



*) Dr. Ad. WüUner, Lehrbuch der Experimentalphysik, Bd. I, 3. Aufl., 
§ 51. 



32 Allgemeine Theorie der Elasticität 

m = 4: fuliren; indessen sind dann die Beziehungen zwischen dem 
Spannungs- und dem Deformadonszustande durch folgende Betrachtung zu 
erhalten. 

22. — Wenn auf den isotropen Körper nur nach einer Richtung 
ein äusserer Zug (algebraisch verstanden^ so dass der Absolutwerth eines 
negativen Zuges einen Druck bedeutet) ausgeübt wird, so ist die dadurch 
nach dieser Richtung, etwa nach der Richtung der a;-Axe, hervorgerufene 
Normalspannung eine Hauptspannung = a^ und zwar a^ = Ee^. y sofern 
die Stärke des Zuges eine solche G-renze nicht überschreitet, dass das 
Verhältniss der Spannung zur entsprechenden Dehnung Sx dem Elasti- 
citätsmodul E gleich gesetzt werden darf; zugleich ist damit nach jeder 

zur Zugrichtung senkrechten Richtung eine Dehnung = verbunden. 

Ebenso ist für einen nur nach der Richtung der y-Axe ausgeübten Zug: 
O'j = Esy u^d nach jeder dazu senkrechten Richtung die Dehnung = 

= —y sowie für einen nur nach der Richtung der iS'Axe ausgeübten 

m 

"^ug : (73 = Ecx und nacli jeder dazu senkrecliten Richtung die Deh- 
nuns: = . 

Finden die genannten drei Züge gleichzeitig statt, so bleiben 
die Spannungen a^ , a^ j 0^ Hauptspannungen , die Hauptdehnungen aber 
werden : 

vorausgesetzt, dass sie die nach den Richtungen der Hauptspannungen 
stattfindenden Dehnungen sind, woraus zur .Bestimmung der Haupt- 
dehnungen durch die Hauptspannungen die Gleichungen 
folgen : 

Ee, = a,-^^±^; Ee, = a,-^^±^', Ee, = a,-^^^t^ . 

Zur umgekehrten Bestimmung der Hauptspannungen durch 
die Hauptdehnungen sind diese Gleichungen nach a^ , (Tg 9 O^ auf- 
zulösen. Durch Addition derselben folgt zunäclist: 

(1 — — ) (^1 + <^2 + <^8) = ^(«i + «2 + h)==^e, 

unter e die verhältnissmässige Volumenausdehnung verstanden, dann durch 
Addition der hieraus und aus der ersten von obigen drei Gleichungen 
^Igenden 

und ma^ — o^ — a^ =mEe^ 

1 ^ A 

oder mit der Bezeichnung:: (? = -: \ — - E ...... (52) 

^ 2 m + .l 



: (m+1) (Ti =mE(B^ + ^^^) 
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sowie mit Rücksicht auf die Symmetrie der Gleichungen bezüglich a^f 0^^ o^ 
und €j , €2 7 ^3 * 

Diese Gleichungen gelten aWSr nicht nur für die Richtungen der 
Häuptspannungen, sondern für beliebige drei zu einander senk- 
rechte Richtungen; denn für eine beliebige Richtung, die mit denen 
der Hauptspannungen die Winkel cc y ß , y bildet , ist ihnen zufolge : 
a=aiCOS^a-\' a^ cos^ ß'{' a^ COS^y nach Gleichung (15), Nr. 7, • 

= 2G[€i cos^a-\-€^ C(>sV + «3 cos^ y + m — 2 ) 

= 2G(€-^ ^) nach Gleichung (31), Nr. 13; 

\ m — 2/ 

insbesondere also auch für beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen : 

m 

(Tz + C^x 

— — /r ' 

m 



\ m — 2/ 

(Ty = 2(? («y + ^^3:^) ; ESy = ffy — 

\ ' m — 2/ m 



(53) 



Die Gleichungen für €x , €y , e^. sind die Auflösungen der Gleichungen 
für Oxj Oyy üz nach e, > €y » ^z • Mit (Ty = (Tz = folgt daraus : 
_ _ 1 

Die Bedeutung der Constanten G endlich, die bei dieser Entwickelung 
zunächst nur als einfache Bezeichnung einer gewissen Function von E und m 
erscheint, ergiebt sich daraus, dass die Normalspannung o nach einer 
Richtung, die mit den beliebigen Coordinatenaxen der Xj y^ Z die 
Winkel a, ßj y bildet, 

<r=2Gl€H 5) nach Gleichung (27), Nr. 11 auch 

= 26r[6x cos^a-\-By cos^ß-^-Bz cos^y-\-y^ cos ß cos y -\- yy oosycosa 

+ yz cos acosß-\ (cos^ a -f- cos^ ß + cos^ y)] 

ist, während nach Gleichung (6), Nr. 5 : 

o = ax cos^ a -\- Oy cos^ ß -]-' Cz cös^y + 2rx cos ß cos y 

+ 2ry cosycosa-\-2Tz cosacosß 
ist. Aus der Vergleichung beider Ausdrücke von a ergiebt sich mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (53) : 

(Cr/x — Tx) cosßcosy-\-(Gyy — Ty) cosycosa + (Gyz — Tz) cosacosß 

Graihof, BlasticitSt und Festigkeit. % 
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für jede Richtong a, ßy fj also: 

G = ^ = -^ = ^ (54), 

A /y y. 

wo<lurch (7 als der Schnbelasticitätanodiil und zugleich nachtragtich erkannt 
wird . dass die durch }^x = /y = /« = charakfterisirten Hanptdefanangen 
in der That nach denselben Richnmgen stattfinden wie die dnrch Tx = 
== Ty = T, =? charakterisirten Hanptgpannmtgen, — 

Mit IN = 4 stimmen die Gleichungen (52) — (54) mit den Gleicfanng^i 
(50) und (51) überein. 



D. Allgeaeine BestiHamg der HaiptdehMign fir jadM Pankt 

eines in gegebener Weise gestitzten nd belasteten isotropen 

Körpers. 

23. — In der Einleitung wurde es als die Hauptau^be der tech- 
nischen Elasticitats- und Festigkeitslehre bezeichnet, gewisse Dimensionen 
oder belastende Kräfte eines Körpers so zu bestimmen^ dass der Defor- 
mationszustand desselben in keinem Punkte eine gewisse er&hrungsmassig 
als höchstens zulässig erachtete Grenze überschreite, eine Forderung^ welche^ 
da der Deformationszustand in einem Körperpunkte (Nr. 10) durch die 
Dehnungen e bestimmt ist, die in demselben nach den verschiedenen 
Riclitungen stattfinden^ darauf hinauskommt, dass, wenn €^ eine positive, 
t** den Absolutwerth einer negativen Dehnung bedeutet , diese Grössen €^ 
und «" in jedem Punkte des Körpers höchstens gewissen Werthen gleich 
sein sollen, die bei isotropen Körpern von der Richtung unabhängig sind, 
unter sich aber verschieden sein können. Indem aber femer (Nr. 13) 
unter den Hauptdehnungen sich die grösste und die kleinste Dehnung 
(algebraisch verstanden) befindet, die in dem betreffenden Punkte nach 
irgend einer Richtung stattfindet, unter den Absolutwerthen der Hanpt- 
dehniingen also der grösste Werth von e' und von c", sofern überhaupt 
diese zweierlei Dehnungen in dem betreffenden Punkte vorkommen, so 
erfordert die allgemeine Lösung jener Hauptaufgabe vor Allem die Be- 
stimmung der Hauptdehnungen fiir jeden Punkt P eines in g^ebener 
Weise gestützten und belasteten Körpers, die bei isotroper Beschaffenheit 
desselben auf folgende Weise geschehen kann. 

Sind Xy yj z die ursprünglichen rechtwinkligen Coordinaten des 
Punktes P, und ^, tj, Z ihre Aenderungen durch die Belastung und ent- 
sprechende Deformation des Körpers, so ist nach Gleichung (53), (54) und (26) : 



mit f?= -^4---i4--i. und G = — ; E. 

hx ' by^ hz 2 m+1 



(55) 
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Diese Ausdrücke der SpannungSGomponenten 0%^ Gyj Oz, x^j i^yj tz sind 
in die Gleichungen (2): 



+ -^ + ^+^=0 



ix }^y hz 

einzuführen, welche dadurch drei simultane partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung ftir die Functionen f, iy, ^ der unabhängig Variablen 
^y Vi ^ werden. Durch die Integration dieser Gleichungen werden Con- 
stante oder vielmehr im Allgemeinen Functionen eingeführt, die nur in 
Beziehung auf diejenige Veränderliche constant sind, d. h. diejenige Ver- 
änderliche nicht enthalten , nach welcher eben integrirt wird , und diese 
Functionen sind durch die Oberflächenbedingungen bestimmt, 
nämlich theils dadurch, dass die Spannungscomponenten 

jpcosi, pcosfi, pcosv 
in den Gleichungen (3) : 

pcosl = Oy^cos a-{- Tz cos ß-\-Ty cos y 

pcos fi = TzCOsa'^ Oy cos ß -{- Tk cos y 

pcosv = TyCOsa-\' Tx cos ß -\- Oz cos y 

für die Punkte der Körperoberfläche gegebene (durch die Belastung un- 
mittelbar bestimmte) Werthe haben, theils dadurch, dass ^, t], L selbst 
für gewisse Punkte gegeben, insbesondere = Null gegeben sind (feste 
Unterstützungspunkte) oder auch zu den betreffenden Pressungen in ge- 
wissen Beziehungen stehen (nachgiebige, elastische Unterlagen). 

Wenn ^, rj, 'C als Functionen von x, y, z gefunden sind, findet 
man entweder 

Ux Oy Uz Tx '^y '^z 

nach (55), dann die Hauptspannungen als Wurzeln der Gleichung (8): 
(ax — a) {Oy — a) (Oz — a)— (a^ — - a) tj — {Oy — o) Ty^ — {Oz — a) Xz^ 

+ 2 Ts Ty Tz = 

und endlich die Hauptdehnungen nach Gleichung (53) : 
oder auch die Dehnungen und Schiebungen 

€x €y Ez yx yy /z 

mittels der Gleichungen (26) : 

«* V , /x x^-t" 



«y 



hx 

» 

~ iy 

~ bz 



dz hy 
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und dann die Hauptdehnungen als Wurzeln der Gleichung (30) : 
4 (ßx — €)(€y — e) (€z — c) — (€x — ß) yx ^ — (€y — «) ^y ^ " («2 — «) y^ * 

+ yx yy yz = . 

So einfach im Princip übrigens dieses Verfahren auch erscheint, so 
schwierig kann es in der Ausfuhrung sein bezüglich der Integration jener 
simultanen partiellen Differentialgleichungen, die nur in speciellen Fällen, 
zumal in einer für die technischen Anwendungen geeigneten Form, gelingt. 
Unter diesen Umständen ist es rathsam, mit den einfachsten SpecialfUUen 
zu beginnen und mit Benutzung der dafür gewonnenen Resultate zu weniger 
einfachen Fällen fortzuschreiten. Statt einer allgemeinen Integration jener 
partiellen Differentialgleichungen muss man sich dabei in der Regel be- 
gnügen , denselben durch geeignete Annahmen versuchsweise Grenüge 
zu leisten. 



J 



ZWEITER ABSCHNITT. 
Serade stabförmige Körper. 



24. — Denkt man aicb die Form eines Körpers entstanden durch 
Bewegung einer ebenen Fiäulie laugs einer Curve auf aolclie Weise, dass 
die bei dieser Bewegung im Allgemeinen veränderlicbe ebene Fläche be- 
ständig in ilirem Schwerpunkte rechtwinklig von der Curve geschnitten 
wird , so heisae letztere die Mittellinie und jeder zu ihr senkrechte 
ebene Schnitt (der erzeugenden Fläolie in ihren verschiedenen Lagen ent- 
sprechend) ein Querschnitt des Körpers. Ein Körper, der auf solche 



Weise 



tabför 
I gerader stabförmige 
auch die Ä x e des Körper 



■ jeder Körper als slabförmig 



intatandcn gedacht wird, soll 
1 Sinne genannt werden, und zw: 
Körper, wenn die Mittellinie, die 
heisst. eine gerade Linie ist. 

Im weiteren Sinne knnn hiernach 
aufgefaest , doch soll im Folgenden diese Anftassung auf solche Fälle be- 
schränkt werden , in denen zugleich die Belastung von solcher Art ist, 
dass in jedem Punkte P irgend eines Querschnitts mit Bezug auf recht- 
winklige Axeu der .r, ?/, g, von denen die a-Ase senkrecht zu diesem 
Querschnitte ist, die Spann ungscomponenten Oy , a^ und t, ohne wesent- 
lichen Fehler ^= Null gesetzt werden können , so dass die Untersuchung 
eich auf Spannungen in den verscliiedenen Punkten eines Querschnitts 
beschrankt, die theils Normalspannungen a^ , tlieils Schubspannungen Ty 
und T, beziehungsweise im Sinne der ?-Axe und der y-Ase sind, und 
denen bekanntlich ebenso grosse Seh üb Spannungen im Sinne der :r~Axo 
in den aur z - Aie und zur y - Axe senkrechten Ebenen entsprechen. Nach 
Kr. 9 ist dann eine Hauptspannung a^ = und sind die beiden anderen 
die Wurzeln der Gleichung (21, a): 

a^— a^a—Ty^ — Tj = . . ■ (,21, u), 
igt also, imter v = f'ry^-j-iT^ die resultirende Schub Spannung 
betreffenden Punkte des Querschnitts verstanden, 

.+ >> 



dem 



-i^+i 
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Was die Richtungen dieser Hauptspannungen betrifft, so folgt aus 
den beiden ersten der Gleicliungen (7) , Nr. 6 , mit (Xy = (Tb = r» = : 

'cosa:cosß:cosY = 

= ^z ^x % (^y —a):Ty Tz Tx ((Tx O) l ((Tx — (J) ((Ty — (T) — T^^ 

= Ty a : Ty Tz l O^ — (Tx (T — Tz^ , 

also mit Rücksicht auf die für a^ und o^ gültige Gleichung (21, a), 
ferner mit (Tj = , und wenn a^ , ß^ , y^ resp. «^ , ß^ , y^ resp. «g , 
/^3 V }^8 l>6ziehungsweise die Richtungswinkel von (S^j (Tg ^ (T^ bedeuten, 

cos «1 : cos /?! : cos yi = (Tj : Tz : Ty 

COS a^ icos ß^ ' cos y, = tr, : r, : Ty 
cos «3 : cos /9j : cos yg = : Ty : — r^ 



cos «1 = 



COSCfj = 



a. 



Va^^ + T^ 



y^.'+ 



cos ofo = , 



, cosß^ 

, COS/J, 






^2 


Vo, 


« + T» 
*^» 




» + T« 



, cosyi = 



, COS}'s,= 



cosy, = 



^y 



(57). 



Flg. 3. 



Diese Werthe von cos a^ , cos ß^ , cos y^ lassen erkennen , dass die 
Riclitungslinie der Hauptspannung (Tg = in der Querschnittsebene Y PZ 

(Fig. 3) senkrecht zur resultirenden 
Schubspannung r gerichtet ist, daes 
somit die Richtungslinien der Haupt- 
Spannungen Ol und Of in der Ebeue 
liegen, die in der Richtungslinie yon 
r die Querschnittsebene rechtwinklig 
schneidet! in dieser Ebene sind sie durch 
die Winkel a^ und a^ bestimmt. 

Für die Hauptdehnungen 6^, e^y e^ 
nach den Richtungen von a^, CT^ , iTg 
ergeben sich mit (Tg = und mit den« 
Werthen (56) von a^ und ä, bei Vor- 
aussetzung eines isotropen Körpers nach 
Grleichung (53) die Ausdrücke: 

Ee^ = a^ cTi ; Ee^ = (c^i + er,) 




j&X I m — 1 



I m — 1 |W*-|-1 



|/(Tx2+4ir2; ^6g = cTx (68). 



25. — Wenn die Mittellinie eines stabförmigen Körpers als Ort der 
im urspi-tinglichen Zustande darin liegenden materiellen Punkte aufgefasst 
wird, so soll dies dadurch ausgedrückt werden, dass sie als materielle 
Mittellinie bezeichnet wird, resp. als materielle Axe bei einem 
im ursprünglichen Zustande geraden stabförmigen Körper. Ebenso ist 
unter einem materiellen Querschnitte ein solcher verstanden, der 



p 



aIh Ort der im itrsprüngHcliea Zustande darin liegenden materiellen Punkte 
aufgefasst wird. Durch die Belitstung des Körpei^ erfahren seine materielle 
Mittellinie und seine materiellen Queraehnitte gewisse Deformationen, können 
insbesondere die letzteren zu krummen Flachen werden, and es sind selbst- 
veretändlich die materielle Mittellinie resp, die materiellen Quer- 
schnitte gemeint, wenn von der de f ormi rteo Mi 1 1 elliuie resp. von 
den deformirten Querschnitten, des belasteten stabförmigen Kör- 
pers die Rede sein wird. 

Um die Wirkungen zu untersuchen, die in einem Querschnitte F 
eines stabförmigen Körpers durch dessen Belastung hervorgerufen werder 
iet es einerlei , ob man den einen oder den anderen der beiden durch 
diesen Quersclmitt F getrennten Theile A, S des Körpers mit den an 
ihnen angreifenden äusseren Kräften in Betracht zieht; beide Systeme von 
Kräften sind mit einander im Gleichgewichte durch Vermittelung der 
gleichen und entgegengesetzt gerichteten inneren Kräfte in den Flächen- 
elementen von F. Das gerade in Betracht gezogene dieser beiden Systeme 
von Kräften soll das System der äusserenKräfte fürdenQuer- 
achnitt F genannt werden; Ist es dasjenige, welches an dem Körper- 
theile B angreift, so werden die Spannungen im Querschnitte F ver- 
standen im Sinne von Kräften, die von dem Körpertlieilc S auf den 
Köipertheil Ä ausgeübt werden. 

Die äusseren Kräfte lassen sich ersetzen durch eine im Schwerpunkte 
O des Querschnitla F angreifende resultnende Kraft R und ein resul- 
tirendes Kräftepaar M. Die Resultante R werde in zwei zu einander 
senkrechte Componenteu Jij und i?j zeriegt , von denen erstere senkrocht 
xa F gerichtet ist und positiv oder negativ gesetzt werde, jenacbdem sie 
die Richtung von A gegen jß oder von B gegen A hat. Ebenso werde 
das resuttirende Paar M in zwei Componenten paare i(fj und M^ zerlegt, 
von deren zu einander senkrechten Axen die des ersten senkrecht zu F 
ist. (Die Axe eines Kräftepaares ist eine zu dessen Ebene senkrechte 
Gerade, auf der in bestimmtem Sinne eine dem Moment des Kräftopaares 
proportionale Strecke abgetragen wird, so dass sie das Kräftepaar bezüg- 
lich auf die Richtung seiner Ebene , den Sinn seiner Drehung und die 
Grösse seines Momentes darstellt.) Ist nun F ein dem materiellen Quer- 
schnitte F unendlich nahe benachbarter des Körpertheils A, so haben die 
Kräfte 2Jj , R^ und Kräftepaare M^ , M^ ^nzcln die folgenden Wir- 
kaogen. 

Die Kraft R^ verursacht, jenacbdem sie positiv oder negativ ist, posi- 
tive oder negative Normal Spannungen in den Flächenolementen von F, 
die der Grösse nach so vertheilt sind, dass ilire Resultante durch geht 
und = JJ, ist. Die enlsprecli enden positiven oder negativen Dehnungen 
haben eine Zunahme oder Abnahme der gegenseitigen Entfernung der ma- 
teriellen Querschnitte F und F zur Folge. 

Das Kräftepaar M^ venirsacht Normal Spannungen, die in den Fläehen- 
dementen von F der Grösse nach so vertheilt sind, dags sie sich auf ein 
dem Paare }tl^ gleich werthiges Kräftepaar reduciren lassen. Die enU 
sprechenden , tlieils positiven , theils negativen Dehnungen liaben eine 
Acnderung der gegenseitigen Neigung von F und F' zur Folge. 

I Kraft iig verursacht Schubapannungen in den FlächenelemenWn 
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von F^ die der Richtung und Grösse nach so vertheilt sind, dass sie eine 
durch gehende, nach Richtung und Grösse mit R^ übereinstimmende 
Resultante haben. Die entsprechenden Schiebungen haben eine gegen- 
seitige Verschiebung von F und F* zur Folge. 

Das Kräftepaar M^ verursacht Schubspannungen, die in den Flächen- 
elementen von F der Richtung und Grösse nach so vertheilt sind, dass 
sie sich auf ein dem Paare Jfj gleichwerthiges Kräftepaar reduciren lassen. 
Die entsprechenden Schiebungen haben eine gegenseitige Verdrehung von 
F und F* zur Folge. 

Während so die angeführten Hauptwirkungen, bestehend in Aende- 
rungen der Entfernung oder der Neigung , in einer gegenseitigen Ver- 
schiebung oder Verdrehung der materiellen Querschnitte F, F* , durch 
die Art der in diesen stattfindenden Dehnungen und Schiebungen bedingt 
werden , ist die gleichzeitig erfolgende Krümmung der Querschnitte von 
den Gesetzen abliängig, nach denen sich die Dehnungen und Schiebungen 
von Punkt zu Punkt in F , sowie von den Punkten des Querschnitts F 
zu den entsprechenden Punkten von F' ändern. 

26. — Bei (im ursprünglichen Zustande) geraden stabförmigen 
Körpern, von denen allein in diesem Abschnitte weiterhin die Rede 
sein soll , ist die Belastungsweise oft von solcher Art , dass im Vergleich 
mit der Wirkung einer der Kräfte Ü^ , R^ oder eines der Kräftepaare 
Ml , M^ die Einflüsse der übrigen dieser Grössen auf den Spannungs- 
und den Deformationszustand in den Querschnitten des Stabes und auf 
die Deformation seiner Mittellinie ohne wesentlichen Fehler vernachlässigt 
werden können, dass also in Betreff der Art und Weise, wie die Elasti- 
cität des Stabes sich äussert, einer der folgenden vier einfachen Fälle vor- 
ausgesetzt werden kann, deren Kennzeichnung sich auf den ursprünglichen 
Zustand des Körpers bezieht, in dem seine materiellen Querschnitte 
eben sind. 

1) Zug- oder Druck-Elasticität. Die äusseren Kräfte lassen 
sicli für jeden Querschnitt des betrachteten Stabes oder Stabtheils durch 
eine Resultante (K^ nach der Bezeichnung in Nr. 25) ersetzen, deren 
Richtungslinie in die Stabaxe fallt; jenachdem sie ziehend auswärts oder 
drückend einwärts wirkt, wird dadurch der Körper verlängert und event. 
zerrissen oder verkürzt und event. zerdrückt. 

2) Biegungselasticität. Die äusseren Kräfte lassen sieh für 
jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräftepaar (M^ nach der Be- 
zeichnung in Nr. 25) ersetzen, dessen Ebene den Querschnitt recht- 
winklig schneidet; der Körper wird dadurch verbogen und event. zer- 
brochen. 

3) Schubelasticität. Die äusseren Kräfte lassen sich für jeden 
Querschnitt durch eine Resultante (i?2 nach der Bezeichnung in Nr. 25) 
ersetzen, deren Richtungslinie in den Querschnitt fallt und durch dessen 
Schwerpunkt geht; der Körper wird in sich verschoben und ev«nt. in 
einem Querschnitte abgeschoben. 

4) Drehungselasticität. Die äusseren Kräfte lassen sich fSr 
jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräftepaar (M^ nach der Be- 



zpiclmiing in Nr. 25) ursetaou, dessen Ebeue dem QuerscImiLly parallel 
ist; der Ki3i'per wird um seine Axe verdreht und event. abgedreht. 

Bei dem ersten und zweiten der obigen einfaulien Fälle und liei den 
Uirer Combination entsprechenden HpecialläUen handelt oa sich nur um 
Normalapannungeu a und DchnuDgen £ Im Sinne cler Stabaxe , die dann 
HanptBpaunungon rasp. Hauptdehnusgen (und zwar als solche allein nicht 
:=^ Null) und , sofern sie hinlänglich hlein sind , mit Rücksicht auf die 
Abstraütion von Noi-malspanniingen senkrcülit zur Axe in der Beziehung 
stehen: a = Ee, unter JE den Elasticitätsmodul des liomogencn Materiale 
im Sinne der Stabaxe verstanden ; als isotrop braucht dabei dieses nicht, 
sondern nur vorausgesetzt zu werden, dass es nacli der Richtung 
der Stabaxe in allen Pnnkten gleich beschaffen ist. Die 
Forderung , dass e' und e" {Nr. 23) gewisse Wertlie nieht überschreiten 
sollen, kann dann ersetzt werden durcli die Forderung, dass, wenn a' eine 
positive Spannung a (eine Spannung im engeren Sinne), a" den 
ÄbsolntwerÜi einer negativen Spannung o (eine Pressung) bedeutet, 
diese Grossen o' und o" höchstens gewisse erfahmngsmässig zulässige 
Werthe haben sollen, die in der Folge mit k' resp, k" bezeichnet werden 
oder auch einfach mit k, falls h'==k" gesetzt wird oder eine Unter- 
scheidung der vorkommenden Spannungen in Bezieliung auf ihren Cliarakter 
tUs Spannungen im engeren Sinne oder Pressungen der Natur der be- 
treffenden Aufgabe gemäss nicht in Betracht kommt. 

Bei dem dritten und vierten der obigen einfachen Fülle und bei den 
durch Combination derselben hervorgellenden Speciatfällen kommen als 
Spannungen nur die Schabspannungen t in den verscliie denen Punkten der 
Querschnitte in Betracht, die au den betreffenden Schiebungen y in der 
Beziehung r=Gy stehen, unter G den Schubelasticltätsmodul für die 
Querschnitte verstanden ; damit derselbe nach allen Richtungen in diesen 
gleich sei, miiss vorausgesetzt werden, dass das Material des Stabes, wenn 
nach nicht isotrop, so doch homogen mit einer El as ticitätsaxe im 
Sinne der Stabaxe sei. In solchen Fällen sind nach Nr. 9, 
Glelclmng (21, e) die Hauptspannungen: 

ö, := T , ff^ = — T , (f j = , 

somit auch die Hauptdehnungen nur von r abhängig , insbcsuudere bei 
isotropem Materiale nach Gleichung (53): 

m-\~\ T )»+1t 

' WJ £ ' ^ in E' 

»o dass die Forderung, betr. die Nichtübersclircitung gewisser Werthe von 
«' und c" , hier dadurch erfüllt werden kann , dass man die Schub- 
spannung t liöchstens einen gewissen erf'alirungamässig zulässigen Werth 
anaehmen lAsst. 

In allen anderen Fällen, also immer dann, wenn zugleich Normal- 
and Sohnbspannungen in den Querschnitten vorkommen , wird der Korper 
■b Isotrop vorausgesetzt. In solchen Fällen ist es wesentlich, daran 
lestznliaUen , dass principiell nicht sowohl a' , a" und r , sondern die 
Ausdehnungen und Zusammenziehungen e' und b" gewisse Werthe nicht 
Cibersch reiten Bollen ; weil aber einmal die oben mit ft* und h" bezeich- 
peten Werthe in der technischen Elasticitätslehre sich eingebäü^ert. \\»Ä)Wi, 



^ = . (69), 
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so möge der den zusammengesetzteren Aufgaben zu Grunde zu legenden 
Forderung auch die Fassung gegeben werden , dass die Produkte 
JEe* und Ee** in allen Punkten des Körpers höchstens ge- 
wissen Werthen h* resp. A" gleich sein sollen; diese sind 
dieselben wie die oben bemerkten zulässigen Grenzwerthe von jo^ und a" 
einer Nonnalspannung oder Pressung , wenn sie als allein vqn Null ver- 
schiedene Hauptspannung in dem isotropen Körper vorkommt. 



A. Einfache Fälle der Elasticität gerader stabförmlger Körper. 

I. Zug- oder Druck - ElasticitSt. 

27. — Indem dieser Fall erfordert', dass die Resultante der äusseren 
Kräfte für jeden Querschnitt in der Stabaxe liegt, müssen diese Kräfte 
theils selbst in Punkten der Axe angreifend längs derselben gerichtet sein, 
theils für jedes zwischen zwei unendlich nahe benachbarten Querschnitten 
cfnthaltene scheibenförmige Körperelement eine in die Axe fallende Resul- 
tante haben, wie es insbesondere dann der Fall ist, wenn der Stab an 
den Enden von zwei gleichen und längs der Axe entgegengesetzt wirken- 
den Kräften angegriffen wird, während die Schwerkräfte der Körperelemonte 
nur dann jener Forderung entsprechen , wenn die Stabaxe vertical- ist, 
widrigenfalls von den zur Axe senkrechten Componenten dieser Schwer- 
kräfte abstrahirt werden müsste. 

Wenn die Spannung a in Ermangelung genügender Anhaltspunkte 
für eine anderweitige Bestimmung ihres Vertlieilungsgesetzes als gleich für 
alle Punkte eines Querschnitts vorausgesetzt wird (was um so zutreffender 
sein wird , je weiter der Querschnitt von den Stabenden , überhaupt von 
den Angriffspunkten endlich grosser Kräfte entfernt ist), so ist sie für den 
Querschnitt = F, für den die Resultante der äusseren Kräfte = jR ist, 

(T = -w , und ist h = max (-w ) • • • (60) 

die Bedingungsgleichung dafür , dass ö höchstens = ifc sein soll. Ist x 

die Entfernung irgend eines Querschnittes F von einem Ende des Stabes, 

und F der Elasticitätsmodul nach der Axrichtung desselben, so ist die 

Längenänderung der (nach wie vor geraden) Stabaxe, deren ursprüngliche 

Länge == l sei, 

11 1 

/ll=J edx=^J-^dx — -^J-^dx . . (61). 



Insbesondere für den Fall eines prismatischen Stabes 

(F = Const.), der nur an den Enden von entgegengesetzt gleichen^ längs 

seiner Axe wirkenden Kräften P (R= Const. = P) angegriffen wird^ ist 

P PI 

a = -=r = Je und Jl= .... (62). 

28. — Diese letzte Gleichung kann zur experimentellen Be- 
stimmung des Elasticitätsmodul 



fiwtää'BtBbOraBÖg«' KA(pn.' 



E = 



Fl 



F.Jl 

dienen , indem die Verlängerungeu J l gemessen werden , die ein aus dem 
betreffenden Material beateliender priamatiselier Stab von belcanntcr Länge l 
und bekanntem Quersolinitte F (bezogen auf den ursprünglichen Zustand) 
dureli ziehend wirkende Beiastiingen P erfahrt , die ao lange vergrösaert 
werden, als die entsprechenden Werthe von E noch keine Abhängigkeit 
von JP deutlich erkennen lassen ; indem dann die Unteraebiede dieser auf- 
einander folgend gefundenen Werthe den unvermeidlichen Beobaclitungs- 
fehlem und zufälligen Nebenumatänden zuzuschreiben sind , ist ihr aritli- 
metischea Mittel mit um so grösserer Waliracheinlichkeit ala der wahre 
Werth von E zu betrachten, je zahlreicher und je weniger im Resultat 
verschieden die einzelnen Versuche sind. Damit Letzteres in hinlänglichem 
Grade erwartet werden könne, müaflen die Stäbe mögliehst lang genommen 
werden, indem dann einem gewissen absoluten Beobaclitunga fehler von^l 
ein möglichat kleiner verhältnisamässiger Feliler dieaor Grösse und somit von 
E enlapriclit. Aus diesem Grunde sind Compressions versuche (drückend 
wirkenden Belastungen P und negativen Werthen von Jl entsprechend) 
weniger geeignet wegen der Scliwierigkeit , dabei die Biegung eines 
längeren Stabes ohne Einführung anderweitiger störender Einflüsse zu 
verhindern. 

Ist inabesondere I" die ziehend wirkende Belnatung , durch die der 
prismatlsdie Stab zerrissen, F" die drückend wirkende, durch die er 
zerdrückt wird , so heissen 

El 

F ' 
die ursprüngliche Grösse des Qi^''^'^'"''**^ verstanden, 
die Zugfestigkeit und die Druckfestigkeit des 
betcefienden Materials nacJi der Längen richtung des Stabes. 

Zur Besdramung von K' brauchen die Stäbe nicht aehr lang zu sein, 
und ist nur hauptsächlich Sorge zu tragen , dass die Richtungslinien der 
belastenden Krall am einen und der Widerstandskraft am anderen Ende 
möglichst genau mit der Axe des Stabes zusammenfallen ; auch ist ee 
iweckmässig , diese Enden etwas zu verstärken, damit der Ries an einer 



eine gleichförmige Vertlieilung der 
genügender Sicherheit vorausgesetzt 



solchen mittleren Stelle erfolgt, 
Spannung im Querschnitte mit 
werden darf. 

Bei den Versuchen zur Bestimmung von K" wurden die Körper 
meistens in Form von Würfeln oder niedrigen Cylindern (Höhe wenig 
vencbieden vom Durch mesa er) angewendet, wobei dann besondere Sorg- 
fUt und geeignete Hülfsmittel (weichere Zwiachenlagen etc.) nöthig aind, 
um eine hinlänglich gleichförmige Vertheilung des Druckes in den Quer- 
tdmitles zu erzielen. Trotzdem bleiben aber die Versuchs wert) le von 
K" unsicherer und schwankender, als die von K', tlieils wegen des 
MSrenden Einflusses der Reibung an den gedrückten Endflächen des Ver- 
shskHrpers, die seiner seitlichen Ausdehnung entgegenwirkt, theils wegen 
verschiedenen und eigenlhümliehen Verhaltens verschiedener Körper 
Icken,' wälirend einige, wie namentlich weichere MtAeWt , «vi^v 
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blos zusammendrücken lassen, ohne in Stücke zu zerfallen , werden andere, 
wie Gusseisen, Hölzer, Steine, gänzlich zertrümmert, zeigen aber gewöhn- 
lich schon lange vorher Sprünge und Risse, so dass es im einen wie im 
anderen Falle gar keine bestimmt angebbare Grenze giebt, bei welcher der 
Körper als eben zerdrückt zu bezeichnen wäre. 

29. — Befindet sich ein prismatischer st ab förmiger Körper 
in verticaler Lage, so kann es bei grosser Länge l desselben nöthig 
sein , die eigene Schwere = G als äussere Kraft mit zu berücksichtigen. 
Wird dann der hängende Stab unten durch die ziehende , oder der stehende 
oben durch die drückende Kraft P angegriffen , die also in beiden Fällen 
abwärts gerichtet ist wie die Schwere, so ninunt die Resultante der äusseren 
Kräfte von dem durch P angegriffenen nach dem anderen Stabende hin 
von P bis P-j- ff zu> ist also möw;i? = P+ O und 

tnax a = k = 4= — . 

F 

Ist femer x die Entfernung eines Querschnitts F von dem durch P ange- 
griffenen Ende des Stabes, so ist nach Gleichung (61): 



^' = iFf{^-^T^)'^ = 



EF 



Von dem in der Entfernung x zu dem in der Entfernung x -j- dx 
vom angegriffenen Ende liegenden Querschnitte ändert sich die Gesammt- 
Spannung um das Gewicht des zwischen beiden liegenden scheibenförmigen 
Körperelements, also um 

d{Fa) = sFdxy 

wenn s das specifische Gewicht der Körpersubstanz bedeutet. Soll nun 
die Spannung a in allen Querschnitten gleich = Jfc sein, 
so muss F eine Function von x sein, bestimmt durch die Gleichung: 

kdF=sFdx, 

sx 

woraus In F == Const. -| — z— ; F = Const. e ^ 

folgt, unter e die Basis der natürlichen Logarithmen verstanden. Indem 

P 

aber dann die ^ = entsprechende Endfläche = -j-- sein muss y eigiebt 

sich schliesslich 

-r» sx 



F=-j-e^ (63). 

Diese Gleichung könnte u. A. zur Formgebung langer Schacht- 
gestänge Anwendung finden, wenn nicht die stetige Veränderlichkeit 
des Querschnitts hierbei praktisch unausführbar wäre. Näherungsweise 
lässt sich aber der Zweck erreichen, indem man das Gestänge aus ver- 
schiedenen prismatischen Stücken, von unten an gerechnet etwa mit dem 
Längen Z^ 9 Zg 9 Zs . . • zusammensetzt und deren Querschnitte F^, JP^, 
JP3 . . . so wälüt, dass in den obersten Querschnitten aller Stü^e die 
Spannung a = k ist. Dieser Forderung entspricht allgemein die Gleichimg : 



Grerade stabförmige Körper. 45 

worin nur für n=l die am Ende angreifende Kraft P statt k Fo zu 
setzen ist. So ergiebt sicli 



Je— Sil' ^ Qc—sk)ik—sl^)' 



F.= 



'"" {k—sli)(k—sli)(k—sl^) 
Insbesondere mit l^ ^l^ =1^ . . . = l wird 



^"=l(ra)' <«>• 



30. ' — Von hierher gehörigen specielleren Beispielen technischen 
Interesses möge zunächst die Zugfestigkeit gezogener (durch 
Ziehen hergestellter) Drähte erwähnt werden , die insofern ein eigen- 
thümliches Verhalten darbietet, als durch das Ziehen eine vorzugsweise 
oberflächliche Verdichtung des Metalls verursacht wird, und somit der 
Draht kein homogener stabförmiger Körper, sondern als aus einem Kern 
mit einer härteren Kruste bestehend zu betrachten ist. Ist dann F^ der 
Querschnitt, Ei der Elasticitätsmodul des Kerns, F2 der Querschnitt und 
FJ^ der Elasticitätsmodul der Kruste, so sind auch die durcli eine Zug- 
kraft P hervorgerufenen Spannungen a^ und a^ beider Theile verschieden, 
indem sie, da die Dehnungen gleich sind, in der Beziehung stehen: 

-=f- = ^ oder (Ti : er, = iJi : E^. 

Daraus und aus der Gleichung : F^ a^ -\- F^ C2 = P 

«, _ E^P _ E^P 

tolgt : a^ TP TP ]^ TP TP ' ^8 TP TP A- TP TP * 

Da die Kruste weniger dehnbar ist, als der Kern, so wird bei 
zunehmender Belastung und entsprechender Dehnung das Zerreissen des 
Drahtes in der Weise stattfinden, dass zuerst die Kruste reisst und dann 
der nun durch die ganze Belastung angespannte Kern nachfolgt. Indem 
es somit ein gewisser Grenzwerth K^ von a^ ist, der als maassgebend 
ftlr die Zugfestigkeit des Drahtes betrachtet werden muss, ist die den 
Draht zerreissende Kraft P', falls obige Beziehungen als unbeschränkt 
gültig betrachtet werden, 

oder^ wenn d der Durchmesser des Drahtes und — d die Dicke der Kruste, 
diese aber klein genug ist , um d^ gegen d^ vernachlässigen zu dürfen, mit 
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und 



Ft = ^d' — I\ = '^- . 2 (Jd : 
* 4 '4 



Ist auch diese Entwickelung ungenau , weil die zu Grunde li^ende 
Proportionalität von Spannung und Dehnung nicht bis zum Bruch streng 
gültig bleibt, und weil es auch keine scharfe Grenze zwischen Kern und 
Kruste giebt, in der That vielmehr eine stetige Abnahme der Verdichtung 
von der Oberfläche gegen das Innere hin stattfinden wird, so bestätigt 
doch die Erfahrung, dass die Zugfestigkeit gezogener Drähte 

gesetzt werden kann , unter Ä und ß Coefficienten verstanden , die durch 
das Ausglühen der Drälite kleiner werden , und zwar B in höherem Grade, 
als A, So ist z. B. aus Versuchen von Karmarsch, wenn P' in 
Kilogrammen , d in Millimetern ausgedrückt ist, 

für Stahldraht: ^=50, JB= 21; geglüht: jl = 45, JB = 3, 
besten Eisendraht : ^ = 50, JB = 12,5 ; „ A = 2ß, JB == 3, 
gewöhnlichen „ ^ = 36, JB=18; „ ^ = 22,5,JB=«5 

zu folgern. Dass durch das Ausglühen B in höherem Grade abnimmt, 
als Af ist in Uebereinstimmung mit obiger Formel, sofern E^ dadurch ab- 
nimmt , El aber kaum verändert wird ; dass auch A kleiner wird , deutet 
darauf hin, dass K2 verhältnissmässig mehr abnimmt, als E^» 

Wollte man (z. B. mit Winkler: „Die Lehre von der Elasticität 
und Festigkeit", § 55) einen gewissen Grenzwerth K^ von a^ als maass- 
gebend ffir die Zugfestigkeit des Drahtes annehmen , so erhielte man 

P' = ^<E,F, + E,F,) = ^^[.E,d^-\-2d(E,-E,)a]; 

es wäre dann aber die beträchtliche Abnahme des Coefficienten A diircb 
das Ausglühen kaum erklärlich , da K^ nur wenig dadurch verändert 
werden kann. 



31. — Der Draht einer oberirdischen Telegr aphenleitnng 
werde getragen von Stangen in den Entfernungen AAi^=2a (Fig. 4) ; 

zwischen ihnen bOdet er flacliA 
Bögen AOAif deren Pfeilhöhri 
von der Lufttemperatur abhfagt 
Mit abnehmender Temperatur nimmt 
die Länge des Drahtes, damit auch 
h ab und die Spannmig zn^ und 
es ist die Aufgabe, bei der Anlage 
der Drahtleitung den^ einzelnen 
Drahtbögen diejenige Pfeilhöhe zu geben, welche zur Folge hat, dass 
erst dann , wenn die Temperatur bis zur kleinsten erfahrungsmässigen Luft- 
temperatur des betreffenden Ortes abnimmt, die Spannung den mit Rück- 
sicht auf die Festigkeit des Drahtes zulässigen grössten Werth erreicht 

Ist der Scheitelpunkt, B irgend ein anderer Punkt der Diaht- 
mittellinie mit den Coordinaten x, y in Beziehung auf die horizontale A^ 







Gerade stabförmige Körper. 47 

OX und verticale Axe OYj g> ihr Neigungswinkel im Punkte B gegen 
die ^r-Axe, p das Gewicht der Längeneinheit des Drahtes ^ P die totale 
Drahtspannung im Querschnitte hei 0, S dieselbe im Querschnitte bei By 
so entsprechen mit Bücksicht darauf, dass der Drahtbogen flach genug ist, 
um das Gewicht der Strecke OB desselben ohne in Betracht kommenden 
Fehler dem Gewichte einer seiner Horizontalprojection x gleichen Draht- 
länge gleich setzen zu können , dem Gleichgewicht der Kräfte P, S und 
px eLTL der Drahtstrecke OB die Gleichungen: 

Scosq> = P; 8sinq>=px, 

/. , ^ dy px 

woraus folgt: tg(p = -^ = -Y 



2P ' 2P ' ^2 ,^2 

Mit jener Annäherung bildet also der Drahtbogen eine Parabel, dessen 
halbe Bogenlänge mit entsprechender Näherung : 



• 

a _ / — a 



-j^'V^+{^y-M+^^) 





a 



=/4.+.ii«.)=»(.+|-) 



gesetzt werden kann. Ist P die höchstens zulässige Scheitelspannung, 
entsprechend der Pfeilhöhe Jiq = ^— und der Maximalspannung 

Sf= KP*-|-(jpa)2 bei A und A^, die nur wenig > P ist , so muss, 
wenn die Anlage der Leitung bei einer Temperatur geschieht, die um 
t Grad höher, als die niedrigste vorkommende Wintertemperatur ist, die 
den Drahtbögen zu gebende Pfeilhöhe h von solcher Grösse sein , dass 
die entsprechende halbe Bogenlänge s derjenigen gleich ist , zu welcher 
sich die der Pfeilhöhe Äq entsprechende halbe Bogenlänge durch eine 
Temperatarzunahme um t Grad vergrössert ; es muss also , wenn a der 
LSogenansdehnungscoefficient des Drahtes ist, h der Gleichung entsprechen : 

•('+-|^)-»('+l^)('+«o. 

woraus ber Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung folgt : 

2 Ä« _ 2 Äo« . 

Ä=|/Ä,«+l,5a^a«=aJ/(Uy+l,5a^ . (65). 

Hinmach läast sich eine Tabelle zusammengehöriger Werthe von t und h 
borachoen, nach der man sich bei dem Ausspannen nnd Befestigen. dft% 
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Drahtes an den Stangen je nach der gerade herrschenden Temperatur zu 
richten hat , indem der Draht ^ nachdem er bei A^ befestigt ist, vor seiner 
Befestigung bei Ä insoweit angezogen wird , bis die Strecke y die von ihm 
und von der Visirlinie AÄ^ auf einem in der ^-Axe vertical gestellten 
Maasstabe abgeschnitten wird, dem betreffenden Werthe von h gleich ist. 

32. — Wie bei der vorigen Aufgabe können auch in anderen Fällen 
gekrümmte stabfbrmige Körper ebenso wie gerade auf Zug- oder Druck- 
elasticität berechnet werden j wenn die Krümmungsradien ihrer Mittellinie 
gross im Vergleich mit den Dimensionen ihrer Querschnitte sind, z. B. 
auch bei der folgenden Aufgabe. 

Ein Locomotivrad sei herzustellen aus einem durch 2n schmied- 
eiseme Speichen (nutzerer Querschnitt = S, Länge = s) mit der Nabe 
verbundenen schmiedeisemen Badkranze (Querschnitt = jR), auf den ein 
stählerner Radreif (Querschnitt = iJ^ ) in glühend heissem Zustande so 
aufgetrieben werden soll, dass die Dehnung des wieder erkalteten Stahl- 
reifs = e^ ist. Zu dem Ende muss, wenn vorher der äussere Halbmesser 
des Eadkranzes = r war, der innere Halbmesser des noch kalten Reift 
etwas < r, etwa = r (1 — q) sein, und es handelt sich um die jener 
Forderung entsprechende Bestimmung des kleinen Bruchs q sowie der 
specifischen Zusammendrückung, die der Radkranz und die Speichen durch 
das Aufziehen des Reifs nach dessen Erkaltung erleiden. 

Ist der Elasticitätsmodul des Schmiedeisens = J?, des Stahls = JE^, 

und e die specifische Zusammendrückung der Speichen, so ist, abgesehen 

von der geringen Deformation der Nabe, die specifische Zusammendrückung 

g 

des Radkranzes = — e: mit Rücksicht darauf, dass bei dem fertigen Rade 

r 

der innere Halbmesser des Reifs dem äusseren des Kranzes gleich ist, 

muss also 

r(l-?)(l+«,) = r(l--^e) 
oder bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung 

sein. Wenn nun das fertige Rad durch einen axialen Schnitt halbirt 
gedacht wird , und zur Herstellung des Gleichgewichtes bei unverändertem 
Deformationszustande an den zwei diametral gegenüber liegenden Schnitt 
fiächen des Reifs einer Radhälfte die äusseren normalen Zugkräfte E^ JR^ €^, 

an den Schnittflächen des Elranzes die Druckkräfte EJR — e angebracht, 

T 

die n Speichen dieser Radhälfte aber durch die radial auswärts auf den 
Radkranz wirkenden n Kräfte ESe ersetzt und diese (mit um so kleinerem 
Fehler, je grösser n ist) so in Rechnung gebracht werden, als ob Qie bei 
derselben Gesammtgrösse = nESe gleichförmig und stetig längs des 
inneren Umfangs vertheilt wären, so entspricht dem GleichgewÜbt 4er 
Kräfte an der fraglichen Radhälfte die Gleichung: 
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r 7t 



und folgt daraus : 



R, 



A 

r 7t 



Q _ 



= 1 + 



r e. 



1 + 



s El 



Ri 



r TT 



(66). 



Ist a der lineare Wärme- Ausdehnungscoefficient des Stahls , so, ist die 
Temperatur, zu welcher der Stahlreif erhitzt werden muss, um avif den 

kalten Radkranz aufgeschoben werden zu können, "5 Crrad. 



a 



\ 



33. — Eine massive cylindrische Walze von der 
Länge l und vom Halbmesser a liege mit horizontaler 
Axe auf «iner horizontalen ebenen Platte von gleich- 
förmiger Dicke a^, die ihrerseits auf einer festen horizontalen Ebene 
ruht; P^l sei der Druck, den die Walze in Folge ihres Gewichts und 
sonstiger Belastung auf die Unterlage ausübt. Wegen der Elasticität des 
Materials findet die Berührung nicht in einer Linie, sondern in einer 
schmalen Fläche statt, in der die Pressung a von ihren parallelen Rändern 
nach ihrer Mittellinie hin stetig von Null bis zu einer gewissen Grösse h 
zunimmt, und es sei die Aufgabe, die Beziehung zwischen P^, a, a^ und 
h zu finden , wenn der Elasticitätsmodul der Walze = E , der Platte 
= E^ ist. 

In Figur 5 , die einen zur 
Walzenaxe senkrechten Durchschnitt 
darstellt, ist M der Mittelpunkt des 
Querschnitts der Walze, AA^ die 
(übertrieben gross gezeichnete) Breite 
der Berührungsfläche,^ und es sei der 
Winkel AMA^ = 2 a. Die Durch- 
schnittslinie der Berührungsfläche ist 
ein gewisser flacher Bogen AA^, 
enttialten zwischen der geraden Linie 
AA^ und dem Kreisbogen AA^ vom 



Fig. 5. 




K ir''-1&-- 



d. 



Halbmesser a; sei der Mittelpunkt, B ein beliebiger Punkt dieses 
Kreisbogens , entsprechend dem Winkel 0MB = q). Zieht man durch B 
eine Lothrechte CB C^ und bezeichnet mit x das Stück derselben , das 
zwischen dem Kreisbogen AA^, mit x^^ das Stück derselben, das zwischen 
der Geraden AA^ und dem Querschnitte AA^ der Berührungsfläche ent- 
halten ist, so sind x und x^ die Zusammendrückungen bezieliungsweise der 
Walze und der Unterlagsplatte an der Stelle B, und wenn man annimmt, 

X 

dass sich die Wirkung von x als specifische Zusammendrückung = — 

Orashof, ElAStIcItät und Featigkclt. 4 
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gleichmässig bis zur Mitte der Walze bei Cy die Wirkung von x^ als 
specifischc Zusammendrückung = — ^ gleichmässig bis zur unteren Fläche 
der Platte bei Cj erstreckt, so ist die Pressung a bei B: 

a = E — = El — ^ oder a = ex = eiXi 

JP TP 

mit den abgekürzten Bezeichnungen : e = — und e^ = — ^ . 

a a^' 

Nun ist mit Rücksicht darauf, dass die (in Bogenmaass ausgedrückten) 
Winkel a und q) klein genug sind, um 



a« 



cosa = l — und cosq>=^l ^ 



setzen zu können, 



X'\-x^=^a (cos q> — cosa) = a 



a* — y*. 



y 



also mit Xi=iX — : X -=a ^ ^ 



'^.— /n^ d>i> /«4w8 



(r = ea; = — r^— a ^ ^ ; maxa=Jc=: — -^ 

e+e^ 2 e + ei 2 

für (p = 0. Indem aber P^ = dem Druck in der ganzen Berühnmgaflftche 
pro Längeneinheit der Walze 

ist, so folgt 

Ve + Ci 2/ \2 a* ee^ ) \32 c+e^ / a 
und mit Rücksicht auf die Bedeutungen von e und e^ : 

Im Falle einer massiven Kugel vom Halbmesser a, die 
auf der Platte von der Dicke o^ liegt, ist bei analoger Be- 
deutung der Buchstaben wie oben: 



ee 



^ o > maxa=k = — P -—; 



e + ^i 2 ^ + ^ 2 

aber wenn jetzt P den ganzen Druck zwischen der Kugel und der Platte 



bedeutet, so ist 
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somit k^=[ — r-^--— ) ö- — —^ = r" 

P=„h^a[~ + ^ (68). 

Die dieser Rechnung zu Grunde liegenden Annahmen sind übrigens 

insofern nicht ganz zutreffend , als der in der Berührungsfläche stattfindende 

Druck sich bei seiner Fortpflanzung einerseits bis zur unteren Fläche der 

Platte , andererseits bis zur horizontalen Mittelebene der Walze oder Kugel 

nach und nach auf immer grössere Flächen vertheilt, indem die verticale 

Zusammendrückung zugleich mit horizontaler Dehnung und mit Schiebungen 

verbunden ist, die ausserhalb längs dem Rande der Berührungsfläche eine 

wulstförmige Erhebung der oberen Plattenfläche und Erümmungsverstärkung 

der Walze resp. Kugel zur Folge haben. In Folge dessen werden dann 

auch die Zusammendrückungen x und x^ sich nicht als gleichmässige, 

sondern als abnehmende speciflsche Zusammendrückungen in die beiden 

Körper hinein erstrecken ^ so dass in den Gleichungen (67) und (68) 

unter E und E^ Coefficienten verstanden werden müssen, die nicht ohne 

Weiteres den bekannten Elasticitätsconstanten gleich gesetzt werden dürfen, 

sondern einer besonderen erfahrungsmässigen Bestimmung bedürfen, oder 

dass , indem a =^ ex = e^x^ gesetzt wurde , unter e und e^ Coefficienten 

zu verstehen sind, die den Elasticitätsconstanten E und E^ höchstens 

proportional sein mögen, übrigens aber bezüglich ihrer aucli von den 

Dimensionen a und a^ abhängigen Werthe nur durch Erfahrung zuverlässig- 

zu bestimmen sind. Diese letztere Auffassungsweise ist besonders auch 

dann am Platze , wenn die Walze resp. Kugel nicht massiv ist, und somit 

zugleich ihre grössere oder kleinere Wanddicke das Resultat wesentlich 

beeinflussen kann , ohne dass dieser Einfluss mit hinlänglicher Einfacliheit 

und Sicherheit theoretisch zu veranschlagen wäre. In solchen Fällen mag 

(gemäss den Gleichungen, die den obigen Gleichungen (67) und (68) 

unmittelbar vorhergehen) 

i. — 
fiir die Walze: P^^Cy^l^Va, für die Kxigel x P= Ch^ a . (69) 

gesetzt werden vorbehaltlich erfahrungsmässiger Bestimmung der Constanten 

. A=|/fCfT|)re.p.Cr=„(i- + i) 

in besonderen Fällen. 

34. — Behufs Verallgemeinerung der Gleichungen (69) mit Rücksicht 
auf solche Fälle , in denen beide sich berührende Körper 
K, Kl und zwar beliebig gekrümmt sind, seien im ursprüng- 
lichen Zustande derselben a, h und a^, i^^ die Hauptkrümmungshalbmesser 
beziehungsweise von K und K^ für den Punkt 0, in dem die Riclitungs- 
linie des Drucks P die Oberfläche der Körper trifft, und auf den sich ihre 
Berührung beschränken würde , wenn sie absolut starr wären ; dabei sei 
die g^enseitige Lage der Körper eine solche, dass die Ebenen der 
Krümmungshalbmesser a und a^, folglich auch die dazu 
senkrechten der Krümmungshalbmesser b und hi zu- 
sammenfallen. 
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Ist NONi die gemeinsame Normale ^ JE die gemeinsame Berühnmgs- 
ebene der Oberflächen beider Körper im Punkte Oy so lange die Be- 
rührung nur in diesem Punkte stattfindet, und sind S, B^ solche correspon- 
dirende Punkte dieser Oberflächen, die in einer mit der Geraden NN-i in 
der sehr kleinen Entfernung r parallelen Geraden liegen, femer q und q^ 
die Krümmungshalbmesser für den Punkt der Normalschnitte NOB, 
N^OB^j deren gemeinschaftliche Ebene den Winkel q> mit der Ebene der 

Hauptkrünlmungen — und — bilde, so ist bekanntlich 

1 cos^ip sin^ip 1 cos^(p j. sin^g> 

Q a b ' Qi a^ 6i 

und können die Entfernungen 0y g^ der Punkte B, B^ von der Ebene 

E gesetzt werden : 



^ = TT- , Zt = 



2q' ^'-2q,' 
Wenn nun die Körper durch den Druck P so deformirt werden, dass 
sie sich in einer kleinen Fläche rings um berühren , und Xf X^ ihre 
parallel mit NN^ gemessenen linearen Zusammendrückungen in den jetzt 
zusammenfallenden Punkten B, B^ bedeuten , so ist die specifische Pressung 
in diesen Punkten 

a=zex = eiX^ 
zu setzen, wo e und e^ Coefficienten sind, die von den Beschaffenheiten 
und Formen beider Körper abtiängen. Dabei ist, unter c die Summe 
X + x^ der Zusammendrückungen für r = 0, d. h. bei verstanden , und 
sofern z, z^ positiv gesetzt werden, falls B und By^ auf entgegengesetzten 
Seiten der Ebene E liegen, 

und folgt daraus in Verbindung mit der Proportion x:Xi = e^ : e 

o= ex= ^^ — ■ — i^ mit s = ; max a = k = — , 

s e e^ s 

also auch a = k - = k — -r— ( 1 ) . (a). 

s 2s \q Qi/ 

Die dem Eande der Berührungsfläche angehörigen Maximalwerthe jR 

von r entsprechen o" = 0, also der Gleichung : 

R^(— + —)=:2ks . . . . . (iJ) 






oder mit Rücksicht auf obige Ausdrftcke von — und — und mit den 

Q dt 

Bezeichnungen ^=RcoSfp, t] = Il sin q> 

der Gleichung: (-i + i-) l*+ (| + ^) i?'=2it*, 

welche lehrt , dass die Berührungsfläche (eigentlieh ihre Pro- 
jection auf die zur Druckrichtung senkrechte Ebene E) eine Ellipse 
ist mit den Halbaxen 
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A = 



Mit Rücksicht auf die Gleichungen (&) und (jB) ergiebt sich nun der 
Gesammtdruck : 



271 B, 271 R 

.2' 



P=ffarä^är =fä<pf[jc-^^ (i + })'] rar 

^ Si 

S '^l Q 

oder, da das übrig gebliebene Integral = dem Inhalte der als Ellipse er- 
kannten Berührungsfläche, also = TtÄB ist, 



V{TH)iiH) 



=^ mit C=7ts = 7t {—^.^ (70). 



Unter übrigens gleichen Umständen ist liiemach allgemein die Maximal- 
pressung k der Quadratwurzel des Drucks P propor- 
tional. 

Im Falle einer Kugel auf ebener Unterlage ist a = by 
aj = 6j = 00 , folglich 

P= Ck^a 

in Uebereinstimmung mit Gleichung (69). 

Im Falle von zwei Cylindern mit rechtwinklig ge- 
kreuzten Axen oder allgemein , wenn von den Hanptkrümmungshalb- 
messem jedes Körpers derjenige unendlich gross ist, der mit dem Haupt- 
krümmungshalbmesser endlicher Grösse des anderen in derselben Ebene 
liegt, also etwa a^ = & == oo , ist 

p=CJc^j/^ (71). 

Dieser Gleichung entspricht z. B. der Druck eines Locomotivrades 
auf die Schiene, wenn b^ der Krümmungshalbmesser des Scliienenprofils 
an der Berührungsstelle und a der Halbmesser des Rades ist (eigentlich 
die Länge der bis zur Radaxe gerechneten Normale der etwas conischen 
Radoberfläche), und zwar bezieht sich die Gleichung auf den ungünstigsten 
Fall, dass das Rad sich gerade über einer Unterstützungsstelle der Schiene 
befindet, durch deren Biegung anderen Falls die Berührungsoberfläche etwas 
vergrössert, also der specifische Maximaldruck verkleinert wird. 

Bei zwei Cylindern mit parallelen Axen gilt Gleichung 
(70) nicht; die Gleichungen (o) und (iJ) gelten aber für die zur Axe 
senkrechten Querschnitte, und ist also, wenn a und a^ die betreflenden 
Krümmiingsbalbmesser sind. 
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Mit Rücksielit hierauf ist dann der Druck P^ pro Längeneinheit der 
schmalen BeiflFirungsfläche von der Breite 2 R 

2ks 



+' 



f^ a a^ 
Hier ist also die Maximalpressung k der dritten Wnrzel 
des Quadrats des Druckes P^ proportional. Für die W a 1 z e 
auf ebener Unterlage erliält man mit 0^ = 00 die betreffende 
Gleichung (69) wieder. 

II. BiegungselasticitSt 

35. — Von den äusseren Kräften, die theils gegebene, theils Wider- 
standskräfte von Stützen des geraden stabförmigen Körpers sind, wird 
vorausgesetzt, dass ihre Richtungslinien die Stabaxe recht- 
winklig schneiden; die Schwerkräfte der scheibenförmigen Körper- 
elementc zwischen den auf einander folgenden Querschnitten entsprechen 
dieser Voraussetzung bei horizontaler Lage der Stabaxe, anderen Falls 
nur bezüglich ihrer zur Axe senkrechten Componenten, die dann allein 
hier berücksichtigt werden. Das System solcher äusseren Kräfte für einen 
Querschnitt F (Nr. 25) lässt sich durch ein resultirendes Kräftepaar M, 
dessen Ebene durch die Stabaxe geht, im Allgemeinen zwar nicht allein, 
sondern nur in Verbindueg mit einer resultirenden Kraft R ersetzen, deren 
Riclitungslinie die Stabaxe im Schwerpunkte von F rechtwinklig 
sclineidet; doch soll von der Wirkung dieser Kraft R hier einstweilen 
abgesehen werden, was (wie später näher geprüft werden wird) mit um 
so kleinerem Fehler gescliehen kann, je grösser die Länge in Vergleich 
mit den Querschnittsdimensionen des Stabes ist. 

Während jene Voraussetzungen hinsichtlich der Belastungs weise des 
Körpers sich auf den ursprünglichen Zustand beziehen, in dem seine ma- 
terielle Axe gerade ist, geht diese durch die Belastung in eine knunme 
Linie über, die hier die elastische Linie heissen soll. - Der Ort aller 
Tangenten der elastischen Linie heisse die Biegungs fläche, jede 
Normale der Biegungsfläche in einem Punkte der elastischen Linie eine 
Biegungsaxe, der Ort aller Biegungsaxen die elastische Fläche. 
Die elastische Fläche wird also von der Biegungsfläche in der elastischen 
Linie , von den Querschnitten des gebogenen Stabes in deren Biegungs- 
axen rechtwinklig geschnitten , wobei unter einem Querschnitte des ge- 
bogenen Stabes ein zur elastischen Linie senkrechter ebener Schnitt desselben 
verstanden wird im Gegensatze zu den materiellen Querschnitten' (Nr. 25), 
von deren Untersuchung liier einstweilen abgesehen wird. Jedenfalls sind 
letztere nur sehr wenig gekrümmt, wenn die Krümmung der elasti- 
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sc lien Linie sehr gering ist; diese wird hier stets als so klein 
vorausgesetzt, dass, wenn y den Winkel bedeutet, den irgend eine Tangente 
der elastischen Linie mit der ursprünglichen Stabaxe oder mit einer an- 
deren Tangente bildet, ohne in Betracht kommenden Feliier cos»p=l, 
si'n<p^=tg<p = fp gesetzt werden kann, 

36. — Das Gesetz , nach dem sich die Dehnungen e und Normal- 
gpannungen o =^ Eb (unter E den Elasticitatsmodul nach der Äsrichtung 
verstanden) von Punkt zu Punkt eines Querschnitt» F des belasteten und 
gebogenen Stabes ändern, mag zwar streng genommen von der Eriimniung 
der Querschnitte mit abhängig sein ; mit derselben Annäherung indessen, 
mit welclier zwei unendlich nahe benaclibarte materielle Querschnitte als 
gleich gekrümmt und als gleich gelegen gegen die elostisclie Linie be- 
trachtet werden können , ist jenes Aenderungsgesetz dasselbe , als ob die 
ebenen Querschnitte des gebogenen Stabes materielle Querschnitte 
wären. Nun schneiden sicli zwei unendlich nalie benachbarte solche ebene 
Querschnitte F, F' als Nonnalebenen der elastischen Linie fiir zwei un- 
endlich nahe benachbarte Punkte , 0' derselben in der sogenannten 
Krümmungsaxe fui' den Punkt der elastischen Linie , die senkreclit zu 
ihren Tangenten OT, 0' T' und somit parallel mit der Eiegungsase OS 
des Querschnitts J*" ist in einer Entfernung ^ dem Krümmungshalbmesser q 
ttir den Punkt der elastischen Linie. Um diese Krümmungsase werde 
mit dem Halbmesser Q-\-^] eine Cy linderfläche beschrieben , diese durch 
eine zur Kritmmungsaxe senkrechte Ebene in einem Kreisbogen gesclmitlen, 
und es seien dann P, P' die Schnittpunkte des letzteren mit den Quer- 
schnitten F , F'. Ist nun ds die ursprüngliche Entfernung der materiellen 
Punkte und 0* , P und P' , femer e^ die Dehnung im Punkte , 
e dieselbe im Punkte P des Querschnitts F, so ist im gebogenen Slabe : 

00'=(fc(l + £,), PZ-" = (fe(l + £), 
tmd da diese Bogcnelemente als zu demselben Mittelpunkts wiukel gehörig 

wie die betreffenden Halbmesser verlialten, so folgt : 

= {l + £o)(l + -^)— l=e(, + (l + Eo)^ ■ (73) 

oder, da ir, und — sehr kleine Brüche sind , bei Vemaehliissiguug kleiner 

Q 
Grössen höherer Ordnuug : 

£ = Eo-f^; a = Ee (.74). 

? 
Da t und o sich hiernach im Querschnitte F nur mit der Ent- 
fernung i; von der Biegungsase ändern (welche, wenn q positiv genommen 
wird, positiv oder negativ zu setzen ist, jenachdem der betreffende Punkt P 
aof der convexen oder der concaven Seile der elastischen Fläche liegt), 
so sind dieDehnungen und Spann u ng e n in allen Punk ten 
^ einer mit der Biegungsaxe parallelen Geraden gleich 
H^^us, Insbesondere ist auch der Ort aller Punkte eines Querschnitte, 
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in denen £ und a = Null sind, eine mit der Bic^ngsaxe parallele Gerade 
desselben : seine sogenannte neutrale Axe. 

37. — Nach Gleichung (74) erfordert die Bestimmung der Normal- 
spannung 

in irgend einem Punkte P eines Querschnittes F die Kenntniss 1) der 
Entfernung rj dieses Punktes von der Biegungsaxe OBy also der Lage 
von OB im Querschnitte, 2) der Dehnung €q in den Punkten der Biegungs- 
axe, 3) des Krümmungshalbmessers q ffir den Punkt der elastischen 
Linie. Zur Vermittelung dieser Kenntniss dienen die Gleichungen, welche 
ausdrücken, dass das System der Spannungen = adF fllr alle unendlich 
kleinen Flächenelemente zweiter Ordnung des Querschnitts (diese Spannungen 
verstanden in dem in Nr. 25 angegebenen Sinne) dem resultirenden Paare M 
der äusseren Kräfte äquivalent ist. Die vom Punkte aus gezogene Axe dieses 
p. g Paares habe die Richtung OÄ (Fig. 6), verstanden 

in dem Sinne, dass für den Anblick von A gegen 
das Paar in seiner zu ^ senkrechten Ebene rechts 
herum (im Sinne der Uhrzeigerbew^ung) zu drehen 
strebt; OX, OY, OZ seien die positiven Theile 
rechtwinkliger Coordinatenaxen, von denen OY 
und 0^ im Querschnitte so angenommen sind, 
dass fiir den Anblick von der positiven Axe OX 
aus eine rechtläufige Drelmng von 90® die Rich- 
tung 01^ in die Richtung OZ bringt, wäh- 
rend OX selbst gegen den Theil des stabförmigen Körpers hin gerichtet 
sein soll (in der Figur nach vorn gegen den Beschauer hin), an welchem 
das System der äusseren Kräfte ffir den betreffenden Querschnitt angreifend 
gedacht wird. Indem dann das Paar M (dargestellt zu denken durch eine 
auf seiner Axe A abgetragene Strecke = seinem Momente üf) in zwei 
Seitenpaare in den Ebenen ZX. und X I^ zerlegt werden kann , deren 
Axen also in i^ und ÖZ fallen und beziehungsweise = M. COS a und 
31 sin a sind, unter a den Winkel YOA verstanden, wird die Aequi- 
valenz des Paares Jfund der Spannungen = odF in den Flächenelementen 
des Querschnitts ausgedrückt durch die Gleichungen: 

fadF=0\ fzadF=Mcosa\ fyadF^= — Msina , 

wenn y , z die Coordinaten des Punktes P (des Flächenelementes AF) 
sind und berücksichtigt wird , dass (T im Sinne OX positiv ist , bei posi- 
tiven Werthen von a , y , z folglich das Moment zadF rechtsdrohend um 
OY, das Moment yadF aber linksdrehend um OZ ist. 

Ist femer OB (Fig. 6) die Biegungsaxe des Querschnitts, von 
aus in solchem Sinne gezogen, dass für den Anblick von B gegen O die 
Richtung OX um 90® rechtläufig gedreht werden muss, um in die Rich- 
tung des E[rümmungshalbmessers q zu fallen, und ß der Winkel YOBj 
so ist der Abstand rj des Punktes P von OB (positiv, wenn P auf der 
entgegengesetzten Seite von OB liegt, wie der Krümmungsmittelpnnkt der 
elastischen Linie) : . .• 
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wonach 

^.^ ^ ^ zcosß — ysinß 



/ 0cosp—ysinß \ 
= ^['0 + ) 



zu seiner Bestimmung die Ermittelung von e^ , ß und q erfordert. Zu 
dem Ende ergiebt §ich zunäclist durch Einsetzung dieses Ausdrucks von 
a in die erste der obigen drei Bestimmungsgleichungen mit Rücksicht 
darauf; dass der Schwerpunkt von Fj also 

fydF==/zdF=(i 

ißt^ ' E€Q/dF=F€QF=0, also eo = 0, 

woraus folgt ^ dass die Biegungsaxe mit der neutral e-n Axfe 

des Querschnitts zusammenfällt. Die Einsetzung von 

a= — (zcosß — ysmß) 

in die beiden anderen Gleichungen liefert dann : 

Mcos a = — {cos ßfz^ dF — sin ßfyzdF) = — (Bcosß — A' sin ß) 

F F 

Msina=i (cos ßfyzdF — sinßfy^ dF) = — (0 sin ß — JL' cos ß) 

mit den Bezeichnungen: 

A!=fyzdFy B=fz^dF, C=fy^dF, 

von welchen Grössen JB und C die Trägheitsmomente des Quer- 
schnitts beziehungsweise für die Axen OY und OZ genannt werden. 

38. — Die beiden letzten ^ zur Bestimmung von ß und q dienenden 
Gleichungen können durch passende Wahl der Coordinatenaxen vereinfacht 
werden gemäss der folgenden allgemeinen Bemerkung : 

Ist (Fig. 6) ein beliebiger Punkt in einer ebenen Fläche F ^ an- 
genommen als 4^fangspunkt rechtwinkliger Coordinatenaxen OY , OZ , 
und OB eine unter dem Winkel ß gegen OY geneigte Gerade in dieser 
Fläche Ff so ist das Trägheitsmoment der letzteren für die Gerade OB: 

J=/rj^dF=/(zcosß — ysinßydF 

= B cos^ ß-}- C sin^ ß — 2Ä' cos ßsinß 

mit den obigen Bedeutungen der Buchstaben B , C, A** Auf der Geraden 
OB werde von aus die Strecke 

0^1 = ^ 

abgetragen; und es seien 

cos ß sin ß 

die Coordinaten des Punktes B^ . Verfahrt man ebenso mit allen Geraden, 
dBe durch in der ebenen Fläche gezogen werden können, «o e\^\^\. ^\Ocv 
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die GleicliuDg des Ortes aller so erlialtenen Punkte Bi aus obiger Gleichung 
ffir J: 

Das ist die Mittelpunktsgleicliung einer Ellipse. Durch Drehung der 
Coordinatenaxen so, dass sie mit den Hauptaxen dieser Ellipae zusammen- 
fallen , verschwindet aus ihrer Gleichung das Glied mit giZu wird also 
Ä' = y und da Ton ihren Halbaxen 6 ^ c die eine der grosste , die an- 
dere der kleinste Halbmesser ist, so ist von den entsprechenden Trägheits- 
momenten Ii==srr^ und 0=—^ das eine ein Minimum, das andere ein 

Maximum. 

Durch jeden Punkt einer ebenen Fläche F können also immer swei 
zu einander senkrechte Gerade in derselben so gesogen werden, dass das 
Trägheitsmoment von F für die eine kleiner, fiir die andere grösser y ak 
für irgend eine andere durcli jenen Punkt gehende Gerade in der Ebene 
ist. Diese Geraden, die auch die Eigenschaft haben, dass in Bezog anf 
sie als Axen der y, e das über die ganze Fläche ausgedehnte Integral 

J'yzdF= 

ist, hcissen die Haup tträgheitsaxen oder kürzer die Hauptaxen 
der Fläche ftir den fraglichen Punkt 0, die betreffenden Trägheitsmomente 
B , C der Fläche ihre Hauptträgheitsmomente für diesen Punkt 
Ihr Trägheitsmoment für eine in ihrer Ebene durch gehende Gerade, 
die mit der Axe des Hauptträgheitsmomentes B den Winkel ß bildet, ist 

J=Bcos^ß+C»in^ß (76). 

39. — Werden nun also die Hauptaxen für den Schwerpunkt des 
Querschnitts als Axen der y und z angenommen, so gehen die zu Ende 
von Nr. 37 erhaltenen Gleichungen zur Bestinmiung von ß und Q w^gen 
A' = über in : 

■»r jBJB ., T,- . FC . ^ 

Mcosa = cosß, Mstna = smßj 

woraus folgt: , ^ B , ,^^^ 

tgß^-^tga (76) 



1 = ^1/ 



H Tn— • . - . (77) 



E^ B^ ' (? 

a = — (zcosß—ysinß)=:M[—j^ ^~") ^ ^ 

oder auch rj ,^ l/cos^a . sin^a rna\ 

Ist B^C und a ein spitzer Winkel , so ist nach Gleichung (76) 
ß ein grösserer spitzer Winkel; die Biegungsaxe liegt also in 
dem spitzen Winkel zwischen der Axe des Kraftmomen^es 
M und der Hauptaxe des kleinsten Tragheitsmomeiltes 
des Querschnitts. Hat dieser eine sehr längliche Form, ao kflnan 

i 
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'S. 

JB und C 80 sehr verschieden sein, dass ß nahe = 90^, obgleich a 
nahe = ist. 

Ist aber a = , so ist, einerlei ob B^C ^ 

^ ^ IM Mt] ,^^, 

ß=0 = a; y = ^; <^ = -^' • • (80); 

es fällt dann also die Biegungsaxe mit der Axe des Paares 
M zusammen. Dasselbe ist der Fall, und gelten dieselben Gleichungen 
(80) für Q und a , wenn B=C ist ; die Ellipse , mit deren Hauptaxen 
die Hauptträgheitsaxen zusammenfallen , wird dann ein Kreis , und haben 
alle Schwerpunktsaxen in der Querschnittsebene den der Gleichung 

JyzdF= 

entsprechenden Charakter von Hauptaxen, für die dann nach 
Gleichung (75) die Trägheitsmomente alle gleich gross 
sind. 

40. — Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Richtungs- 
linien aller äusseren Kräfte in einer Ebene liegen, die 
alle Querschnitte des stabförmigen Körpers in Haupt- 
axen für ihre Schwerpunkte schneidet, wie es insbesondere 
dann der Fall ist, wenn alle Schwerpunktsaxen der Quer- 
schnitte gleich wert h ige Hauptaxen (Hauptaxen gleichen Tnäg- 
heitsmomentes) sind, oder wenn die Ebene der Kräfte eine 
Symmetr^eebene des Körpers, ihr Schnitt mit jedem Quersclmitte 
folglich eine Symmetrieaxe des letzteren ist ; für jeden Punkt der Symmetrie- 
axe (somit auch für den darin liegenden Scliwerpunkt 0), wenn sie als 
eine der Axen OY , OZ , z. B. Ms Axe der z angenommen wird, ist 
nämlich das über den ganzen Querschnitt ausgedetmte Integral 

fyzdF= , 

weil gleichen Flächenelementen dF paarweise entgegengesetzte Coordi- 
naten y bei gleichen Coordinaten g zukommen , und somit die Elementar- 
bestandtheile jenes Integrals sich paarweise auflieben. 

Unter diesen Umständen fallen nach voriger Nummer alle Biegungs- 
axen mit den Axen der betreffenden Kräftepaare M zusammen, die ihrer- 
seits alle parallel, nämlich senkrecht zur Ebene der Kräfte sind. Die 
elastische Linie ist also eine Curve von einfacher 
Krümmung, die Biegungs fläche eine Biegungsebene, die 
mit der Ebene der Kräfte zusammenfällt, die elastische 
Fläche eine dazu senkrechte cylindrische Fläche. Wird 
dann das Trägheitsmoment eines Querschnitts für die Biegungsaxe, die 
zugleich neutrale Axe ist, mit J bezeichnet , so ist nach Gleichung (80) : 

cr=^; ^ = M (81). 

J q 

EJ 

Die Grösse = dem Moment des Kräftepaares, auf welches das System 

der Spannungen in den Flächenelerounten eines Querschnitts reducirt werden 
kann^ und welches erhalten wird in der Momenten^vximxi«!^ ^\<^^^x ^^^\!ca»XL^^\ik 
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fiir die Biogungsaxc (oder eine damit parallele Axe), soll hinfort das 
SpannungBmoment des Querschnitts genannt werden. Die 
zweite der Gleicliiingen (81); die somit ausdrückt , dass ftir jeden Qner- 
sclinitt das Spaimungsmoment dem Moment der äusseren Kräfte gleich ist 
und deshalb kurz als Momcntcngleichung bezeichnet werden soll, 
dient zur Bestimmung der elastischen Linie. Wird nämlich diese auf recht- 
winklige Coordinatenaxen der x und y in ihrer Ebene bezogen, so ist 
bekanntlich 

3 i 






4.^ 

wobei , da q absolut verstanden wird , im Nenner das obere oder untere 
Vorzeichen gilt, jenachdem -~-l positiv oder negativ , die elastische Linie 

(vX 

also an der betreffenden Stelle concav im Sinne der positiven oder der 
negativen y-AnQ gekrümmt ist. Wegen der Voraussetzung über die 
Crcringfügigkeit dieser Krümmung (Nr. 35) ist aber, falls die a>Axe in 
der ursprünglichen Stabaxe oder parallel mit irgend einer Tangente der 

elastischen Linie angenommen wird, ( V^ ) gegen 1 zu vernachlässigen, 

als Momentengleichung zu setzen , welche , während im AUgemeineii M 
und J Functionen von x sind, durch zweimalige Integration die an- 
genäherte Gleichung der elastischen Linie liefert. 

41. — Ist für irgend einen (Querschnitt 
t' der griisste Werth eines positiven , e" der grösste Absolutwerth eine« 

negativen r^ , 
a' der grösste Werth eines positiven , a" der grösste Absolatwerth eines 

negativen a, 
so ist nach Gleichung (81): 

Beide Werthe ändern sich im Allgemeinen von einem zum anderen 
Querschnitte, und der Forderung (Nr. 26), dass dabei & höchstens = jf, 
er" liöclistens = Z;" sei , wird entsprochen durch eine solche Wahl der 
Verhältnisse, wodurch der grössere der beiden Quotienten 

Kiiax & , max a" 



und 



= 1 wird; der Quersclinitt, in dem es der Fall ist, heisst der Bruch- 
q u e r s c h n i 1 1. Um sowohl die Zug- , als die Druckfestigkeit des Ma- 
terials bis zum zulässigen Maximalbetrage V resp. V zu verworihen, sind 
die Verhältnisse so zu wählen, dass gleichzeitig 



\ 
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max a' max a" 

wird, was in zwei verschiedenen Querschnitten der Fall sein kann, die 
dann beide Bruchquerschnitte sind. 

Die Zug- und die Druckfestigkeit ies Materials werden in allen 
Querschnitten in gleichem Verhältnisse benutzt, wenn für alle 

ist, was durch eine der Bedingung 

entsprechende Querschnittsform bewirkt werden kann. Dann wird auch 
in demselben Querschnitte , der demnach alleiniger Bruchquerschnitt ist, 
zugleich 



niax ö* mcLx a" 



= 1. 



Immerhin aber würde es im Allgemeinen nur dieser einzige Quer- 
schnitt sein, . in welchem die Widerstandsfähigkeit des Materials gegen Zug 
und gegen Druck möglichst vollständig ausgenutzt wird; damit es in 
allen der Fall sei und dadurch ein sogenannter Körper von gleichem 
Widerstände hervorgehe, müsste noch der Querschnitt entsprechend 
der Veränderlichkeit des Kraftmomentes M selbst so veränderlich gemacht 
werden, dass in jedem Querschnitte 



oder e' e" e' + e" J 



(83) 



ist. Selbst dann wird nur in den äussersten , von der Biegungsaxe ent- 
ferntesten Punkten aller Querschnitte die Widerstandsfähigkeit des Ma- 
terials in zulässiger Vollständigkeit verwerthet, in den übrigen aber um 
so weniger, je näher sie der Biegungsaxe liegen. Das ist ein unvermeid- 
licher Mangel bei einem auf Biegung in Anspruch genommenen einfachen 
stabfbrmigen Körper, und es lässt sich die dadurch bedingte Material- 
verschwendung nur bis zu gewissem Grade vermindern, indem die Masse 
des Körpers in möglichst grosser Entfernung von der elastischen Fläche 
beiderseits angehäuft wird. Bei einem aus einzelnen stabfbrmigen Theilen 
zusammengesetzten Träger indessen lässt es sich erreichen , und 
es ist das eben der Zweck einer solchen, freilich nur bei grösseren Dimen- 
sionen (z. B. bei Brückenträgern) sich lohnenden Construction , dass alle 
Theile fast nur gezogen oder gedrückt werden, dass also in den Quer- 
schnitten der einzelnen Theile die Spannungen oder Pressungen fast gleich- 
förmig yertheilt sind , und somit die Widerstandsfälligkeit des Materials 
gegen Zug resp. Druck bei angemessener Grösse der einzelnen Querschnitte 
fast überall bis zum zulässigen Maximalbetrage verwerthet wird. 

42. — Die Anwendung der in den vorigen Nummern enthaltenen 
allgemeinen Gleichungen der Biegungselasticität auf specielle Aufgaben 
erfordert die Kenntniss der betreffenden Trägheitsmomente J , die deslialb 
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füir einige der am häufigsten yorkomm enden Qaerschnittsformen hier ent- 
wickelt werden mögen. Dabei ist es oft am einfachsten, dieses Trfigheits- 
moment J für die durch den Schwerpunkt des QaerBchniUe vom FlSchen- 
inhalte F gehende Aza nicht unmittelbar zu berechnen , Bondern ans dem 
anderweitig bekannten oder leichter zu berechnenden Trägheitsmomente J^ 
nir eine in einem gewissen Abstände a mit jener parallele Aze in der 
Ebene von F abznleiten. Ist nSmlich dF ein in der Entfemang x von 
der Schwerpunk tsflxe mit derselben paralleler Fl&chenstreifen von F, so 
ist, wenn x positiv oder negativ gesetzt wird , jenochdem dF oof der ent- 
gegengesetzten oder auf derselben Seite der Schwerpunktsaze wie jene an- 
dere Axe gelegen ist, das Trägheitsmoment für letztere : 

J, =/(a-i-xydF=a*fdF-\- 2a/xdF+fx^dF 

= Fa*-\-J (84) 

wegen JxdF^^O. Auch kann die Bestimmung von J resp. tT", oft da- 
durch erleiclitert werden , dass die FlSche F ab algebraische Summe vod 
Bestandtheilen betrachtet wird, deren betreffende Trägheitsmomente bekannt 
und dann nur gleichfalls algebraisch summirt zu werden braochen , nm J 
resp. t/^ zu flnden. Geradlinig begrenzte Flächen können insbesondere 
als algebraische Summen von Rechtecken und Dreiecken dargestellt werden, 
und sind zu dem Ende die Ausdrücke der Trägheitsmomente J^ dieser 
Elemcntarßguren für ihre Grundlinien =r b bei gegebenen Höhen =: A zn 
bemerken. Dnrcli Zerlegung in mit der Grundlinie parallele Flächen- 
streifen , von denen irgend einer den Abstand x von der Grundlinie und 
die Breite dx habe, ergiebt sich iiir das Rechteck 

"1 = / ^ bdx = — - 

und ffir das Drdeck , bei dem die I^ge eines solchen FläclienalreirenB 

Ä — X , . . 
= — j — ist, 
n 

f , A — ar, . 6A> 6Ä» 6Ä» 



43. — Ton solchen Querschnittsformen, die in Beziehung 
die Biegungsaze symmetrisch sind, und fb welche die 
dann gleichen Grossen e", e" (Nr. 41) mit e bezeichnet 
seien, ist das Rechteck die einfachste; dafür (Fig. 7, 
[ . -J worin, wie in den folgenden Figuren, mit J die Axe 
,5^/1" bezeichnet ist, auf die sich das ebenso bezeichnete Träg- 
heitsmoment bezieht) ergiebt sich aus voriger Nummer: 

' Bei gegebenem Inhalte F^hh eines solchen recht- 

Me 
eckigen Querschnitts ist a* ^a" = — =- um so kleiner, je grSsser 



^ 



1. 
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J ^ fcft' ^ Fh 

e 6 6 ' 

also je fTÖsser h ist. Um aber darcfa die mit der Vei^rossenmg von h 

F 
verbundene Verkleinemug .vou & ^ -— die uotbige WidergtandsfUhigkeit 

gegen die zufallige Einwirkung von Seiteukräflen nicht übermässig zu ver- 
mindem, sind oft die folgenden vom Rechteck abgeleiteten Querschnitts- 
formen vorzuziehen : 

Plg- 9: Fte S Ht 1« 

H 




Die AoBdrfic^e von J ilir dieselben ergeben sich leicht mit Räcksicht anf 

Nr. 42, und zwar ist für den kreuzfurmigen Querschnitt (Fig. 8) : 

,_ hIP->tiB-h)h^ . B 



tüT den doppelt-T-för 
Querschnitt (Fig. 9): 

J=. 



igen und den hohlen rechteckigen 



12 ' 



'' 2 ' 



J=- 



tüi den doppelt-rechteckigen Querschnitt (Fig. 10), wobei 
mne Verbindung beider Theile durch Verstrebung vorausgesetzt ist, deren 
geringer Eioflnss auf das Trägheitsmoment des resnltirenden Querschnitts 
vernachlässigt wird: 

B^S' — h'y _^H_ 

12 • *— 2 ■ 

Bffl einem rechteckigen Balken von Holz, der aus 
einem runden Stamme geschlagen worden soll, ist das 

erreichbar« Haximnm der Function — ein durch jene Bedingung be- 

Bcfartinktefi, und kommt die Aufgabe darauf hinaus, in einem Kreise vom 
DnrohmeMer d ein Rechteck so zu zeichnen , dass , unter h die kleinere 
seiner Seiten ft, h verstanden , die Function hli* ^ fc {d* — h*) ein Mazimnm 
wird; die Lfinmg ist: 



-3&* = 



..V\; .= .V\. 



liattm ihrer Endpunkte ausgehenden Durchmesser des Kreises 



folgt, dass die Projecüon der Seite h auf den von 
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Wenn man also einen Durchmeeser in drei gleiche Tbeile Uieilt and in 
den Theilpunkten auf entgegengesetzten Seiten Senkrechte za ihm errichtet, 
so sind ihre Schnittpunkte mit der Peripherie des Kreises nebat den End- 
punkten jenes Durchmessers die vier Eckpunkte eines der Aufgabe ent- 
sprechenden Rechtecks. 

44. — Um das Trägheitsmoment J eines regulären Polfgons, 
dessen Seitenzahl = n und Seitenlänge = 5 sei, ftlr Irgwid eine durch 
seinen Mittelpunkt in seiner Ebene gehende Gerade OX eu findeo, 
kann es durch die Verbindungsgeraden des Mittelpunkts mit den Eckpunkten 
in n congniente gleichschenklige Dreiecke getheilt werden, deren Tr6g- 
heitsmomente fUr OX dann zu snin- 
''*• "- miren sind. Ist AOB {Fig. II) eins 

dieser Dreiecke, OC^a das Ferpeu- 
dikel von auf AB = s, ip der 
- Winkel XOC, und betrachtet man 
dieses Dreieck als Differenz der Dreiecke 
AOD, BOD mit den Höhen 

ÄA' = asing)-^~cosg>, 

BB' = asin<p ^cosq> 

und der gemeinsamen Grundlinie OD = , so ist sein Trfeheit»- 

COStp ° 

momeut für OX nach Nr. 42: 

J,=~{AA -BB' )^--—.2[3a^Sin^g,^cos9-\-^cos'<p) 

= j^\3 a* . asin (fi . s sing' -i- ~ . acos (p . s cos^) 

oder, wenn mit if=CC' !=asintp, x = CC" = acoS(p die Coordinaten 
des Punktes G in Beziehung auf OX und die dazu senkrechte Axe 
OY, mit 

s' = A'B' = smtip, s" ^ A"B" = scos^ 
die Projectionen von AB = S auf OX und OY bezeichnet werden, 




«'1 = 



Durch Summining der gleich gebildeten Ansdrficke ftlr die Trägheits- 
momente J^, J^ . . .Ja filier n congruenten gleichschenkligen Dreiecke, 
die das Polygon zusammensetzen , ergiebt sich das Trägheitsmoment des 

letzteren : 



J=i(3«.:syy+^:F»"). 



Das Product ys' ist, jenachdem der Punkt D ausserhalb der Strecke AB 
oder in dersell>en liegt, der Inhalt des Trapezes A'ABB* oder die 
Differenz der Inhalte der Dreiecke A'AD, DBB', und die Summe dieser 
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Producte ist ofienbar der Inhalt des ganzen Polygons =. F. Dasselbe 
gilt von 2xs*% und folgt somit 

- •^-g(-+^)=5(--l). 



=^^'C^T? 



wenn r =^ V. ^ '^ ~T ^^^ Radius des umbeschriebenen Kreises ist. Aus 

dem Umstände , dass weder q) noch von q) abhängige Grössen in diesem 
Ausdrucke vorkommen , folgt die Gleichheit der Trägheits- 
momente für alle in der Ebene des regulären Polygons 
durch seinen Mittelpunkt gehende Geraden. 

Der Kreis ist als Grenze eines regulären Polygons zu betrachten bei 
wachsender Seitenzahl und entsprechender Abnahme der Seitenlänge. Mit 
s = erhält man also das Trägheitsmoment eines Kreises vom Radius 
r für jeden Durchmesser = d : 

4 4 64 

Daraus ergiebt sich weiter das Trägheitsmoment einer Ellipse mit 
den Halbaxen a, b für die Hauptaxe 2a: 

Wird nämlich über der Hauptaxe 2 a als Durchmesser ein Kreis be- 
schrieben, so haben von den (als Rechtecke zu betrachtenden) unendlich 
schmalen Flächenstreifen, in welche die Ellipse und der Kreis durch eine 
Schaar von senkrechten Geraden zu jener Axe getheilt werden können, je 

zwei zwischen denselben Senkrechten enthaltene das Längenverhältniss — , 

a 

ihre Trägheitsmomente folglich das Verhältniss ( — ) . 

45. — Unter den in Beziehung auf die Biegungsaxe nicht symme- 
trischen Querschnitten (bei vorhandener Symmetrie bezüglich der zur 
Biegungsaxe senkrechten Schwerpunktsaxe als Durchschnittslinie mit der 
Biegungsebene) ist der allgemeine doppelt T- förmige Quer- 
schnitt der gewöhnlichste , wenigstens als Grundform anderer , durch 
Specialisirung oder Zusammensetzung abgeleiteter Formen ähnlichen Charakters. 
Flg. 12. Bei demselben ist mit Rücksicht auf Fig. 12 die 

Lage der Biegungsaxe bestimmt durch: 

_ 1 ah^ + (b—a)d^+{\ — a)d^{2h — d,) 

^~ 2 ah-^{b — d)d+(\ — a)di 

= der durch ihre Inhaltssumme dividirten Momenten- 
summe (Summe der Producte aus Inhalt und Schwer- 
punktsabstand von der Grundlinie b) der Flächen- 
theile, als welche die aus den Gliedern des Nenners 
obigen Ausdruckes erkennbaren Rechtecke angenommen 

ei=h — e, f=e — dj fi = ei — d\ 

Orathofi ElMticität und Festigkeit: ^ 




G6 
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ergiebt sich dann femer gemäss Nr. 42 bei der Auffassung des Querschnitts 
als algebraische Summe von Rechtecken auf der Biegungsaxe als gemein- 
samer Grundlinie : 



Fig. 13. 




K"— -^ i 



Mit hi = a erhält man hieraus für den T-för 
migen Querschnitt (Fig. 13): 

_ 1 ah^+(fi — ä)d^ 

^~2 ah + (J)—a)d 

sowie mit a = für den allgemeinen doppelt- 
rechteckigen Querschnitt: 

1 bd^ + h^di(2h — d^) 



e = 



fed + ^i^i 



Ist ein solcher Querschnitt durch n Elemente bestimmt , so kann man 
im Allgemeinen n — 2 Verhältnisse zwischen ihnen annehmen und ein 
weiteres gemäss der Forderung bestimmen , dass 

a':i' = (7":Z;", also e':i' = e":A" (Nr. 41) 

sein soll ; hiernach sind alle Elemente durch eins derselben bestimmt, 

welches davon abhängt , dass -r^ = y77 ™ Bruchquerschnitte (oder bei 

einem Körper von gleichem Widerstände in allen Querschnitten) = 1 
sein soll. 

Nimmt man z. B. bei dem durch die vier Elemente a, 6, d, h be- 
stimmten T- förmigen Querschnitte (Fig. 13) 

d = a, h=12a, h = xay 

a 144 + rc— 1 a 143 + ir 



so ist 



e = 



2 12 + ^ — 1 2 ll-j-a;' 

und wenn bei solcher Lage des betreffenden, z. B. gusseisemen Trägers, 
bei welcher e = e\ ^^ = 6" ist, 

e':e" = Ä;':Ä" = l:2, alsoe' = — Ä=4a 



sein soll, so folgt 
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143 +a;= 8(11 +a;); ir= — , d. i. 6 nahe =s= 8a. 

46. — Wenn der Querschnitt von einer weniger ein- 
fach definirten oder gar nur empirisch gegebenen Linie 
begrenzt wird, wie z. B. der Querschnitt einer Eisenbahnschiene , so 
kann die Bestimmung von J mittels einer der üblichen Näherungsforineln 



Gerade stablSrmige Körper. 67 

zur Berechnung eines bestimmten Integrals geschehen. Insbesondere ist 
dazu die bekannte Simpson'sche Forme) geeignet, derzufolge 

. . +2/-(a^„_,) + 4/'fe-i)H-/'(3;0] 

Xa Xf, 

mit x^ — x^^Xf — Xi = X^ — X^ . . . =Xb — 3:n— 1==— — -— geaetat 
wird, unter « eine gerade Zahl verstanden; sind 

Vi, Vi 1/2 ■■ ■ yn 

die den Äbscissen Xf^ x, x^ . . . x„ 
entsprechenden Ordinalen der Curve j/^f(x), so liefert sie das Integral 
mit derjenigen Annäherung , mit welcher das zwischen t/^ und y^ liegende 
Stücli dieser Curve durch eine Parabel ersetzt werden kann , deren Haupt' 
axe parallel der y-Axe ist und die durch die Punkte 3:0^01 ^iVn ^tVt 
geht, das Cnryenstück zwischen y, und y^ durch eine solche Parabel, die 
durch die Punkte a^ ^2 ' ^s ^s f ^i. Vi 8*^* ^- ^- ^■ 

Flg. I*. Behufs der Anwendung dieser Formel 

zur Berechnung des Trägheitsmomentes J 
für die Biegnngsaxe wird die Höhe h des 
Querschnitts, d. i. die Entfernung der ihn 
berührend zwischen sieh fassenden mit 
der Biegnngsaxe parallelen Geraden, in eine 



I 










% - 


r 


^ 


f 


aa\d, 







■? y 



gerade Anzahl « gleicher Theile a = — h 

r " 

-J getheilt , und werden die Breiten (die mit 

der Bieguugsaxe parallelen Sehnen) des 

Querschnitts 



= yo yi Vi 



Vi 



in den Abständen 

von der Grundlinie OF (Fig. 14), nämlich von einer jener beiden paral- 
lelen Berührungs - resp. Begrenznngslinien des Querschnitts gemessen. Ist 
dann y die Breite in der beliebigen Entfernung x von dieser Grundlinie, 
so ist nach obiger Formel unmittelbar 



=Jydx = 



rOo+ 4^1 + 2jf,+ 4^3 + 2|,,-f . . . + 4 



i + ffp)- 



Um ferner die Entfernung 
Biegnngsaxe von der Gmndlinie : 



Schwerpunktes und somit der 



e= ^Jxydx 



xa finden , ist xy statt y als die Function f{x) i 
«==0 a 2a . 

entsprechende Werthe =0 ay, 2ayg . 
sind, so daea sich ergiebt: 



1 betrachten, deren 

. na 



68 Gerade stabförmige Körper. 

Ferner ist das Trägheitsmoment für die Grundlinie OY, nämlich 

h 

e/j =Jx^y dx mit f{x) = x^y : 



und ergiebt sich dann endlich mit den Werthen von F^ e und «Tj nach 
Nr. 42 das Trägheitsmoment für die Biegungsaxe: 

47. — Bei den im Folgenden näher betrachteten Specialfällen wird 
die in Nr. 40 gemachte Voraussetzung noch weiter eingeschränkt durch 
die Annahme y dass die gegebenen äusseren Kräfte alle in 
gleichem Sinne wirken, wie es z. B. der Fall ist, wenn sie bei 
horizontaler Lage der Stabaxe Schwerkräfte sind. Von den beiden Coordi- 
natenaxen , auf welche die elastische Linie bezogen wird , soll dann immer 
die eine als Ordinatenaxe parallel mit diesen Kräften und positiv im Sinne 
derselben angenommen werden, während die andere als Abscissenaxe in 
der ursprünglichen Stabaxe liegt. 

Wenn^ ferner als äussere Kräfte für einen Querschnitt X, dessen 
AJ)scisse (Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinaten) = a; ist, die- 
jenigen Kräfte angenommen werden, die an dem von diesem Querschnitte 
aus im Sinne der negativen x - Axe gelegenen Theil des Stabes angreifen, 
so soll die Resultante dieser Kräfte, deren Absolutwerth im Vorher- 
gehenden mit jR bezeichnet wurde , algebraisch verstanden mit X bezeichnet 
und positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie die Richtung der 
negativen oder der positiven Ordinatenaxe hat. Desgleichen wird die 
Momentensumme der äusseren Kräfte für diesen Querschnitt, deren Absolot- 
werth == ikf ist, algebraisch verstanden mit (X) bezeichnet (gelesen: 
Moment X im Gegensatz zu : Kraft X oder Querschnitt X) und positiv 
oder negativ gesetzt, jenachdem die elastische Linie an der betreffenden 
Stelle im Sinne der negativen oder der positiven Ordinatenaxe concav 
gebogen ist. Indem dann also, falls die Ordinatenaxe als ^-Axe be- 

zeichnet wird, (X) und -^-^ unter entgegengesetzten Umständen positiv 

dx^ 

oder negativ sind, wird die Momentengleichung (82): 

-^J-^ = (X) (85). 

Fig. 15. dX^ 

^ Zwischen den Grössen X und (K) 

V besteht eine einfache Bezieljung. Sind 

b^hd(x) ] Y nämlich F und F' (Fig. 15) zwei Que^ 

7 schnitte mit den Abscissen x und x + dXj 

SO muss an dem dazwischen liegenden 



.4k 



da: 



pdiv scheibenförmigen Körperelement Gldch- 

yx-^dX gewicht stattfinden zwischen dem £jr&{fcen 

X und X+dfX, die in F und J^ im 
Sinne der in Fig. 15 beigesetzten Pfeile wirkend angebracht wearden, fmat 
den Kräftepaaren (X) und (X) -{- d (X), im Sinne der beigesetzten knnnaiM 
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Pfeile auf Drehung wirkend , und der gegebenen Belastung = pdx des 
Stabelementes FF'j unter p die specifische' Belastung (Belastung pro 
Längeneinheit) an der betreffenden Stelle verstanden. Dem Gleichgewicht 
dieser £ürä,fte und Kräftepaare entsprechen die Gleichungen : 

X^dX = X—pdx 
iX)'\'d(X) = iX) + Xdx—pdx^, 

woraus bei Vernachlässigung des unendlich kleinen Gliedes zweiter Ord- 
nung folgt: 

-^-■^' l^-lb^ — p • • • (^^^- 

Hiernach ist für solche Querschnitte, für welche 
X = (also jR = 0) ist, (X) ein Maximum, also auch Jlf ein 
Maximum, falls (X) positiv, d. h. die elastische Linie concav im 
Sinne der negativen Ordinatenaxe (im entgegengesetzten Sinne der gegebenen 
Kräfte) gekrümmt ist ; anderen Falls würde X = zwar auch einem 
Maximum von (X), aber einem Minimum von M entsprechen. 

48. — Wenn eine belastende Kraft P längs einer sehr kleinen 
Strecke der Stablänge vertheilt angreift , so wird sie der Einfachheit wegen 
so in Rechnung gestellt, als ob sie in einem Punkte (Querschnitte) con- 
centrirt angriffe. Die belastenden Kräfte werden also unterschieden als 
dergleichen örtlich concentrirt angreifende Kräfte P und 
als stetig längs grösseren Stabstrecken vertheilt an- 
greifende Belastungen; letztere werden pro Längeneinheit mit p 
bezeichnet. Dabei kann p constant , einer gleichförmig vertheilten 
Belastung entsprechend , oder eine Function der Abscisse , diese 
Function auch an gewissen Stellen unstetig sein, einer plötzlichen Aende- 
rung von p um eine endliche Grösse z/p entsprechend. 

Stetigkeitsunterbrechungen der elastischen Linie 
können hiemach verursacht werden entweder durch eine plötzliche Aende- 
rung des Querschnitts F, oder durch eine örtlich concentrirt angreifende ^ 
Kraft P, oder durch eine unstetige Aenderung von p, und zwar sind diese 
dreierlei Arten von Stetigkeitsunterbrechungen beziehungsweise von der 
zweiten , dritten oder vierten Ordnung , wenn ihre Ordnung n durch die- 

d^v 
jenige des Differentialquotienten --=-^ charakterisirt wird, der an der be- 

treffenden Stelle sich um Endliches ändert, während die Differential- 
qnotienten niederer Ordnung unendlich kleine Aenderungen bei der Aen- 
derung von X um dx erfahren. Aendert sich nämlich F und damit J 
um eine endliche Grösse, so gilt dasselbe nach der Momentengleichung 

(86) von -j^9 ist also die Stetigkeitsunterbrechung der elastischen Linie 

von zweiter Ordnting. An der Angriffsstelle einer Kraft P ändert sich 

d(X) d^y 

dagegen X= ^ um P, nach Gleichung (85) folglich erst -^-^ um eine 

endliche Grösse. Eine unstetige Aenderung von p ^uäycXv ^Tv\Ä^wiN\\. \n».<^ 
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Gleichung (86) einer solchen von ^ , also nach Gleichung (85) erst 

«ner solchen von 



Von welcher Art und Ordnung übrigens auch die Stetigkeitsunter- 
hrechungen sein mögen , die der elastischen Linie in gewissen Punkten 
zukommen , so wird sie durch dieselben in Strecken abgetheilt , denen ver- 
0cfiiedene Gleichungen entsprechen ; denn in den Momentengleichungen 

d V _ (X) _ -, , 

durch deren zweimalige Integration jene Gleichungen erhalten werden, 
sind die Functionen f(x) für die verschiedenen jener Strecken verschieden. 

Die Widerstandskräfte von Stützen des Stabes , die als 
secundäre von den gegebenen als primären Krallen abhängen , werden 
auch als in Punkten (Querschnitten) concentrirt angreifend betrachtet, so 
iIäs« dadurch eine Stetigkeitsunterbrechung dritter Ordnung der elastischen 
Linie bedingt wird. Wenn zwei solche Stützen, von entgegengesetzten 
Seiten her den Körper stützend , einander sehr nahe sind (Fig. 16) , so 

kann von ihrer Entfernung ganz abgesehen werden, 

y^ wenn nur berücksichtigt wird , dass sie zusammen 

- j^ — ^^"'^-•i^ nicht nur, wie eine einzelne Stütze , der betreffenden 

Ordinate der elastischen Linie eine bestimmte Grösse, 
sondern auch ihrer Tangente eine bestimmte Richtung anweisen. Der 
Sfab soll in diesem Falle als eingeklemmt an der betreffenden Stelle 
bezeichnet werden im Gegensatze zu seiner Bezeichnung als gestützt 
im Falle einer einzelnen Stütze. Immer wird dabei hier vorläufig der 
Stab als reibungslos gleitbar längs den Stützen gedacht, weil die Er- 
schwerung dieses Gleitens durch Reibung oder seine Verhinderung durch 
Befestigung (statt blosser Einklemmung) des Stabes eine Längenspannung 
desselben verursachen würde, welche seine Inanspruchnahme als Combi- 
nation von Zug- oder Druckelasticität mit Biegungselasticität erscheinen 
iesse, wie sie erst später in Betracht gezogen werden soll. 

Hinsichtlich der Stützungsweise eines auf Biegung in 
Anspruch genommenen Stabes werden hiernach folgende Fälle 
unterschieden werden : 

1) Einklemmung an einem Ende des übrigens freien Stabes, 

2) Stützung oder Einklemmung an jedem Ende, 

3) Stützung zugleich an mittleren Stellen des übrigens an den Enden 
gestützten oder eingeklenmiten Stabes. 

Der zweite Fall umfasst drei Specialfalle, jenachdem der Stab an 
beiden Enden gestützt, an beiden eingeklemmt, oder am einen gestützt und 
am anderen eingeklemmt ist. Dieselben Specialfalle können auch bei dem 
dritten Hauptfalle unterschieden werden, ausserdem aber noch Einzelfalle 
je nach der Zahl der mittleren Stützen. Der Ersatz einer solchen mittleren 
Stütze durch ein Stützenpaar (Einklenmiung) würde nicht zu einer weiteren 
Verallgemeinerung fuhren , weil die beiderseits von dieser Stelle liegenden 
Stabtheile unabhängig von einander zu untersuchen wären. 
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a. Prismatisclier stabförmiger Körper. 

49. — Wenn der Körper prismatisch ist, alle Querschnitte also con- 
gruent und gegen die Biegungsebene gleich liegend sind, so ist J eine 
Constante, und wenn zugleich die elastische Linie überall in gleichem 
Sinne gebogen ist, so haben auch e' und e" (Nr. 41) für alle Querschnitte 
gleiche Werthe, sind also 

(7' = — Y' "^^ (T" = — Y" 

in dem Querschnitte (als Bruchquerschnitt) am grössten, für welchen M 
am grössten ist. Der Forderung , dass a' höchstens = A' , a" höchstens 
= Ä" sei, wird dann dadurch entsprochen, dass maxM der kleineren der 
beiden Grössen 

Jc'~ und Ä"~ 

gleich gesetzt wird, die das Widerstandsmoment des Stabes für 
den betreffenden Sinn der Biegung genannt und mit T^ be- 
zeichnet werde. 

Ist h' = h" = h oder e' = 6" = e, so ist 

e 

unter e im «rsten Falle den grösseren der Werthe e' und e", unter h 
im zweiten Falle den kleineren der Werthe h* und jfc" verstanden. 

Ist der Forderung entsprochen , dass die Zug- und die Druckfestig- 
keit des Materials in allen Querschnitten in gleichem Verhältnisse in An- 
spruch genommen werden, so ist das Widerstandsmoment 

e e* 

Hat aber die elastische Linie Wendepunkte, so tauschen e* und e" 
für die entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken ihre Werthe um, und ist 
deshalb das Widerstandsmoment = W für die im einen Sinne gebogenen 
Stabtheile im Allgemeinen von demjenigen = TT" für die im anderen 
Sinne gebogenen Stabtheile verschieden; ist dann max M* der grösste 
Werth von M für die ersteren , max M** der grösste Werth von M für 
die letzteren Stabstrecken, so wird der Forderung, dass a' höchstens = Ä', 
a" höchstens = W sein soll, dadurch entsprochen , dass der grössere der 
beiden Quotienten 

maxM' _ maxM'* 

W ''''^ W 

= 1 gesetzt wird ; der betreffende Querschnitt , wo dieser Maximalwerth 
= 1 stattfindet, ist der Bruchquerschnitt. 

Ist in diesem Falle Ä' = jfc" = i oder e' = e" = e, so ist 
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wenn im ersten Falle unter c der grössere der beiden Werthe ef und e", 
im zweiten unter k der kleinere der beiden Werthe k* und it" yerstanden 
wird, und der Bruchquersclinitt ist derjenige, für welchen M am grössten, 
einerlei ob daselbst der Stab im einen oder- im anderen Sinne gebogen ist. 

In diesem Falle des Vorhandenseins von Wendepunkten der elastischen 
Linie kann der Forderung, dass die Zug- und die Druckfestigkeit in allen 
Querschnitten in gleichem Verhältnisse verwerthet werden , durch einen 
prismatischen Stab nur dann genügt werden, wenn Ä' = k*' , also e' = e'* 
ist. Anderen Falls müsste der nach wie vor constante Querschnitt in den 
entgegengesetzt gebogenen Stabtheilen entgegengesetzt gegen die Biegungs- 
axe liegen ; der Stab wäre dann nicht mehr prismatisch, aber doch wieder 
W' = W** und der Bruch querschnitt derjenige, für welchen M am 
grössten ist. 



1. Der Stab ist an einem Ende eingreklemmt, ftbrisrens frei. 

50. — A sei das eingeklemmte , J5 das freie Ende des Stabes , die 
Länge AB = h Gemäss der Voraussetzung (Nr. 47), dass die gegebenen 
äusseren Kräfte alle in gleichem Sinne wirken, ist ihre Momentensumme M 
am grössten für den Querschnitt bei A. Hat z. B. der Stab eine gleich- 
förmig über seiner ganzen Länge vertheilte Belastung Q, während er 
ausserdem 

in den Abständen a^ a^ a^ , , , vom Ende A 
durch die Kräfte P^ V^ P^ . » . angegriflfen wird, 

so ist max M= J^i öt^ + Pg a, + Pg «^ -|- . . + ^ • 

Die angenäherte Gleichung der elastischen Linie mag bei- 
spielsweise für den Fall entwickelt werden, dass ausser der gleich- 
förmig verth eilten Belastung Q nur eine am freien Ende 
„. ,_ concentrirt angreifende Kraft P 

tig. 17. , " , 

vorhanden ist. Mit Bezug auf das aus 
-^ >i ^ Fig. 17 ersichtliche Coordinatensystem (^X Tan- 
gente der elastischen Linie AB im Punkte Al) 
ist nacli der Momentengleichung (82), Nr. 40, 
worin wegen der im Sinne der positiven y-Axe 
concaven Krümmung der elastischen Linie das 
obere Vorzeichen »gilt, 

und folgt daraus durch zweimalige Integration mit Rücksicht darauf, dass 
^ = 0, -^ = , y = zusammengehörige Werthe sind : 




12/' 



^ 
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Für das freie Stabende B ergiebt sich mit x=^l aus der Gleichung 
füT~ die Neigung ß gegen die ^i-Axe, und aus der Gleichung für y 
die Durchbiegung d: 

P+y«,, -P+T«,. 



(88). 



P P 2 
Insbesondere för ^ = ist 6 ^=^=i^ ---=:-— Iß 

JbJ 3 3 

Die Tangente der elastischen Linie in J8 trifft die ic-Axe in einem Punkte, 

der im ersten Falle um -— - L im zweiten um -— if von A entfernt ist. 

3 4 

51. — Wenn der Stab Ali nach irgend einem a.n deren 
Gesetze belastet ist, wobei im Allgemeinen von A nach J8 gerechnet 

an gewissen Stellen C^ C^ Cg . . . 

in den Abständen a^ a^ «^ . . . von A 

eine der zweierlei in Nr. 48 bemerkten Stetigkeitsunterbrechungen der 
Belastung stattfinden kann, so kommen der elastischen Linie daselbst ent- 
sprechende Stetigkeitsunterbrechungen (dritter oder vierter Ordnung) zu, 
und es haben die einzelnen Strecken AC^ j C^C^ ^ Ca Q • • • derselben 
ihre besonderen Gleichungen, die auf folgende Weise gefunden werden, wenn 
bei C^ Ca C3 . . . 

Yi Y2 /s • • • ^^® Neigungswinkel der elastischen Linie 

gegen AX. 
und ö^ d^ Aj . . . die betrefienden Ordinalen oder Durch- 
biegungen sind. 
Bei gegebener Belastung und gegebenem Querschnitte ergiebt sich 
aus der Momentengleichung : 

^= einer bekannten Function /•(.), 

die für die verschiedenen Strecken AC^j C^C^ ' ' • verschieden ist. Ist 
nun für die Strecke AC^ 

-=-^ = f^ (x) , so folgt daraus durch Integration : 

CvX 

-^ = ^j (^), Constanto bestimmt durch : x=0,-^=sO ; 

CvX (XX 

y=xp^ (x) , Constante bestimmt durch : ;r = 0, y = ; 
daraus mit x = a^\ y^ = (jp^ {a^ , d^=^xpi (a^). 
Ist dann für die zweite Strecke C^ C^ • 

-=-^ = /'g (iP) , so folgt für dieselbe : 
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-j- = (f^ (x) , Constante bestimmt durch : a; = a^ , -^ = y^ ; 

y = xj,}^ (x) , Constante bestimmt durch : j; = a^ , y=s:d^\ 

daraus mit x = a2i y^ = cp^ (^i) f ^a=V'2(^a) ^** ®* ^' — 

Die Neigung oder Durchbiegung der elastischen Linie an einer ge- 
wissen Stelle findet man auch durch Summation der Antheile, mit denen 
sich die einzelnen Bestandtheile der Belastung daran betheiligen ^ ebenso 
wie ß und d nach Gleichung (87) als Summen von je zwei Gliedern 
erscheinen, die beziehungsweise von den Belastungsbestandtheilen P und Q 
herrühren. Nach diesen Gleichungen bewirkt z. B. eine in der Ent- 
fernung a von Ä angreifende Kraft P im Angriffspunkte eine Durch- 

P a^ P a^ 

biegung = -^^ >,- und eine Neigung = -^fTi'-Tr » somit am Ende B die 
JbJ 3 JiiJ 2 

Durchbiegung : 

._ P a» X ^ ^*_ ^ (3Z — a)a« 

Die durch beliebig viele solche, an verschiedenen Stellen concentrirt an- 
greifende Kräfte P und durch eine auf der ganzen Länge AB = l gleich- 
förmig vertheilte Belastung Q zusammen verursachte Durchbiegung am 
Ende B wäre hiernach : 

52. — Als einfache Beispiele des in Rede stehenden Falles können 
u. A. die cylindrischen Tragzapfen von Wellen gelten. In 
dem gewöhnlichen Falle eines im Lagergehäuse unbeweglichen Futters ißt 
zwar der Druck desselben auf den Zapfen ungleichförmig längs diesem 
vertheilt, auch im Falle eines geschlossenen (mit Deckel versehenen) 
Lagers nicht nur von einer Seite, insbesondere z. B. bei einer horizontal 
liegenden Welle von unten her, wirkend (mit abnehmender Stärke von 
der Welle nach aussen), sondern zugleich von der anderen Seite (mit zu- 
nehmender Stärke von der Welle nach aussen) , so dass letzteren Falles 
der Zapfen sich ähnlich einem eingeklemmten stabformigen Körper (Fig. 16) 
verhält ; indessen nimmt mit fortschreitender Abnutzung im Betriebe diese 
üngleichförmigkeit der Druckvertheilung mehr und mehr ab , so dass fiir 
die Rechnung der gesammte Zapfendruck P als gleichförmig längs der 
Zapfenlänge vertheilt von einer Seite her wirkend vorausgesetzt werden 
mag, wie es übrigens von vom herein der Fall ist, wenn die Futter mit 
kugelförmigen Flächen im Lager drehbar sind behufs ihrer beständigen 
Anpassung an den Zapfen je nach dessen durch die Biegung der Welle 
bedingten Neigung. Ist dann d der Durchmesser, l = Xd die Länge des 
Zapfens, so erhält man durch Gleichsetzen von 

maxM=P^ mit W=h— = h'^ (Nr. 49 u. 44) 

2 c 32 

worin A und Je nach empirischen Constructionsregeln anzunehmen sind. 
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53. — Als anderes Beispiel aus dem Gebiete des Maschinenbaues 
sind die Zähne von Zahnrädern zu erwähnen, sofern wenigstens 
von der Verschiedenheit ihrer Dicke in verschiedenen Entfernungen vom 
Theilrisse abgesehen und der betreffende Zahndruck P als rechtwinklig 
gegen die Länge (radiale Dimension) des Zahnes gerichtet angenommen 
wird. Am meisten angestrengt ist ein solcher Zahn zu Anfang und zu 
Ende seiner periodisch wiederkehrenden Eingriffszeit, wenn also der Zahn- 
druck an der äusseren Kante £3^^ (F^g- 18) angreift. Ist dann 
a die Zahndicke (Dicke im Theilrisse), 
l die Länge, nach der Richtung des Radius gemessen, 
b die Breite des Zahns = der Radbreite, 
so sind bei Abstraction von dem Winkel , unter dem die Richtungslinie 
des Zahndrucks P in dem fraglichen Augenblicke gegen die Normale zur 
Längenrichtung (gegen die betreffende Tangente des Theilrisses) geneigt 
ist, und unter der Voraussetzung, dass er in der äusseren Zahnkante längs 
der ganzen Zahnbreite PP^ = 6 gleichförmig vertheilt angreift, die Zahn- 
dimensionen der Gleichung: * 

e 6 



anzupassen, woraus insbesondere die Zahndicke 



kß 



(90) 



Fig. 18. 



folgt mit X=i' — y ß = — • 

Uebrigens kann sich bei ungenauer Lagerung der Wellen, mangel- 
hafter Ausfuhrung der Räder oder beim Dazwischenkommen eines kleinen 
Körpers der in der Regel noch ungünstigere Fall ereignen, dass der 

Druck P sich an einer Zahnecke concentrirt 
und dieselbe abzubrechen droht, am wahrschein- 
lichsten in einer Bruchfläche ÄCC (Fig. 18), 
die unter einem solchen Winkel a gegen die 
Stirnfläche ABB* des Zahns geneigt ist, dass 
der ihr und dem gegebenen Maximalwerthe h 
von (j' oder a" entsprechende Werth der Zahn- 
dicke a ein Maximum ist. Dieser Werth von 
a ergiebt sich, unter BD das Perpendikel von 
B auf die BnicMäche ACQ verstanden, aus Gleichung (90) durch Sub- 
stitution von 

BD = lsma für l und AC= für 6: 




a=y. 



Qlsina 
kl: cos a 



Sein Maximum fiir a = 4:5^ ist 



■■"VT 



cosa 



sin2aP. 



(91) 



und ist hiemach die nöthige Zahndicke grösser, als nach Gleichung (90)^ 
Jtsaif was mebtens der Fall, b^2l ist. 
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2. Der Stab ist an Jedem Ende grestUtzt oder eingreklemmt. 

54. — In Betreff der Belastung wird zunächst angenommen, sie 
bestehe aus einer an einer beliebigen Stelle C in den Ent- 
fernungen ^4(7=a vom Stabende Ä, BC=h vom Stabende 
B concentrirt angreifenden Kraft P und einer auf der 
ganzen Länge^B = ? gleichförmig vertheilten Last Q=pl, 
Im Uebrigen werde zunächst der Fall behandelt , dass der Stab 
beiderseits eingeklemmt ist, weil aus den dafür geltenden Ge- 
setzen, wie sich demnächst zeigen wird, nicht nur die der beiden anderen 
hierher gehörigen Specialfalle (des einerseits gestützten, andererseits ein- 
geklemmten , und des beiderseits gestützten Stabes) , sondern auch die für 
weniger einfache Unterstützungsarten gültigen Gesetze abgeleitet werden 
können, sofern nur dieser zunächst zu betrachtende Specialfall in mög- 
lichster Allgemeinheit, nämlich unter der Voraussetzung behandelt wird, 
dass in ^ Folge der Einklemmung die Tangenten in den End- 
punkten^ undji der elastischen Linie belieb i-ge kleine 
Winkel mit der Geraden AB bilden. 

Entsprechend der Stetigkeitsunterbrechung, die der elastischen Linie 
im Angriffspunkte C der Kraft P zukommt (Nr. 48), werde das Stück AG 

derselben (Fig. 19) auf ein Coor- 
^ \ , m. dinatensystem der x und z mit 

dem Anfangspunkte A bezogen, 
dessen positive ic-Axe die Rich- 
tung AlB und dessen positive jßf-Axe 
die Bichtung der Kräfte P, Q hat, 
das Stück BG auf em Coordi- 
natensystem der y und z mit dem 
Anfangspunkte P, dessen positive y-Axe die Richtung BA und dessen 
positive i8f-Axe wieder die Richtung der Kräfte P, Q hat. 

X bezeichne einen Punkt der Strecke AG der elastischen Linie resp. 
einen Querschnitt der Stabstrecke AG im Abstände x vom Ende A des 
Stabes , zugleich auch die Resultante der von jl bis X auf den Stab 
wirkenden Kräfte, (X) das Spannungsmoment im Querschnitte X. Diese 
Grössen, Kraft X und Moment (X), werden in der Weise algebrüsch 
verstanden, dass sie unter den in Nr. 47 angeführten Umständen positiv 
oder negativ sind ; A und (-4) seien ihre Werthe für den Endquerschnitt J., 
die somit auch positiv oder negativ sein können ; o endlich sei der Werth 

(iz 
von — für den Punkt A der elastischen Linie , also ihr gleichfalls al- 

gebraisch verstandener Neigungswinkel daselbst gegen die Gerade. AS* 

Für die Strecke BG sollen Y {Y) B {B) ß 
dieselben Bedeutungen haben wie X (X) A (-4) o 
für die Strecke AG bei Substitution der nach BA gerichteten y-Axe für 
die nach AJB gerichtete a;-Axe« 

Für den Punkt G sei y der Werth von -^r- oder r- » o der Werth 

' dx cbff 

von z. 
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Die Figur 19 ist beispielsweise so gezeichnet ^ dass sie positiven 
Werthen von A^ JB , o , ß, y , d und negativen Werthen von (Ä), (B) 
entspricht. 

55. — Für einen zwischen Ä und G liegenden Querschnitt des 
Stabes ist nun nach den Gleichungen (86), Nr. 47 : 

-j-= — jp, also X=A — px . . . (92,a) 

mit Rücksicht auf die in voriger Nummer erklärte Bedeutung von A als 
des Werthes der Kraft X für rc = 0. Aus der anderen Gleichung (86) : 



rf(X)__„__. ^^ p.,^ ^_. ^V^_^>l^ . A^ P^ 



2 



dx 



z=zX—A —px folgt dann : (X) = {A) + Ax — ^ (93, a) 



d'^z 
und daraus wegen (X) = — EJ-^—^ nach der Momentengleichung (85) 

ax" 

durch wiederholte Integration: 

^(.-*)=a,.+^-£f-' . . (»4,., 

TPT^ N (Ä)x^ , Ax^ px^ .^^ ^ 

EJ(ax — g) = ^-^ h-g ^ • • (95,a), 

wobei die Integrations-Constanten mit Bücksicht darauf bestimmt sind, dass 

x=0, X = Ä, (X) = U), ^ = «, « = 

zusammengehörige Werthe sind. Analoge Gleichungen gelten für die 
Strecke SC des Stabes , die aus obigen durch Substitution von y für x, 
Jß für Af ß für a erhalten werden: 

Y=B—py (92,b) 

ar) = iB)-\-By-^ . . . (93,b) 

f 

Vermittels dieser Gleichungen würde man für jeden Querschnitt resp. 
für jeden Punkt der elastischen Linie des Stabes die Resultante der 
äusseren Kräfte , das resultirende Moment derselben = dem Spannungs- 
moment, die Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie be- 
rechnen können, wenn ausser den durch die Beschaffenheit, Form, Be- 
lastung und Einklemmung des Stabes bestimmten Grössen J^, «7, p, ccy ß 
auch die vier Grössen A, (A)y Sf (JB) bekannt wären. Zu ihrer Be- 
stimmung dient aber die Bemerkung, dass die beiden Werthe von X 
und Yf welche beziehungsweise x = a und y = h entsprechen, zusammen 
= P sein müssen , ferner dass für das Spannungsmoment (C) im Quer- 
schnitte C sich derselbe Werth ergeben muss, mag man ihn als der 
Strecke AC oder der Strecke SC des Stabes angehörig betracliten, endlir 
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dass die beiden Theile AC und BC der elastischen Linie im Punkte C 
eine gemeinsame Tangente und eine gemeinsame Ordinate haben, also das 
System der folgenden Gleichungen : 

X^+Y.^P; (Z). = (r).;(|) =-(|)^; ..=.. (96), 

in denen die Indices a und b die betreffenden Grössen als für x=a 
resp. y = h genommen andeuten sollen. Werden diese Gleichungen (96) 
mit Hülfe der Gleiclumgen (92) — (95) gebildet, so können etwa die zwei 
ersten dazu dienen, die Unbekannten S und {B) durcli gegebene Grössen 
und die Unbekannten A, {A) auszudrücken, um dann durch Substitution 
dieser Ausdrücke in den zwei letzten der Gleichungen (96) diese in zwei 
Gleichungen zur Berechnung der Grössen A und {A) zu verwandeln, ans 
deren Ausdrücken schliesslich die der Grössen B, (B) durch Yertauschung 
von a mit h, a mit ß erhalten werden. So findet man: 

-- + Y + -^ (—«+/?) 



Ä=p 



l» 






(97) 



V 



12 



l 



,B, = -P^4-9l + ^, 



ß) 

a+2/?) 



(98). 



P 12 ' l 

Bei Benutznng der Ausdrücke von Ä und (^A) ergiebt sich aus den 
Gleichungen (93, a) — (95,a) mit X = a, oder bei Benutzung der Ans- 
drücke von S und (J9) aus den Gleichungen (93, b) — (96, b) mit y:=i: 



+ ■=^ [(- « + 2&) a + (2a - 6) I*] 



(99) 



2l- 



12 



EJ 



+ -f- C(— 2aJ + 5*) a + (- «* + 2a&) ß} (100) 



-K/o = P -TTTs- +i> -777- H — 7i~ (*!*«+«/*) 



(101). 



SP ' ^ 24 ' P 

Die Momente (,Ä), CS"), (C) stehen in der folgenden von a und ß 
unabhängigen Beziehung zu einander: 

HO — h(Ä) — a(B) = (P-{-^\ab. . . (102), 

die entweder durch Elimination von a und ß zwischen den Gleichungen 
fiir diese drei Momente, oder einfacher durch Combination der zwei 
Gleichungen 



3 



(C) = (J.) + ^a — ^ und (Q = (5) + B& 



pb' 
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gefunden wird, indem dieselben addirt werden nach Multiplication der 
ersten mit 6 , der zweiten mit a unter Berücksichtigung der Gleichungen : 

^4-5 = P-f-Ö und Q=pl=zp(a'\-y). 

56. — Von ausgezeichneten Punkten der elastischen 
Linie sind bemerkenswerth : 

die relativen Bruchpunkte, nämlich die Schwerpunkte der 
relativen Bruchquerschnitte , d. h. derjenigen Querschnitte , für welche der 
Absolntwerth M des Spannungsmomentes ein relatives Maximum ist; 

die Wendepunkte, 'in denen der Krümmungshalbmesser q der 
elastischen Linie unendlich gross ist und der Sinn ihrer Krümmung sich 
umkehrt ; 

die Punkte grösster oder kleinster Durchbiegung, 
in denen die Ordinate z ein Maximum oder Minimum , die Tangente der 
elastischen Linie also parallel der Abscissenaxe AB ist, 

1) Relative Bruchpunkte können zunächst die Endpunkte 
A. , JB der elastischen Linie sein , und zwar ist der Endpunkt A ein 
solcher, wenn die Kraft A und das Moment {A)j der Endpunkt J5 dann, 
wenn die Kraft J5 und das Moment (J5) entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. Es folgt dies daraus, dass die Gleichung (86) : 

Ä = Xresp.^ = r 
dx dy 

mit den Absolutwerthen M von (X) resp. (Y) und i? von X resp. Y 
auch geschrieben werden kann : 

wobei das Zeichen + ^^^^ — &^^j jenachdem (X) und X resp. (Y) 
und Y gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben , und woraus dann 
ersichtlich ist , dass letzteren Falles M mit wachsendem x resp. y abnimmt. 
Ausser diesen relativen Bruchpnnkten an den Enden des Stabes kann 
es im vorliegenden Falle (Fig. 19) noch einen mittleren relativen 
Bruchpunkt geben, der nach Nr. 47 dadurch charakterisirt ist, dass 
ffir ihn X resp. 1^= und (X) resp. (Y) positiv ist. Wird also die 
Abscisse desselben in der Strecke A C mit Xq , irr BC mit y^ , das ent- 
sprechende Spannungsmoment mit (Xq) resp. {Yq) bezeiclinet, so ist nach 
Gleichung (92) und (93): 

a;o = y; (Xo) = (^) + ^^o -^ = U)+-^-^, 

A 
also Xq= — ; (Xo) = {A) + 



' \) . ■ ■ (103). 



und ebenso y^ = -— ; (Yq) = (B) + 



p ' -^' ^-^ * 2p 

Es liegt dieser Punkt in ^C, wenn <CXq <ia und (Xq) positiv, 

in BG, wenn <Cyo <Ch und (Yq) positiv 
ist« Jedenfalls giebt es nicht mehr , als einen solchen mittleren Bruch- 
ponkt, weil, wenn zugleich Xq <C (X> und yo <ib sein sollte, 
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Ä + B<2)(a + b), d. i. <^ 

sein müsste , wälirend thatsächlich ^ -f" -^ = -P "I" ^*' Wohl aber 
kann es der Fall sein , dass weder Xq <Ca noch Pq <ib ist ; der mitüere 
Bruchpunkt liegt dann in Cj falls (C) positiv ist^ widrigenfalls er gani 
fehlen, d. h. nur Ä und B oder aucli nur einer dieser beiden Punkte 
relativer (letzteren Falles absoluter) Bruchpunkt sein würde. 

/ IJJ\ 

2) Wendepunkte sind ebensowohl durch Jf ( = j= wie 

durch ^ = 00 zu charakterisiren. Wird also die Abscisse eines solchen in 
der Strecke ÄC mit x^ , in £C mit y^ bezeichnet , so sind x^ und y^ 
mit Bücksicht auf Gleichung (93) die beziehungsweise zwischen und a, 
und h liegenden Wurzeln der Gleichungen : 

U) + Äx,-^^ = Oi (B)+By,-^^ = (104). 

Ä B 

Mit Xq = — , yQ = — können sie auch geschrieben werden : 

x,^-2xoa:, — 2^-^ = 0; y^^ -2y,y^—2^^ ^0 , 

V P 

woraus x^ = x^ ±y x^^ + 2^-^ \ ^i =2/0 + ^^0' + 2 — • (105) 

jj jj 

folgt. Zwisclien zwei Wendepunkten (X) resp. (IT) == liegt ein Punkt 
(X) resp. (J^) = max* f d. h. X resp. Y= 0, und da letzterer hier nur 
einfach vorkommen kann^ sind in ÄC und 5C zusammen höchstens zwei 
Wendepunkte vorhanden. 

3) Wird die Abscisse eines Punktes grösster oder kleinster 
Durchbiegung in ÄC mit x\ in BC mit y^ bezeichnet , so sind 
x' und y' nach Gleichung (94) die beziehungsweise zwischen und a. 
und 6 liegenden Wurzeln der Gleichungen : 

EJa==U)^'-{-^-^; EJß = CB)y'+ ^-^ (106). 

Die entsprechenden Ordinaten z^ werden durch Einsetzung der gefundenen 
Wurzel werthe x^ und y* fiir x resp. y in den Gleichungen (95) gefunden^ 
die aber mit Rücksicht auf Gleichung (106) sich reduciren auf: 

! Äx"^ px'^] 

r4^T/^ /l/r'» ti^'4 \ 2 ' 3 8 / 



(Ä)x*^ Äx*^ , px 

24 



\ (107). 



und ebenso EJz^ ^y^^m + il^i^:!) 



Da zwischen zwei solchen Punkten ein Wendepunkt liegt , so sind 
ilirer höchstens drei vorhanden. Sind a und ß beide positiv , wie in 
Fig. 19; so giebt es offenbar nur einen solchen Punkt, und ist das be- j 
treffende 0* positiv und ein Maximum. Ist einer der Winkel a, ß negativ, 
so giebt es zwei Punkte fraglicher Art y und sind für beide die Abeolat- 
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werthe von ^ relativ grösste Durchbiegungen. Wären a und ß beide 
negativ, so gäbe es drei solche Punkte; die Absolutwerthe von z* für die 
zwei äusseren derselben wären relative Maxima der Durchbiegung , der 
Absolutwerth von z* für den mittleren wäre ein Maximum oder Minimum^ 
jenachdem dieses Z* positiv oder negativ ist. 

Ist a oder ß = 0, so ist der Endpunkt Ä resp. B selbst ein Punkt 
der in Rede stehenden Art, und sind die Abscissen x'j y* der übrigen 
etwa in AC resp. SC liegenden die zwischen und a resp. und h 
enthaltenen Wurzeln der Gleichung: 

= (^) + :^-^resp. , = ^B) + ^-if (108). 

57. — Die Voraussetzung beliebiger kleiner Neigungswinkel a, ß 
der elastischen Linie in ihren Endpunkten Aj B gegen die Gerade AB 
war in den vorigen Nummern hauptsächlich nur mit Rücksicht auf die 
Verwendung der Resultate für andere Unterstützungsarten des Stabes und 
überhaupt bei verschiedenartigen Aufgaben gemacht worden, wie sie im 
Folgenden sich mehrfach darbieten werden. Bei einem thatsächlich an 
den Enden eingeklemmten stabförmigen Körper kann in der Regel 

vorausgesetzt werden, ist wenigstens diese einfachste Voraussetzung die 
angemessenste in Ermangelung genügender Anhaltspunkte für eine andere. 

1) Wird dabei auch Q=0, also die den Stab bei C an- 
greifende Kraft P als einzige Belastung angenommen, 
was bei horizontaler Lage des Stabes die Vernachlässigung seines Eigen- 
gewichtes voraussetzt, so ist nach Gleichung (97) — (99): 

U) = -P^; (B)=-P-^; CC^=P^ (110). 

A B 

^a (C) positiv ist , während % = — und «/q = — unendlich gross sind, 

so ist der mittlere Bruchpunkt , ' und weil A und (A) , desgleichen B 
^d (B) entgegengesetzte Vorzeichen haben , so sind A, B j C relative 
Bruchpunkte, deren zugehörige Spannungsmomente absolut genommen sich 
verhalten : 



folgen in dieser Ordnung nach abnehmender Grösse , wenn a < 6 ist. 

Die Wendepunkte liegen je einer in jeder der Strecken AC und BC; 
ihre Entfernungen von den Endpunkten A, B sind nach Gleichung (104): 

Für den Angriffspunkt C der Kraft P ist nach Gleichung (100) 
imd (101): 

Grat ho f, ElastlcitXt and Festigkeit. ^ 
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Der im Falle a < 6 positive Werth von y läset erkennen , dass dann der 
Punkt grösster Darchbiegong zwischen B und G liegt. Seine Entfernung 
von B ist nach Gleichung (108) : 

und mit Rücksicht hierauf die zugehörige grösste Durchbi^ong selbst nach 
Gleichung (107): 

^_ y^ / By^ By'\_ B t^^ _ P 2a»6» 

^~EJ\ 4^3 /""-BJ 12 ~£J^ 3(a + 36)« ^ ^' 
Ihr Verhältniss zu (J ist : 4"=! 1?10 1,28 1,48 1,69 



für — =1 2 3 4 5 

a 

Wenn insbesondere die Kraft P in der Mitte des 
Stabes angreift, also a = b ist, so wird 

P PJ 

Ä = B = 4-; -(Ä) = -{B) = iO=-^' 



8 



l . P P 



(115). 



2) Im Falle P=0, d. li. wenn die gleichförmig läng ^ 
dem ganzen Stabe vertheilte Belastung Q = pl die ein — 
zige ist, ergiebt sich aus Gleichung (97) und (98): 

Ä = B=^; (Ä) = (B) = -^ . . (116). 

Es kann jetzt die ganze elastische Linie auf das Coordinatensystem de:^^ 
Xf z bezogen werden , und folgt aus Gleichung (103) : 

Nach Gleichung (105) ist: 

^i = /^1+|/y) — = 0,2113Z und 0,7887 Z (118) 
und ergiebt sich die grösste Durchbiegung, die natürlich in der Mitte 
\ocfz= — \ stattfindet, aus Gleichung (107): 

'-Ä?^ • • • ■ • <"»>• 

Wenn eine gleich grosse Belastung einmal in der Mitte eoncentrirt, 

das andere Mal gleichförmig vertheilt angreift, so ist also im letzteren 

2 
Falle der grösste Absolutwerth des Spannungsmomentes nur — so gross, 

1 

' grösste Durchbiegung nur — - so gross wie im ersten. 
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Fig. 20. 



^/i- 



58. — Wenn der Stab nur an einem Ende eingeklemmt^ 

am anderen dagegen gestützt 
ist, etwa bei A eingeklemmt, bei 
JB gestützt (Fig. 20), so ist damit 
das Spannungsmoment (IS) = 
gegeben , und findet man den 
Winkel ß aus der Gleichung, durch 
die der allgemeine Ausdruck (98) 
von (S) = Null gesetzt wird : 




EJß^P^J^ 



QP , EJa 



(120). 



4? ■ 48 ' 2 

Die Substitution dieses Ausdruckes von ß in Gleichung (97) — (101) 
giebt dann : 

(3aM-6aH-2&'')& ,5 3EJa 



P 



(121) 



^_^ a^(2a+U) , 3 ^ , 5EJa 

Ql . 3 EJa 



(^) = _P^M|+^ 



8 



l 



frr\ T,«*&(2a+3&) , _ (3a — 6)6 , ^EJha 

^^)=^ — 27^ — + ^ — n — + — ^^~ 

EJy=P ^-^^^3 ^--^p^ 



a' 



3a6 + 662) 



(122) 



(123) 



(124) 



48 

, — a2_2a6 + 262 „^ 
+ 2P ^«^^ 



(125) 



EJÖ^p '^'''(':;t' '^+p^^4^+ ^'^it^'^ EJa (126). 

Vermittels der hiemach bekannten Werthe von Ä, B , {Ä) , ß und 
der durch die Beschaffenheit, Form, Belastung und Einklemmung des 
Stabes bestimmten Grössen E, J, p, et kann man nun wieder mit Hülfe 
der Gleichungen (92) — (95), in denen {TS) = zu setzen ist, für 
jeden Querschnitt resp. für jeden Punkt der elastischen Linie des Stabes 
die Resultante der äusseren Kräfte , das resultirende Moment derselben = 
dem Spannungsmoment , die Neigung und die Durchbiegung berechnen. — 

Was die ausgezeichneten Punkte der elastischen Linie betrifft , so hat 
sie jetzt höchstens zwei relative Bruchpunkte: A, falls Kraft Ä 
und Moment (.^1) entgegengesetzte Vorzeichen haben (Nr. 56), und einen 
zweiten, dessen Lage und zugehöriges Spannungsmoment nach Gleichung 
(103) in der Strecke AC (Fig. 20) bestimmt sind durch : 

^o = y; (X,) = (^) + ^, 

wenn < iC^ < a und (Xq) positiv ist , in der Strecke BC durch : 

B' B^ 



P 



2p 



^' 
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wenn < ^q < t ist. Ist Beides nicht der Fall , so liegt dieser mittlere 
Bmclipunkt in C, falls (C) positiv ist, widrigenfalls Ä der einzige oder 
absolute Bmclipunkt wäre. 

Der höchstens einzige Wendepunkt (ausser dem Punkte B , der 
hier ja auch den durch ^=00, M= bestimmten Charakter eines 
solchen besitzt) ist nach Grleichung (104) und (105) in der Strecke ÄC 
durch die zwischen und a liegende Wurzel der Gleichung: 

. (Ä)-\-Ax,--^^^ = oder x^=Xo + yXo^ + 2^ 

Jtr 

bestimmt , in der Strecke BC dagegen durch : 

yi = 2 — = 2yo (128). 

Die Abscissen der höchstens zwei Punkte grösster Durch- 
biegung endlich sind in ÄC die zwischen und a liegenden Wurzeln 
der Gleichung (106): 

in BC die zwischen und b liegenden Wurzeln der Gleichung: 

EJß = ^-^ .... (129). 

Die entspreelienden Ordinalen sind nach Gleichung (107): 

, x'WiA) , Ax' px'^\ y'^{B py'\ ,,„„, 

59. — Von besonderen Fällen des einerseits eingeklemmten^ anderer- 
seits gestützten Stabes (Fig. 20) sind wieder solche bemerkenswerth , in 
denen 

a = und zugleich Q = oder P = ist. 

1) Wenn ^=0, also die den Stab bei C angreifende 
Kraft P seine einzige Belastung ist (bei Abstraction vom 
Eigengewichte des horizontal liegenden Stabes), ergeben sich die Ausdrücke 
von ß, Ä, B, {Ä), ((7), y, d aus Gleichung (120)— (126) einfech durch 
Weglassung der Glieder mit Q resp. p und mit a. Indem femer A und 
{A) entgegengesetzte Vorzeichen haben , Xq und y^ unendlich gross , also 
> a resp. > h sind, und (C) positiv ist, sind A und C relative Bruch- 
punkte; das Verhältniss der Absolutwerthe ihrer zugehörigen Spannungs- 
momente 

ist. Wegen ?/j = oo > & liegt der Wendepunkt zwischen A und C in der 
Entfernung 

von A. Der Factor (26^ — a^) im Ausdrucke von y lässt erkennen, 
dass y negativ oder positiv, der Punkt grösster Durchbiegung also -in der 
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Strecke AC oder BC gelegen ist , jenachdem — ^ 
naten dieses Punktes sind^ 



Ylu. 



Die Coordi- 



wenn 



wenn 



a 



< 



v\-= 



-(-!)_ 



= 2 i^i ; z* = 



A X 



n 



JEJ 12 



'^>n-^-V'-^=y- 



z' 



B y' 



^(132). 



2a+36 ' EJ ^ 

2) Im Falle P=0, d. h. wenn die gleichförmig längs 
dem ganzen Stabe vertheilte Belastung Q==pl die ein- 
zige ijst, ergiebt sich zunächst aus Gleichung (120) — (123): 

"=1^^ ^=T«' ■»=1«^ (^)=-f C^')- 

A ist ein relativer Bruchpunkt. Die Entfernung des anderen von der 
Stütze S und sein zugehöriges Spannungsmoment sind : 



*=t'^ ra=nf =-Ä(^) 



(134). 



Der Wendepunkt liegt im Abstände y^=2yQ = — l von der Stütze B, 
Die Coordinaten des Punktes grösster Durchbiegung endlich sind : 

y'=^-^^l = 0,i22l; .'=1,04^^ = 1,04 (J (135), 

unter d die Durchbiegung in der Mitte des Stabes verstanden, wo die 
Neigung der elastischen Linie : y=z-— ß" ist. 

Alle diese Besultate ergeben sich so einfach aus den Angaben im 
vorigen Paragraphen , dass sie einer weiteren Erklärung nicht bedürfen, 

60. — Wenn der Stab an beiden Enden gestützt ist 
(Fig. 21), so sind die Spannungsmomente (A), (B) beide = , die 

Winkel a, ß nicht gegeben. Aus 
der Gleichung (A) = (B) folgt mit 
Rücksicht auf die allgemeinen Aus- 
drücke (98): 

P ab(i — a) 

und daraus durch Substitution in 



Fig. 21. 




Gleichung (97): 



-=4+l 



^=^T + l 



(136), 



Ausdrücke, die hier zwar auch unmittelbar aus dem Gesetze des Hebels 
folgen , die indessen , wie obige Ableitung zeigt , allgemein gelten , wenn 
die Spannungsmomente {A), (B) gleich sind, ohne dass sie = Null zu 
sein brauchen. Aus {A) = (B) = aber folgt TiaQ\x Ci\wVv\x\v^ ^%^ 
weiter: 
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^J''-^ — 6] — +^r 

LJß-F g^ + ^^J 



(137). 



Die Substitution dieser Ausdrücke von a und ß in Gleichung (99) 
ergiebt : 



(^)=('+I)t' 



wie auch einfacher aus Gleicliung (102) folgt, und ihre Substitution in 
Gleichung (löO) und (101): 



^^=(^+^^«)^^^l 



EJd = 



(P+ 



i« + oft A a» h* 



%ab 



«) 



3i 



(138). 



Für jeden Querschnitt X oder Y der Strecke ^Crosp. 5C (Fig. 21) 
des Stabes findet man nun die Resultante der äusseren Kräfte, das resul- 
tirende Moment derselben = dem Spannungsmoment, die Neigung und 
Durclibiegung der elastischen Linie nach Gleichung (92) — (95) vermittels 
der Gleichungen : 



X= J. — px 



{X) = Äx — 



px 



2 



y-tt/ äz\ Ax'^ px^ 
M«-^) = -2— 6- 

EJ(ax-z) = - ^ 



Y=B—py 



(J) = By 



W 



^(^-5)=^- 



w 



EJ{ßy-z) = - -^ 

Die elastische Linie ist nur im Sinne der negativen ;er-Axe (im ent- 
gegengesetzten Sinne der Kräfte P, Q) concav gekrümmt und hat nur 
einen Bruchpunkt, der, wenn a <ih ist, nach Gleichung (103) wegen^ 

nicht zwischen A und C liegen kann. Er liegt aber zwischen JB und Cy 
in der Entfernung 

BIP 

yo=—=Y'^~Q^ (^^^) 

von B, wenn dieses ^q < &, wenn also 

P J 2 , P ^m 
-pr< oder— < — 

ist, unter m die Entfernung des Angriffspunktes C von der Mitte de^ 
Stabes verstanden; anderen Falls ist C der Bruchpunkt. Somit isl^ 
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im Falle ^ < — : maxM= (Y.) = =- 
Q a ^ ^ 2p 

im FaUe-^> — :ma^ilf= (Cf)=(p + -|)^ 



(140). 



Ein Wendepunkt ist nicht vorhanden. Der einzig vorhandene Punkt 
grösster Durchbiegung liegt, weil y mit a<J[) positiv ist , in der 
grösseren Strecke BG\ seine Coordinaten y*^ g' sind nach Gleichung (106) 
und (107) bestimmt durch: 

unter y' die zwischen und h liegende Wurzel der ersten dieser Glei- 
chungen verstanden. 

61. — Wenn der beiderseits gestützte stabförmige Körper 1) nur 
durch die bei C angreifende Kraft P belastet ist, so ist 

-— = 00 > — , somit C der Bruchpunkt und 

Q a 

A = P^) B = B^\ nmxM=(C)^P^ . (142). 

Fßmer ist * 

P ahia + 2i) _ P ab(2a-^h) 
"-EJ Öl ' P-EJ Gl • ^^^^^ 



_ P ab(b-a) _ A_ -P « 



2J2 



(144) 



EJ ZI ^ '^' EJ ZI 

und sind die Coordinaten y* , gf des zwischen jß und C liegenden Punktes 
grösster Durchbiegung: 

2) Wenn der Stab ausserderauf seiner ganzen Länge 
gleichförmig vertheilten Last ^ durch die in der Mitte 
G (fi,^=.})^ concentrirt angreifende Kraft P belastet ist, 
80 sind alle Verhältnisse symmetrisch in Beziehung auf die Mitte, und es 
eigiebt sich : 



A^=B=^ — zr-^\ fyi^^ 



M=iC) = (P-\-f)^. (146) 

I 

Diese Formel für d ist vorzugsweise geeignet und vielfach benutzt 
worden zur Bestimmung des Elasticitätsmodul JB solcher 
^öjper, die sich nicht wohl in Form von Drähten oder genügend langen 
^^ dünnen Stäben herstellen lassen , wie sie zu einfachen Dehnungs- 
^«Buchen (Nr. 28) nöthig sind. Der Stab erhält behufs sicherer Berech- 
***§ von J aus den gemessenen Querdimensioneii evaew. <givDX».Ocv %^^\s\- 



k:-... 
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tetcn (rechteckigen oder kreisförmigen) Querschnitt und wird, auf zwei 
stumpfkantigen Stützen mit dem Abstände l liegend , in der Mitte durch 
nacli und nach vergrösserte Kräfte P belastet. Vermittels der durch ge- 
wisse vergrössernde Hülfsmittel (Fühlhebel, Eeilmaass etc.) jedesmal ge- 
messenen Durchbiegung 6 findet man dann, unter Q das Eigengewicht des 
Stabes verstanden^ den Elasticitätsmodul 

^ — Tr"ü- 

SO lange der Stab keine merkliche bleibende Durchbiegung zeigt und die 
gefundenen Werthe von E nur solche Unterschiede erkennen lassen, die 
den Beobaclitungsfehlern der einzelnen Versuche zugeschrieben werden 
können. — 

Ob der Elasticitätsmodul eines gegebenen prismatischen Stabes (nach 
der Axrichtung desselben) zuverlässiger durch Biegungsversuche von der 
hier in Rede stehenden Art oder durch einfache Dehnungsversuche be- 
stimmt werden kann, hängt hauptsächlich davon ab, ob im einen Falle die 
grösstc Durchbiegung d oder im anderen die totale Dehnung /Jl grösser 
und folglich mit kleinerem verhältnissmässigen Fehler messbar ist bei 
gleicher absoluter Grösse des wahrscheinlichen Messungsfehlers und bei- 
gleicher Anstrengung des Materials, d. h. bei gleicher grösster specifischer 
Dehnung e in beiden Fällen. Letztere ist im Falle der Biegung bei 
Voraussetzung einer solchen Querschnittsform, dass e'==6" = c ist, nach 
Gleichung (146): 

Sofern aber bei solchen Versuchen das Eigengewicht Q des Stabes nur 
klein im Vergleich mit der fremden Belastung P ist, kann hieraus mit 
grosser Annäherung 



EJ 4: e 

gefolgert werden, und daraus in Verbindung mit dem Ausdrucke (147) 
von ö: 

e 12* 

Das Verhältniss dieser Durchbiegung zu der Dehnung /Jl = l$ des bis 
zu demselben Werthe von e seiner Länge nach gezogenen Stabes ist: 

—jj = — - , somit ^ 1 , jenachdem 1^12 e 

ist. Mit Rücksicht auf die Messungsfehler von d und /Jl sind hiemach 
Biegungsversuche im Vortheil, sofern nur die Länge der Stäbe mehr als 
das sechsfache ihrer Dicke (2e) beträgt^ 

62. — Bevor die in Rede stehende Aufgabe, betreffend das Verbalten 
es an den Enden gestützten oder eingeklemmten prismatischen Stabes, 
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durch Erweiterung der seitherigen Voraussetzung hinsichtlich der Belastung 

des Stabes verallgemeinert wird, mag an einem Beispiele gezeigt werden, 

wie die bisher gewonnenen Resultate auch zur Lösung solcher Aufgaben 

dienen können, welche andere Unterstützungsarten des Stabes betreffen, 

indem dadurch die sonst zur Lösung nöthigen Integrationen erspart werden. 

Ein gerader prisma- 

tischer Stab BB von der 
^ .^^,^..j^ .^ j^„^g^ ü==2a (Fig. 22), 

S\^ — " " ijr^*^=i;:;;^ftjj£_^_^^,,.^-'''';Är ~^>^ gleichförmig auf seiner 
ut — oc. — ^ c ganzen Länge mit p pro 

Längeneinheit (z. B. durch 
seine eigene Schwere) belastet, liege auf zwei Stützen Äy Ä in gleichen 
Entfernungen AB = x von den Enden. Die elastische Linie ist dann 
symmetrisch in Beziehung auf die Lothrechte durch den Mittelpunkt C, 
und es iseien a ihre Neigungswinkel in den Punkten A gegen die Gerade 
AA (positiv oder negativ, jenachdem die Tangenten AT sich unterhalb, 
wie in Fig. 22, oder oberhalb AA schneiden), femer ihre Durchbiegungen 
(positive oder negative Senkungen unter AA) im Mittelpunkte C=5, 
in den Endpunkten J5, B = d^, während E, J, (A) , (C) die aus dem 
Vorhergehenden bekannten Bedeutungen haben, die Spannungsmomente 
insbesondere wieder positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem die 
elastische Linie concav nach oben oder nach unten gekrümmt ist. 

Die Beziehung zwischen a und x ergiebt sich durch Gleichsetzung 
der beiden Ausdrücke, die für das Spannungsmoment im Querschnitte 
bei A gefunden werden, jenachdem derselbe als Endquerschnitt der Strecke 
AB oder der Strecke AA des Stabes betrachtet wird, letzteren Falles mit 
Rücksicht auf Gleichung (98), worin nur 

P=:0, l = 2(a — x), Q=2{a — x)p, ß = a 

zu setzen ist. So ergiebt sich: 

^ ^~ 2 3 a — x 

^'EJa=:p{a — x)[_2{a—xy — '^x^'] . . (148). 

^^ie elastische Linie wird im Punkte A von der Geraden AA berührt, 
Wenn a = , d. h. wenn 



- a — x l/T X Ix 1/3 ^ ^ 



225 



ist. Das Spannungsmoment im mittleren Querschnitte C ergiebt sich aus 
Grleichong (99) durch die Substitutionen : 

P=0, a^=h=a — Xj l = 2(a — x)j ß = a: 
mit Rücksicht auf Gleichung (148). Hiemach findet man 

(O=-(^)=^™4=i.£=i5=i=,,207. 
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Die Durchbiegung d bei C ergiebt sicli aus Gleichung (101) mit den 
obigen Substitutionen und mit Rücksicht auf Gleichung (148): 

^ X Ix j/äÖ— 5 

und daraus ^=0 für-^ = — — = = 0,289. 

l 2 a 2 

Was die Senkung d^ eines Endpunktes B unter die G-erade AA be- 
trifil, so ist sie um xa kleiner, als ihre Senkung unter die Tangente A% 
die durch Gleichung (88) bestimmt ist. Somit und mit Rücksicht auf 
Gleichung (148) ergiebt sich: 

X ^ 

Die Bestimmung des Verhältnisses -j- , bei welchem ^^ = wird , fuhrt 

V 

somit auf die Auflösung einer Gleichung dritten Grades^ deren einzige 
zwischen und — liegende Wurzel : 

y= 0,214 

gefunden wird. Die Forderung : d = ^^ endlich führt durch Gleichsetzung 
der Ausdrücke von 3 und 3^ ebenfalls zu einer cubischen Gleichung: 

4:X^—12a^x+ha^ = 0, 

von deren Wurzeln — nur die zwischen und 1 liegende hier in Be- 

a 

traclit kommt. Ihr entspricht: 

^ = -1 — = 0,223. 

Somit hat sich ergeben: 

— {Ä) = {G) <Ji = 3^=3 a = (J = 

für 4 = 0,207 0,214 0,223 0,225 0,239 

und sind also schon kleine Lagenänderungen der Stützen A^ A ans* 
reichend, um nach und nach die verschiedenen hier erwähnten Umstände 
zur Folge zu haben. 



63. — Während bisher ausser der gleichförmig vertbeilten Last 
Q=pl nur eine Kraft P an einer gewissen Stelle C angreifend vor- 
ausgesetzt wurde, werde nun angenommen, dass solcher Kräfte be- 
liebig viele: Pj, Pg, P3 . . . vorhanden sind, angreifend in 
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den Punkten C^ , Cg , C, . . . (Fig. 23), deren Entfernungen von 
den Stabenden Ä und B beziehungsweise mit a^ und b^ , a^ und 63 » 
«3 und &j . . . bezeichnet seien. Von den sechs Grössen 



^\: 



Fig. 23. 






f '»*»-/ 



^i? 



fi* • ' * • 






J., (J.), a und jB, (jB), /J, 

die den Zustand des Stabes an den Enden bestimmen und von denen zwei 
durch die Bedingungen der Aufgabe gegeben sind (a und ß im Falle des 
beiderseits eingeklemmten , (JB) = und a im Falle des bei A ein- 
geklemmten und bei JB gestützten, (^) = (jB)==0 im Falle des beider- 
seits gestützten Stabes), können dann die vier übrigen berechnet werden 
durch Formeln, die aus einer sich unmittelbar darbietenden Verallgemeine- 
rung früherer Formeln hervorgehen. Indem nämlich in den Ausdrücken 
(97) und (98) von 

A {A) B {B) 

für den Fall des beiderseits eingeklemmten Stabes, femer in den Aus- 
drücken (120)— (123) von 

' A {Ä) B ß 

für den Fall des bei A eingeklemmten, bei B gestützten Stabes, endlich 
in den Ausdrücken (136) und (137) von 

A a B ß 

für den Fall des beiderseits gestützten Stabes die Kraft P nur in je einem 
Gliede vorkommt, das im ersten Falle von Q, ctj ßj im zweiten von 
Q, a, im dritten von Q unabhängig, nämlich von der Form: Pf(a, b) 
ist, unter f(a, b) eine gewisse Function der Abstände a, 6 des Angriffs- 
punktes C der Kraft P von den Stabenden A, B verstanden, so ist 
offenbar jetzt an die Stelle dieses Gliedes eine Summe analog gebildeter 
Glieder : 

zu setzen, und ergiebt sich somit 

1) für den Fall des beiderseits eingeklemmten Stabes : 



(Ä)=-s(p' 






\ Ql , 2EJ ,^ 



(149), 






92 



Gerade stabfönnige KSrper. 



2) (ur den Ftdl des bei A eingeklemmten, bei B gestOtsten Stabes: 

'* — L^ 275 J+T^ Ji- 



B 



=4 



2/* 



ZEJa 



]+4«+^ 



(^, = _v[pf»fc+«)]_| + 



ZEJa 
l 



\ (150), 



EJa 



3) fiir den Fall des beiderseits gestutzten Stabes: 

al{2a 



KJß = 2\. 



6/ 



J"'" 24 



(151)- 






Wenn so die Werthe von A. (^4), a und J5, (J5), /9 in jedem Falle 
bekannt sind, so sind damit unmittelbar die Resultante der äusseren Kräfte 
und dfis Spannungsmoment tiir jeden Querschnitt bestimmbar, sowie dann 
auch die Neigung und Durchbiegung für jeden Ponkt der elastischet 
Linie nach und nach in den Strecken 

Sind nämlich, was diese letztere Bestimmnng betriflft j nrit Beiag anf 
ein Coordinatensystem mit dem Anfangspunkte A^ dessen :r-Aze die Bich- 
tung AS und dessen e-Ajie die Richtung der Ejräfte P hat, . 

Am 
V\ Vi y« • • • ^® Werthe von -r— , 



^1 ^3 ^« • • • ^^^ Werthe von 8 



d^8 



in den Punkten C^ C^ C?5 . . • 

so folgt durch Integration aus der Momentengleichung ^— ^ = /j (ic) för ^^ 

Strecke ACi^ 

--—=sw. (x), Constante bestimmt durch rj;=0, -=-Ä:a, 
dx ^ dx 

daraus mit a:=fli: y^ z= qi^^ (a^) und ^i=tpi(ai); 
dann aus der Momentengleichung -^—^ == /^ (x) fiir die Strecke Q Cj : 

-— = qpj (rr) , Constante bestinmit durch o: =s: o^ , -^ = y^ , 
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daraus mit x = a2 : /a =9>2 (fh) ^^^ ^i = V'a (^2) ^* ^* ^' 
tt vom Endpunkte Ä kann man natürlich auch vom anderen £nd- 
ikte B ausgehen oder auch iiir einen Theil ÄCm des -Stabes von Ä, 
den anderen SCm von B ausgehend die aufeinander folgenden Inte- 
tionen verrichten. — 

Auch kann die Neigung oder Durchbiegung der elastischen Linie an 
Br gewissen Stelle als Summe der Antheile dargestellt werden, womit 
1 die einzelnen Belastungsbestandtheile daran betheiligen, gemäss dem- 
>en (in Nr. 51 auf den Fall des einerseits eingeklemmten und übrigens 
en Stabes angewandten) Princip, auf dem die Summationen in den 
jichungen (147) — (151) beruhen. Wenn z. B. der Stab an beiden 
den gestützt ist, so ist die Durchbiegung eines zwischen Cm — 1 und Cm 
der Entfernung x von Ä liegenden Punktes der elastischen Linie, in- 
reit sie durch die gleichförmig vertheilte Belastung verursacht wird, nach 
. 60 bestimmt durch die Gleichung: 

o 24 

mit EJa = ^ und -4 = ^, 

24 2 ' 

also EJ0 = ^{l^—2lx^-\'X^)x .... (0^). 

isoweit dagegen die Durchbiegung an der fraglichen Stelle von einer der 
ritfte Pm . . . Pn herrülirt, entspricht sie nach Nr. 60 der Gleichung: 

Ej0 = EJax -— 

mit EJa = P — ^-~j ^ und J. = P-y-, 

oraus sich mit Rücksicht auf die Kräfte Pm . . . Pn zusammen 



6Z m 6Z m 

^giebt , und daraus durch Vertauschung von x mit y (= l — co) und von 
mit 6 für den von den Kräften Pj . . . Pm __ 1 herrührenden Antheil : 

AI m — 1 /4y8 m — 1 

EJe = f^ '2 [Pa&(2a + 6)]— 1^ 2 (Po) . . . (^,). 

'ie Summe der durch die Gleichungen {^i) ^ {02) und (0^) bestimmten 
Berthe von ist die resultirende Durchbiegung. — 

Schliesslich hat es keine Schwierigkeit, die ausgezeichneten Punkte 
ör elastischen Linie : die relativen Bruchpunkte , die Wendepunkte und 
le Punkte grösster oder kleinster Durchbiegung sowie die Ordinaten der 
'tzteren zu bestimmen. Was insbesondere die relativen Bruchpunkte be- 
iSi, so ist ein Endpunkt A oder B ein solcher, wenn der Stab an diesem 
öde eingeklemmt ist und wenn Ä^ [Ä) resp. B, (P) entgegengesetzte 
Drzeichen haben. Der ausserdem vorhandene mittlere Bruchpunkt liegt, 
mn 
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m — 1 m 

1 1 

ist, in der Strecke Cm — iCm in der durch die Gleichung : 

m — 1 

:s p+px=Ä 
1 

bestimmten Entfernung x vom Stabende Ä j falls dieses :z; < Om ist^ 
widrigenfalls Cm der mittlere Bruchpunkt wäre, vorausgesetzt dass das 
betreffende Spannungsmoment (Om) positiv ist. 

64. — Auch die in voriger Nummer angenommene Belastung ent* 
spriclit bezüglich der Voraussetzung eines fiir die ganze Stablänge AB=l 
Constanten Werthes von p immer noch einem sehr speciellen FalL Wird 
aber jetzt (mit Bezug auf das in Nr. 54 festgesetzte Coordinatensjstem 
der Xj z oder y, z) p als beliebige Function yovl x resp. y 
vorausgesetzt, die auch für gewisse Strecken = und in gewissen 
Punkten unstetig sein kann (der plötzlichen Aenderung von ^ um eine 
endliche Grösse J p entsprechend), so sind zur Bestimmung der vier nicht 
gegebenen von den seclis Grössen 

A, \ä), a und B, (B), ß, 

die den Zustand an den Stabenden charakter^iren, die bisherigen Formeln 
nicht zu gebrauchen. Gemäss dem in voriger Nummer angedeuteten Ve^ 
fahren kann man dann aber, ausgehend vom Ende Ä und nach und nach 
von einer zur folgenden solchen Abtheilung der elastischen Linie fort- 
schreitend, innerhalb welcher sie weder durch eine in einem Punkt an- 
greifende Kraft P noch durch eine sprungweise Aenderung von p eine 
Stetigkeitsunterbrechung (dritter resp. vierter Ordnung nach Nr. 48) 
erfahrt, für jeden Querschnitt X in der Entfernung x von Ä die 
Grössen 

als Functionen gegebener Elemente und der zwei Unbekannten Ä, {Ä) 
resp. A, a ausdrücken, ebenso auch, von B ausgehend, für jeden Que^ 
schnitt Y in der Entfernung y von B die Grössen 

als Functionen gegebener Elemente und der zwei Unbekannten J5, (S) 
resp. Bf ß* Zur Berechnung der vier Unbekannten dienen dann die 
Gleichungen : 

X=-r;(X) = (D;g=-|;.=. . (152), 

falls die hierdurch gleich gesetzten Ausdrücke auf denselben Querschnitt 
bezogen werden, der beliebig gewählt werden kann, nur, was die erste 
dieser Gleichungen betrifll, nicht so, dass er durch den Angriffspunkt einer 
der Kräfte P geht. 

Ist der Stab beiderseits gestützt, so können übr%ens Ä 
•nd B auch unmittelbar durch das Hebelgesetz gefunden werden^ und ist 



ham nur zur Berechnung von a und ß die Gleich setziing der auf don- 
elben Punkt der elastischen Linie bezogeneu Ausdrücke voa 



d:c """ du' " 
erforderlicli. 

Durch die hiemach bekannten Wertiie von A, {A), cc i 

Bind nun die in den Ausdrficken von X, Y, (X), (Y),~ 



dtf 

kommenden Coefflcienten vollständig bekannt , und können also auch der 
.durcli X=0 resp. !F= beBtimmte höchstens einzelne mittlere Bnich- 
querachnitt nebst zugehörigem Spannungsmoment, die darch (X) = resp. 



(Y) = tl bestimmten höchstens zwei Wendepunkte, und die doreh- -_ 

de 



ds 



und - 



ds 



mda 



.d B, (E), t 

dz 



, ds 







resp. - 



beetinmiten höchstens drei Punkte grösster oder kleinster 



Durchbiegung sowie ilie entsprechenden Ordinaten gefunden werden. — 

Das Verfahren würde dasselbe bleiben, wenn schliesslich auch noch 
die bisherige Voraussetzung fallen gelassen würde , dass alle gegebenen 
Kräfte in gleichem Sinne wirken (Nr. 47) , um so die allgemeinste Bo- 
loStungaTreiee zu erhalten, die durch Kräfte möglich ist, deren Richtuitgs- 
linien, in einer Ebene liegend , die Stabaxe rechtwinklig schneiden. Nur 
würde es dann mehr als einen mittleren Brnchpunkt, mehr als zwei 
Wendepunkte , mehr als drei Punkte grösster oder kleinster Durchbiegung 
geben können. — 

Zur Vermeidung übermässig langer Ansdrücke hei der Ausführung 
des in Bede stellenden Verfahrens im Falle einer zusammengesetzten Be- 
lastung des Stabes kann wieder die Bemerkung dienen, dass in Folge der 
hier zu Grunde liegenden Voraossetzimg einer sehr geringen Biegung und 
der VwTiach lässigling kleiner Grössen höherer Ordnung alle jene durch 
die Gleichungen (152) einander gleich gesetzten Ausdrücke, desgleichen 
Ikuch die daraus zu berechnenden vier Unbekannten der Grössen A, {A), 
B , (B) , ß als Summen von Gliedern erscheinen , deren jedes den 
EinSuss eines Bfttandthoiles der Belastung auf die betreuende Grösse nn- 
ftbhängig von den übrigen Bestand t heilen darstellt, dass man somit die 
diesen Belastungsbestandt heilen entsprechenden Glieder der betreuenden 
Grössen einzeln berechnen kann , um sie scliliesslich erst zur Gewinnung 
des GesammtresuUats zu summiren. Der Autlieil, den eine gleichförmig 
.auf der ganzen Länge vertlieilte Belastung , oder den in Punkten con- 
«entrirt angreifende Kräfte auf das Gesammtresultat haben , kann dabei 
mit Hülfe frfUierer Formeln beurtheilt werden. 



65 ■ — Als Beispiel 




des in voriger Nummer erklärten Verfahrens 
diene zunächst ein an den Enden A, B 
gestützter Stab von der Länge l, 
der auf seiner ganzen Länge gleich- 
förmig mit Q, ausserdem aber von 
Ci bis C( (Fig. 24} noch mit P s!,\.<i\t\v- 
Die Mitte G dieser Strecke 0^0^ \tfÄ>e ^ 
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Entfernungen a, b (a<,h) von den Stabenden Äf B; ilure Läng 
sei = 2c. 

Unmittelbar ergiebt sich hier: 

unabhängig von c, also auch ebenso gross, wie wenn P in C concentrii 

P4-Q 
angriflTe. Wegen a<6 ist -4.> — i~^> ^^^ resultirende Kraft X folglic 

von A bis C positiv. Der Bruchpunkt kann also nur zwischen B und ( 
liegen, und zwar zwischen B und C^ oder zwischen C und C^ y jenachdei 
die Resultante der äusseren Kräfte von B bis C^ : 

ist, oder mit Rücksicht auf den Ausdruck von B jenachdem . 

Q> a 
P 

ist. Wäre -pr- kleiner, als dieses Verhältniss, so läge der Bruchpunki 
V 

B JB* 

in der Entfernung y = — vom Ende B und wäre max Jü = — • 

P 2i? 

P 
Ist aber, wie es in der Regel der Fall sein wird, — ^ grösser, als jenes 

Verhältniss , so liegt der Bruchpunkt in der Strecke CC^ in einer Ent- 
fernung X vom Punkte (7, die durch die Gleichung 

Ä--^ic + x)-^(a + x) = 

bestimmt ist; man findet daraus mit Rücksicht auf den Ausdruck von Ä' 

^=%^^' <«' 

nnd damit das entsprechende Spannnngsmoment : 

maxM=:^Ä(a + x) — Y^ 2 ~T 2 

Wäre c = 0, also x=0, so wäre 

maxM=(p + ^)~, falls ^> ^ 

ist: in üebereinstimmung mit Gleichung (140) in Nr. 60. 

Ist P die einzige Belastung, so liegt der Bruchpunkt jedenfalls 
zwischen C und C^ in der Entfernung von (7: 
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x = — 7~^» ^^^ findet man m(ZxM= P-j j— (155), 

l—c 
d. i. nach Gleichung (142) im Verhältnisse — = — kleiner, als wenn P 

V 

im Punkte G concentrirt angriffe. 

Ist a = hf so liegt der Bruchpunkt in der Mitte (x = 0) und ist 

««^lf=(p+|)4-P-f = P-^+f (156), 

l ß 

ein Ausdruck , dessen erstes Glied im Verhältnisse — = — kleiner ist , als 

das Glied mit P in Gleichung (146). 

Um auch die Biegung des Stabes zu untersuchen , bedarf es der Be- 
stimmung von Of, ß, wobei aber die Beschränkung auf den Bestandtheil P 
der Belastung genügt , da der Einfluss von Q nach dem Früheren bekannt 
ist. Dann folgt aus der Momentengleichung für die Strecke ÄC^ : 






durch zweimalige Integration : Ejia — -— j = 



EJ (ax — z) = 



Äx^ 
Ax^ 



(157), 



6 

und aus der Momentengleichung für die Strecke C^ C^ mit p = -— ^ : 

u c 

indem die Integrationsconstanten mit Rücksicht darauf bestimmt werden, 
dass die beiden Theile ÄCi und C^Q der elastischen Linie in Cj eine 
gemeinsame Tangente und eine gemeinsame Ordinate haben: 

^(«-§)=^-f('-«+«)' 



1. 



EJ{ax-,):^^-^(x-a + c)^ 



(158). 



d2 
Analoge Gleichungen erhält man hieraus für -^— und durch Vertauschung 

von X mit y, a mit 6, Ä mit B, a mit ß, und durch Gleichsetzung der 

dz 
^ttf den Punkt C {x = a resp. y = h) bezogenen Ausdrücke von -j— und 

dz . ^^ 

"^■j-, sowie der beiden Ausdrücke von z ergeben sich dann die folgen- 
den Gleichungen zur Berechnung von a, ß: 

EJa -. + -— = -EJß+— — 

EJaa ^— = EJßh r— . 

D D 

Orhihof, Elasticitat and Festigkeit. 1 
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h n. "P 

Man findet daraus mit -4. = P-y-, jB=P— ,|} = — : 

V ff aC 

"-EJ 67 • ^-Kf Öl ^*^^>' 

fiir c = in Uebereinstimmung mit Gleichung (143). Vermittels der 
Gleichungen (157) und (158) und derjenigen , die aus ersteren durch 
Vertauschung von x mit y, A mit JB, a mit ß für die Strecke J5Q 
hervorgehen , sind nun für jeden Punkt der elastischen Lmie ihre Neigung 
und Durchbiegung zu berechnen. 

Ist insbesondere a = 6 = — , so wird 

'' = ^ = EJ 48 • • • • (^^^> 

In diesem Falle findet die grösste Durchbiegung g=^ d va der Mitte statt 
und ergiebt sich aus der zweiten Gleichung (158) mit 

l , P P . P ?»— (2/— c)c» , 

^ = Y' ^==-2-' ^ = -2-^= ^ = EJ 48-^ f*«l>' 

für c = übereinstimmend mit Gleichung (147). 

Ist ausser der von C^ bis C^ gleiclifiirmig vertheilten Belastung P 
noch eine auf der ganzen Stablänge gleichr()rmig vertheilte Last Q vor- 
lianden, so ist 

nach Gl. (187) in Gl. (159) und (160) das Glied -^^ 

£äJ 24 

5 Z^ 
und nach Gl. (147) in Gl. (161) das Glied — -^ — hinzuzufügen, 

8 x>/ 48 

Ausdrücke, die auch aus Gleichung (160) und (161) mit c = — > P=ö 

hervorgehen. — 

Wäre der Stab von A bis Q mit P^, von C^ bis C^ mit 
Pj, von C2 l>is C3 mit P,..., von d bis B mit Jf^ gleich- 
förmig belastet, so wäre mit 

AC, = 2cq C^C^=:2c^ C^C^ = 2(^ CriP = 2«. 

«0=^0 ai = 2Co + Ci «2 = 2(Co+Ci)+c« • • • On—l—Cn 

. _ ^iPJ>) . :^[P&(a»+2a6-c«)] 

^~ l '" ÖETI ' 

worin die Summenzeichen bedeuten, dass die Grössen P, ay b nach vsai- 
nach mit dem Index 0, 1, 2 . . . 9^ genommen und die betreffenden Aub«^ 
drücke sümmirt werden sollen. Nachdem so A und o; (resp. B und /9, aiö 
obigen Gleichungen bei Vertauschung von a mit h zu erhalten) geftinden 

sind, hat die Bestimmung von X, (X), -r-, jg resp. von Y", (Y), — , 

;8r für jede Stelle des Stabes keine Schwierigkeit. 
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66. — Wenn die vorige Aufgabe dahin abgeändert wird , d a s s der 
Stab AB (Fig. 24) an beiden Enden eingeklemmt ist, und 
zwar so , dass a = /? = ist , so gelten mit alleiniger Rücksicht auf die 
von Ci bis C2 gleichförmig vertheilte Belastung P=2cp für die Strecke 
ÄCi des Stabes die Gleichungen : 

dx ^ ^ 2 2 6 

und für die Strecke C^Cj : 

X=A—pix — a + c); {X) = {A)-\-Ax — ^{x — a + cY 

2 

Aus diesen letzten Gleichungen erhält man Ausdrücke von Yy {Y)j 

dz 

— - , z für dieselbe Strecke C^ C^ durch Vertauschung von x, a, Ay (A) 

»j ^^ 

beziehungsweise mit «/, 6, JB, (5). Die zur Berechnung von A^ (-4), 5, 

(J?) dienenden Gleichungen (152), Nr. 64, bezogen auf den Querschnitt 

C (x = a resp. y = 6), ergeben sich somit wie folgt : 

A — pc= — B-\-pc 

{A) + Aa = (B)'i'Bb 

/^ ^ ^ 2 6 ^ ^ 2 ' 6 

{A)a' Aa^ _ (B)b^ Bb^ 

2 "^ 6 "~ 2 "^ 6 ' 

Durch Elimination von B und (JB) erjiält man hieraus zwei Gleichungen 
nüt den Unbekannten Ay (A)y für die sich folgende Ausdrücke ergeben : 

^U8 natürlich die von JB und (jB) durch Vertauschung von a mit 6. 
Für c== sind sie in Uebereinstimmung mit Gl. (109) und (110), Nr. 57. 

In obigen Gleichungen für X, (X), -z — , z und in den analogen 

^ r, (I^), -^r-> ^ sind nun alle Coefficienten bekannt, und bedarf 
^ ^ dy 

'^ÄöÄch die Beantwortung sonstiger an das Verhalten des Stabes zu 

stellender Fragen keiner weiteren Erklärung. Es sei nur noch bemerkt, 

4w8 Ä und B relative Bruchpunkte, d. h. die Absolutwerthe von (-4) 

und (jB) relativ grösste Spannungsmomente sind , und dass detsv xmäjCäx^vv 



i3i\\?.'N 
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Ä 

Brucbpunkt , in der Strecke C| C^ in der Entfernung — von C^ liegend, 

P 

das Spannungsmoment entspricht: 

iÄ) + A{a-c-hj-)-^^=^{Ä) + Ä{a-c)-^^ (164). 

lu dem allgemeineren Falle gleichförmiger Belastung mit Pq, P^ . . . Pn 
beziehungsweise von Ä bis Cj , von C^ bis Cj . . . . , von Cb bis jB 
(Nr. 65) sind Ä und (Ä) als Summen von. Gliedern zu berechnen, die 
nach Analogie der Gleicliungen (162) und (163) gebildet werden. 



3. Der an den Enden gestutzte oder eingeklemmte Stab ist ausserdem 

an mittleren Stellen gestützt. 

67. — Während die Endpunkte der elastischen Linie wie bisher mit 
Ä, B bezeichnet und als Anfangspunkte der Coordinaten Xy g resp. y, e 
angenommen werden (Nr. 54) , seien von Ä aus gerechnet die mittleren 
Stützpunkte oder vielmehr die betreflTenden Punkte der elastischen Linie mit 

d0 



die Wertlife von -^— daselbst mit y^ y^ ^s • • Y^ 



a 



J7 .»? V ^ »» ?' ^1 ^2 ^8 • • ^n 

die Längen der Abtheilungen ACi Ci^s ^a^j .... Ca 5 

mit l l^ Z| • . • . 2a 

bezeichnet, endlich mit X X^ ^ .... An 

die Neigungen der Geraden AC^ C^G^ C^C^ > > > » CnB 
gegen die Gerade ÄS, bestimmt durch die Gleichungen: 

A —j— , Aj j , Ag = ... An — = . 

Die. Grössen Z, 7^, ^j * * * ^ ^' ^i' ^s * * * ^^^ somit X, X^, X^ • . . 
seien ebenso wie die belastenden Elräfte, der Querschnitt und die materielle 
Bescliaffenlieit des Stabes gegeben; haben femer 

Ä, (Ä), a und JB, (B), ß 

die früheren (in Nr. 54 erklärten) Bedeutungen bezüglich des Zostandes; 
in dem sich der Stab an den Enden befindet, so sind auch von ihnen 
zwei durch die Bedingungen der Aufgabe gegeben : (Ä) oder a, jenachdem 
bei Ä, (B) oder ß, jenachdem bei B einfache Stützung oder Einklemmung 
stattfindet. Ausser den übrigen vier jener sechs Grössen sind nun zwßt 
auch die Reactionen 

Cj G2 G3 . . . Cn 
der gleich bezeichneten Zwischenstützen zunächst unbekannt , doch lassen 
sich durch sie und durch die gegebenen Elemente nach Nr. 64 jene ersteren 
vier Unbekannten ausdrücken, und indem man dann damit auch die 
iS? - Coordinate für jeden Punkt der elastischen Linie ausdrücken kann, die- 
selbe aber für die mittleren Stützen ^= d^, d^ . . . dn gegeben ist, erhält 
man eben so viel Gleichungen, wie zur Bestimmung der noch übrigen 
Unbekannten nöthig sind. Sind sie gefunden , so kann für jede Stelle 



m 



t 
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die Resultante der äusseren Kräfte , das Spannungsmoment , die Neigung 
und die Durchbiegung der elastischen Linie ausgedrückt und somit jede der 
hinsichtlich ihrer ausgezeichneten Punkte in früheren Fällen besprochenen 
Fragen auch hier beantwortet werden. 

68. — Wenn die Belastung jeder Abtheilung ÄC^, 
C1C2 ••• des Stabes in einer gleichförmig auf ihrer ganzen 
Länge vertheilten Las t und in solchen Kräften Pbesteht, 
die in gewissen Punkten concentrirt angreifen, so lässt 
sieh die Berechnung der zur weiteren Untersuchung nöthigen Unbekannten 
einfacher auf Grund der Gleichungen (149) in Nr. 63 ausführen mit 
Hülfe daraus herzuleitender Relationen zwischen den Spannungsmomenten 
(^1)/ (^2)» (^3) ^^ ^^^ Querschnitten über drei aufeinander folgenden 

Stützpunkten. Sind nämlich (Fig. 25) C^ 
^' ' und C2 die Punkte der elastischen Linie über 

den gleich bezeichneten Stützen , und ist 
Cji?! parallel AB , C^ Tj tangential an die 
elastische Linie, beide im Sinne von Cj gegen 
C2 gezogen , ferner C^ S^ parallel AH, Cg Tg 
tangential an die elastische Linie, beide im Sinne von Q gegen C^ ge- 
zogen, so sind bei den in der Figur angenommenen relativen Lagen der 
betreffenden Geraden die Winkel 

Si Ci C2 = H2 C2 C^ = ^', JSi Ci TjL = y 1 ; i?, Cg Tg = — y 2 » 
und man kann nun das Stück C^Cg ^es Stabes als einen Stab betrachten, 
der an seinen Enden unter den Winkeln 

C2C^T^ = y^ — l^ und C^G2T2 = K — Y2 

gegen die Gerade C^C^ geneigt eingeklemmt ist. Somit besteht zwischen 
den Unbekannten ((7^), ((?2)> Y% ®"^® Beziehung analog derjenigen, die 
aus den Gleichungen (149) für {Ä) und (JB) durcli Elimination von a 
erhalten werden kann , wenn darin ß = X^ — yg gesetzt wird. Ebenso 
kann eine entsprechende Beziehung zwischen den Unbekannten (C^), (Gi), 
y2 gebildet werden, um dann schliesslich aus beiden durch Elimination 
von Y2 ^^^ gewünschte Gleichung zwischen ((7^), (Cg), (Cg) zu erhalten. 

Setzt man nun diese Gleichung n mal , d. h. so viel mal an , als je 
drei aufeinander folgende Stützpunkte (die Endpunkte Ä, B mitgereclmet) 
vorhanden sind, so hat man in Verbindung mit zwei weiteren, von denen 
die eine zwischen (Ä), (Ci), cc, die andere zwischen (Cn) , (B) , ß nach 
dem Muster der obigen Beziehung zwischen ((7^), ((?a)? ^2 gebildet werden 
kann , im Ganzen w -|- 2 Gleichungen , wodurcli die n Spannungsmomente 

(^1)? (^2) • • • (^n) ^^^ ^^^ ^^^^ nicht gegebenen der Grössen (A) , a, 
(B)^ ß bestimmbar sind. 

Was dann die Kräfte Ä, B und die Reactfonen (7^, Cg . . . der 
gleichnamigen Mittelstützen betriffl , so ist zu berücksichtigen , dass 

Ci durch die Belastungen beider Abtheilungen ÄCi und (7^(7^, 

IL s» w. verursacht wird. Sind also S^ /% . • . 
diejenigen Theile der Reactionen 6\ 6^ • • • 
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die von den Belastungen der Abtheilungen CiC^ CgCg . 
herrühren , sind femer R R^ JB, . 

die Resultirenden der die Abtlieilungen AC^ C^C^ C^C^ . 
belastenden Kräfte und . . . . . . M M^ M^ . 

ihre Momente für die Punkte ... C^ C^ C^ 

so muss an der (durch Schnitte bei A und Cj) isolirt gedachten Stab- 
strecke AC^ Gleichgewicht bestehen zwischen ilirer gegebenen Belastung 
und den Kräften und Kräftepaaren : 

A und {A) j an der Endfläche bei A<i 
R — A und (Ci)j „ „ ,, „ Ci angreifend, 

desgleichen an der isolirt gedachten Stabstrecke C^C^ zwischen ihrer 
gegebenen Belastung und den Kräften und Kräftepaaren : 

Si und (Cj), an der Endfläche bei C^, 
Ry — Sy und (Oj), ,j », », j, C^ angreifend u. s. f. 

Dem Gleichgewicht entsprechen die Gleichungen : 

{C^) = {A) + Al — M; iC,) = (C,)-\-SJ, — M^ etc., 
und ergeben sich daraus die folgenden Bestimmungen der Unbekannten 



4=^+^ 



i 



'^2=-7 1 7 ' Oi—Mi 01-+-02 



l 



2 



l 



2 



(165). 



Somit sind dann wieder die w -|- 4 Unbekannten Ay C^ G^ . * . (7n, B 
und (A) resp. a, (B) resp. /? gefunden, zugleich als Hülfsgrössen die Spannungs- 
momente in den Querschnitten liber den Mittelstützen, die übrigens als 
relativ grösste zur Beurtheilung der Anstrengung des Stabes ohnehin zu 
berechnen gewesen wären. 



69. — Ausgeführt werde das so eben erklärte Verfahren beispiels- 
weise für den Fall , dass der Stab aucli an den Enden Ay B 
ebenso wie in denZwischenpunktenCi, Cj-«. nuneinfach 
gestützt, und dass er in den einzelnen Abtheilungen nur 
gleichförmig belastet ist: 

mit p Pi Ih ' ' ' P^^ Längeneinheit 
in den Abtheilungen =11^1^,,, 

Aus den Gleicliungen (98) in Nr. 55, nämlich mit P=0 und 
Qz=pl aus den Gleichungen : 



(^) 



i 



H 7 — (" 



\ 



12 



l 



ß+2/S) 
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folgt nun durch Elimination von a resp. ß: 



(166). 



Analog der ersten dieser Gleichungen ist mit ß = ^i — y^ (^^g* 25): 
und analog der zweiten mit a = ^2 — ^ *• 

Aus beiden zusammen folgt durch Elimination von ^g * 

l,(C,)+2il, + k){C,)+k{C,) = -^^^^^ (167), . 

. . 6^ — ^1 . d^ — ^2-4. 

worm itj = — ^-^ — ~ , Ag = —5-- — — ist. 

Analoger Weise lassen sich hiemach n Gleichungen von folgender 
Form bilden, in denen jH^, ^3, ^3 . . . H^ bekannte Grössen sind: 

h (Gl) + 2 (?i + k) (C,) + k(C,) = H, 



'«.-.-ii« 



i„_l ((7„-l) + 2 (Zn-l 4- 4) ((7n) = fia • 

Addirt man diese Gleichungen, nachdem 

die zweite mit f/2 = — 2 "T ^ 

die dritte mit ^Ug = — y 2 ^7" ^ ^2 

die vierte mit iii^ = ^ 2 ^7" * ^3 etc. 

moltiplicirt wurde, so fallen alle Unbekannten ausser (Cj,) fort, die somit 

ans der resultirenden Gleichung gefunden werden kann, darauf (Cn— 1) 

aus der letzten, (Cü— 2) aiis der vorletzten u. s. f. der einzelnen 
n Gleichungen. 

Danach findet man gemäss Gleichung (165) nach und nach: 

^— 2" + T" 

\=P^ + ^^-f^; 6;=^-«.+^ etc. 
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Sind femer . . . . D D^ D, ... die mittleren Bmchputikte 

in den Abtheilungen l l^ l^ • * . 

und d dl ^2 • • • ^^^^ Entfemongen 

von den Punkten . Ä C^ Q . . . 

so ist nach Nr. 56, Gleichung (103) : 

A A^ ' 



P 

d,= ^' 



2p 

8,^ 



(A)=(^i) + 



2p, 

, , (A)=(C,) + ^ etc. 
Pi ^Pi 

Diese >^ + 1 Spannungsmomente (D), (Dj ) • • • mid die absoluten Werthe 
von {Ci\ (Ca) . . . sind die relativen Maxima des Spannungsmomentes j!f. 

Femer sind nach Nr. 56, Gl. (105) die Abstände f f, /a • ' * 

der Wendepunkte F F^ i^a • • • 
von den Stützpunkten Ä Cj (7a • • • 

Pl 

U = d^±V^*+'^— etc., 

Pt 

und entsprechen die doppelten Vorzeichen je zwei solchen Punkten in jeder 
mittleren Abtheilung. 

Schliesslich ergeben sich die Winkel o, ^i» /s • • • *'^^ ^^^ "*"'' 
Analogie der zweiten Gleichung (166) gebildeten Gleichungen: 

2(C,) + (Ci) = -^ + -^(,%-^) etc. 

und damit die Gleichungen der einzelnen Abtheilungen der elastischen 
Linie. So folgt z. B. für die Abtheilung CiC^, wenn der Anfangs- 
punkt der Coordinaten x y z \n dem über C^ liegenden Punkte von AB 
angenommen wird, aus der Momentengleichung 

durch zweimalige Integration : 



EJ 






6 
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70. — Wenn insbesondere alle Stützen gleich hoch 
d in gleichen Entfernungen liegen und die Belastung 
f der ganzen Länge des Stabes gleichförmig vertheilt 
: , also im Falle 

3i= ^2 = ^3 • • • =0; ^ = ^^^ = ^2 . • • =0 

;eben sich beispielsweise für 3, 4 und 5 Stützen die folgenden Resul- 
B, die, weil in gleichen Abständen beiderseits, von der Mitte des Stabes 
lieh, nur für die dem Endpunkte Ä zunächst liegende Stabhälfte ange- 
jen sind. 

1) Bei 3 Stützen A G^ B ist: 

d = ^l\ (2)) = 0,0703 2?^^• /•=0,75ü. 

2) Bei 4 Stützen A C^ C^ B ist: 

5 a 

fz=0,Sl; /; = 0,276 L 

3) Bei 5 Stützen A G^ G^ G^ B ist:. 

rf=^Z; (D) = 0,0772i>Z^ ^i==y^; (DO = 0,0364 pZ^ 
f= 0,786 l] /; = 0,266 l und 0,805 l. 

71. — Die n -f- 1 Längen l l^ ?j . . . In 
und n + 1 Winkel X "k^ Ä^ . . . An , 
odurch die Lagen der n Zwischenstützpunkte gegen die Gerade AB, nämlich 
re Ordinaten (Senkungen unter AB im Falle eines durch Schwerkräfte 
lasteten horizontal liegenden Stabes) durch 

(Jj = ?A; 8^ = d^-\-l^X^'j <^3 = ^^2 ~l~ ^2^2 ®^^* • (1Ö8) 

stimmt sind, können so gewählt werden, dass dadurch ausser den 
leichungen : 

1-tI\ +'2 4" • • • "r ^n ^=AB\ (169) 



h =AB\ 

!n^= J 



[>durch sie ihren Bedeutungen zufolge verbunden sind, noch 2m Be- 
ugungen erfüllt werden, dass z. B. die Spaönungsmomente in 2w -f- 1 
iativen Bnichquerschnitten einander gleich werden , oder dass , w^iwa. <X\ft 
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Widerstandsmomente TP, TT" (Nr. 49) des Stabes für den einen und 
den umgekelirten Biegungssinn verschieden sind , die unter eich gleichen 
relativ grössten Spannungsmomente für die im ersteren Sinne gebogenen 
Stabtiieile dasselbe Verhältniss zu TP wie die unter sich gleichen relativ 
grössten Spannungsmomente für die im anderen Sinne gebogenen Stab- 
tiieile zu TP' baben , um so die gi-össten Spannungen für alle diese rela- 
tiven Brucliquersclinitte gieicli gross zu erhalten. Ist der Stab auch an 
den Enden A, B nur einfach gestützt, so sind überhaupt nicht mehr als 
2w-|- 1 relative Bruchquerschnitte vorhanden: je einer bei den n Zwischen- 
stützen und in den durch sie begrenzten n-\- 1 Abtheilungen. Wäre aber 
der Stab bei Ä oder bei J5 oder an beiden Enden eingeklemmt, so kämen 
die Spannungsmomente daselbst als relativ grösste liinzu , und müsste dann 
noch der betreffende Einklemmungswinkel a resp. ß oder jeder von ihnen 
zu Hülfe genommen werden, um durch entsprechende Bestimmung die 
verlangte Gleichheit der grössten Spannungen in allen relativen Bruch- 
querschnitten zu erzielen. 

Beispielsweise seien für den in Nr. 69 behandelten Fall eines an 
den Enden und in 7i Zwischenpunkten gestützten und in 
den einzelnen Abtheilungen gleichförmig belasteten 
Stabes die Lagen d er Z w is ch enstü tzen so zu bestimmen, 
dass die 2n-{-i relativ grössten Spannungsmomente 
einander gleich werden. Für die Grösse 

itf=(D) = (A) = (A) • • • =~((7i)=-(Ci) . . . 

dieser Spannungsmomente ergiebt sich zunächst aus den Ausdrücken von 
(D) und Ä in Nr. 69 : 

2p \ 2 l ) ~ S 2"^ 2pP 

M^—SpPM-{-^^ = 0; M=(^—V2)pP=0,0SbSpP (in)' 

Dass nicht etwa M={ [-V^)p^^ ^®^ Aufgabe entsprechen könne, 

folgt daraus, dass wegen 

A = ^ — ^>0 jedenfalls M<^ 
2 1 2 

sein muss. Aus den Gleichungen für (Dj), (Dj) . • . und S^y S^ * * * ^ 
Nr. 69 ergiebt sich nun weiter: 

^-\-2-^^)P^ ~4i?i ~4ä 4i)„_i 2i>A 2 hl 

II 

wodurch die Längenverhältnisse -j- , -y- . . . und mit Rücksicht auf di« 

erste Gleichung (169) die Längen Z, i^, ig . . . selbst bestimmt sind. An0 
den nacli Analogie von (167) gebildeten Gleichungen für (C,), (C,) • • - 
folgt dann; 
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M 



- r 



pP-hPik^ 



-6EJ{l-xS\ 



_ 1 '^Pshl±P^_QEJ(k-X,)] 



(172), 



1 



3 ?n — 1 -j- 2 üx 



p„_X?n-^»+i^J..» _g^^^.^^_^_ ^^)J 



ind sind dadurch mit Rücksicht auf Gleichung (170) zunächst die Wiukel- 
lifierenzen : 



A ^~"" A< j A| "~~" Aq ^ A( 



2 



'8 



• ■ • 



dann mit Rücksicht auf die zweite Gleichung (169) die Winkel Ä, l^, 
^ . . . selbst, und endlich nach Gleichung (168) die Grössen d^ , ^3 . . . 
bestimmt. 

72. — Wenn insbesondere j:>=^Ji =2^2 • • • ist, so entspriclit der 
in voriger Nummer behandelten Aufgabe eine solche Anordnung der 
Stützen, dass 

A -f- Au = ^ + ^ _ 1 . . . = ; (Jj = dn , (^2 = dj, _ 1 . . . 
ist. Aus Gleichung (171) folgt dann : 

^ = 4^-1-— f/'2= 1,1717; -^ = 0,8535 

und wenn ÄB=2l + {n — l)li=(n-]-l)V 

n-\-l 

I ' 

( Damit und mit dem Wertli von M nach Gleicliung (170) ergiebt sich 
WB Gleichung (172): 

pP 



= 0,02982 



EJ 



*! A2 ^2 Ag . . . Ah — 



= 0,03352 






EJ 



; ^ durch Addition aller dieser Gleichungen für X — X^ , X^ — Ag , . • . 

i — in = 2i = [2. 0,02982 + (w — 2) 0,03352] ^, 

A = (0,0l676n-^0,0037)4rF , 



^^^^P 'wonacli k-^ , i^ . . . cier Keihe nach aus den Gleicliungen Fiir A — jI,, 

^^^ i^ — ig . . . gefunden werden. Ist M' ^nipl" das gröaste Spannimgs- 

F moment, das unter übrigens gleichen Umständen dann stattfiiideu Wurf«, 

I wenn alle Stittzen gleich hoch und in gleichen Entfernungen ( ^ Vj lägen. 

^^ BO dasB nach Nr. 70 inebesondere 

^^_ für n= 1 2 

^ "' = T Tö 23 



I lässt das Verhältniss 



^_ 0,0858/ i 



(4)" 



erkennen , in welcliem Grade durcli diese vortheilhalleBto in Vergleiuh mii 
jener einfaclisten Anordnung der Stützen die Anstrengung des Materiali 
verkleinert wird. 

Hiemach findet man k, B. für 3 Stützen («=l): 

fiir 4 Stützen (u= 2): 

i = /j, = 0,94ä9f ; Z, ^l,l082i' 

für 5 Stützen (w = 3): 

1 = 1^ = 0,9211'; /,=Za = 1,079/' 

cl,=rf,^ 0,0-1658^; dg =0,06622 |i^ ; 3I=0,Q79M'. 



b, Gerader stabförmiger Körper von veränderlichem Querschnitte. 

73. — Wenn der im ursprünglichen (spannungslosen) Zustande geraih 
stabformige Körper, der gemiLss Nr. 40 als symmetriscli in Beziehung auf 
eine die Eichtungslinien aller äusseren Kräfte enthaltende Ebene vorans- 
geeetzt wird (oder wenigstens als so gestaltet , dass seine Querschnitte io 
Hanptaxen fiir ihre Schwerpunkte von der Kraftebeno geschnitten werden], 
einen veränderlichen (an verschiedenen Stelleu verscliiedenen) Querflcbnitt 
hat, BO kann seine Anstrengung (die in seinen verseliiedenen Punkten atatb- 
lindendo Spannung a) und seine Biegung für gegebene StützuDgs- tud 
Belastungs weisen des Stabes nach denselben Methoden gefunden werden, 
wie sie für den Fall eines prismatischen , also eines stabrörmigeB Körpen 
Ton überall gleichem Querschnitte im Vorhergehenden erklärt und benotil 
wurden ; nur wird ihre Anwendnug weniger einfach. Auch können dann 
ausser golclien Stetigkeitsunterbrechungen der elastischen Linie, die dturh 
örtlich concentrirt angreifende Kräfte P oder durch unstetige Aenderungen 
der speciliBcheu , d. i. der auf die LS.i\gcaeinheit bezogenen Belastung Ji 
nnireaclit werden, noch solche vurkommen, Äie \oa ttnfc\*>Ä^«&. ' 



^»d^UDl^^^^Kl 
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les QaerechDitta an gewiason Stellen des Stabes lierrühren und von der 
weiten Ordnung sind , d. Ii. einer sprmigweiaen Aenderuug des zweiten 
[)ifreTentialquotienteu der Ordinate nach der Absciaae der elastiaclien Linie, 
lämlicfa einer Sprung weisen Aenderung ilires Krümmungshalbmessers g 
mtspcechen. (Nr. 48.) 

74. — Beispielsweise habe ein Stab von der Länge ÄS=^l einen 
eränderlicben Querschnitt, daas dessen Trägheitsmoment für seine 
Biegungsaxe der dritten Potene einer gewissen Dimension proportional ist, 
die von dem Wertlie h bei Ä bis aum Wcrthe 7i, ^^nk bei B propor- 
tional dem Abstände j: von A abnimmt , so dass sie in diesem Abstände 



-(»-*.)f=''('-V-"-) 



1- 



somit das entsprechende Trägheitsmoment ;= JX' ist , wenn ea für 
den Querschnitt bei A mit J bezeielinet und zur Ablifirziing 

gesetzt wird. Dieser VoraussetKung entspricht u. A, ein reehtecliiger Quer- 
schnitt von conatanter Breite , dessen Höhe (mit der Biegungsebene pa- ' 
^lele Seite) von k bei A bis Aj bei B gleichförmig abnimmt , oder ein 
DÜiptischer Querschnitt, dessen zur Biegungsebene senltreclite Hauptaxe 
konstant ist, während die andere von h bei A bis /«, bei S gleichförmig 
abnimmt. 

Ein solclier Stab sei an den Enden so eingeklemmt , dass daselbst 
die elastische Linie unter gewissen kleinen Winkeln et und ß gegen die 
iüa a>-Axe (mit A als Anfangspunkt) angenommene Gerade AB geneigt 
ist, welche Winkel positiv oder negativ gesetzt werden, jenaehdem sie von 

pj jj der a-.-Axe aus auf der Seite der 

positiven (Fig. 26) oder der nega- 

— g "^!j,j -p— — Jt tiven y-Axe liegen, die im Punkte 

ist. Wäre der Stab prismatiscli (das 

k, 
VerjüngungsverhältnisajJ^-i^:^!), 
h 
Nr. 65 , Gleichung (98) die Spannungsmomente in den 
Endquerschnitten bei A und B, insoweit sie nur von den Einklemmnngs- 
^iakeln a, ß abliängen: 

(^) = ^C2«-fl; (B) = ^{lß-a). 

Bei dem vorliegenden nicht prismatischen Stabe sind diese Spannungs- 
igleich vom Verjüngungaverliültnisse n abhängig, und es sei die 
&.tifgabe, Üire Ausdrücke zu entwickeln , deren Kenntniss u. A. für ein 

E folgender Nummer zu besprechendes Problem des Maschinenbauea von 
(«resse ist. 

Ist zu dem Ende noch A die am gleiclmamigen Stabende wirkende 
ieactionskraft , ebenso wie (A) nur mit Rücksicht au? den "Evft^ivföa iftt 
^" mngswinkeJ und «Jg'ebraiscli verstanden in Aewv bSsW-cv^ftw ^^«1 
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Nr. 54 erklärten) Sinne, so ist die Momentengleichimg (DifferentialgleichuBg 
zweiter Ordnung) der elastischen Linie: 

Die erste Integration derselben giebt mit Rücksicht darauf, dass, wenn 

X = a + 6a; (hier ist a=l, 6 = j — j 

gesetzt wird, fax 1 HIX 1 

JxJ~TJ'X^~~2b^ 

fxdx _ 1 r{X — a) dX_ 1 / 1 a \ 

J X^ ~ h^J X» ~b^\ X "^ 2XV 
ist, und indem die Integrationsconstante mit Rücksicht darauf bestimmt 

wird, dass x^=0, -r^ = ^ zusammengeliörige Werthe sind: 

f(.-.,).(„-|='-")y)+-^'(j,-.)+.,(i-.), 

woraus durch abennalige Integration mit Rücksicht auf 

rdx _ 1 fdX_ 1 

J X^~ bJ X^ ~ bX 
fax 1 fdX 1 , ^ 

y-x=T7x- = T^^^ 

und darauf, dass x = 0, y=0 zusammengehörige Werthe sind, ge- 
funden wird : 

-^(1— n)3(a^ — y) = 

_a-^K^A^[z(^_i)_(i>.^)^] 

Wenn in diesen zwei durch die erste und die zweit« Integration ge* 
fundenen Gleichungen 

x = l, X=l—(l—n) = n, ^ = — ß, y=0 

gesetzt wird, so gehen sie über in : 

^^'^n^(a + /?) = (1 + w) (Ä) + Äl 



l 
2EJ 



n(l—nya = (l—ny(Ä) + (l—n^-\-2nlnn)Al, 



l 
woraus sicli durch Elimination von A ergiebt: I 



(^)=^'^ 



1^(1 — w) (3» — 1) — 2«^ In IJ a _j_ „ ^1 _ „2 _^„ ^„ ij|J 

2(l-»)-(l+«)?«— (173), 
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w = 1 wird diese Gleichung, wie es sein muss : 

m der Werth des zunächst in unbestimmter Form erscheinenden Aus- 
3ks auf bekannte Weise bestimmt wird. Aus dem Ausdrucke von (Ä) 
ilt man endlich den von (B) durch Substitution, von a für ß, ß für a, 

für n und n^J (als Trägheitsmoment des Querschnittes J?) für J 

h. für das Trägheitsmoment des Querschnittes A) : 



l 



n 



2 



n 



_2Z„i-)« + [(l-«)(3-w)-2?w-l]|? 



2(1 — n) — (l 4- n)ln — 

n 



(174). 



Fig. 27. 



75. — Im Falle des in voriger Nummer betrachteten Stabes ÄS 
inden sich die Arme von Transmissionsrädern (Zahnrädern, 
imenrollen etc.), überhaupt von Bädern, an deren Umfange eine Kraft 
kt, die den Radkranz gegen die Nabe zu verdrehen strebt und dadurch 

die mit beiden Theilen fest verbundenen Arme auf 
Biegung in Anspruch nimmt. Ist ASi (Fig. 27) 
die ursprüngliche Axe eines .solchen Radarms und 
li^CJB der Winkel, um welclien der Radkranz gegen 
die Nabe verdreht wird , so wird dadurch der Arm 
so gebogen, dass seine elastische Linie den Radius 
CJS^ bei A, den Radius CB bei JB berührt, und 
ist er somit als ein stabförmiger Körper zu- be- 
trachten, der bei A unter dem Winkel JBAJS^ , bei 
JS unter dem Winkel ABC gegen die Gerade AB 
geneigt eingeklemmt ' ist, jener auf der einen, dieser 
auf der anderen Seite von AB liegend, so dass 
ersterer gemäss den in voriger Nummer angewandten 
Bezeichnungen = — a zu setzen ist, wenn letzterer 
= ß gesetzt wird. Die elastische Linie hat unter 
diesen Umständen einen Wendepunkt, von dem aus 
e Krümmung nach den Enden hin zunimmt , woselbst die Gefahr des 
iches am grössten ist. Es sei die Aufgabe, die übliche und nach 
t der Voraussetzung in Nr. 74 stattfindende Ver- 
ngung der Arme von A bis B so zu bestimmen, dass 
e grösste Spannung in beiden Endquer schnitten gleich 
08 s ist. 

Zu dem Ende ergiebt sich aus den Gleichungen (173) und (174) 
J Verhältniss der Spannungsmomente in diesen Querschnitten als Func- 
a der Winkel a, ß und des gesuchten Verjüngungs Verhältnisses ni 




r = n 



8 



(^ 



— Yl' 



n 



2;„i-)a4-[(i_„)(3-n)-2ki-]/S 



[(1 — «) (3w— 1) — 2m« ?w — 1 a + M ( 1 — «« — 2m if»— )/S 
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Von denselben ist hier (Ä) negativ, so dass, wenn die grösste Entfernung 
eines Punktes von der Biegungsaxe im Querschnitte ^ = e, also im Quer- 
schnitte jB = ne ist, der obigen" Forderung die Gleichung entspricht: 

-(^)7=(^)i:^ oder ^ = -«3, 

woraus durch Gleichsetzung n;iit obigem Ausdrucke desselben Verhältnisses 
gefunden wird : 

(1 — w)(3 + w2) — 2(l + w«)in — 

n ^ ^ n 

Ist aber (Fig. 27) die Arnüänge AB^^^l und der Badius AC der 
Nabe = a, so folgt aus dem Dreiecke ABC mit Rücksicht darauf , dass 
— a und ß sehr kleine Winkel sind : 

sin ( — a) a Z + a 



(175), 





sinß 


ß a 




l 


« 1 


{i-ny 




a 


^ 2n(l+^i 


fi^)ln ^ (1 


-w) (1 + 3^2) 




z. B. — = 1,05 
a 


1,64 2,68 


3,96 




für n— — 
5 


: »•' 


2 

3 



Für n=l ergiebt sich — = — = , während — = c» der Gleichung : 

2n(l + n^)ln- (1 — w)(l + 3w2) = 

entspricht, woraus man 

w= 0,577 . . . sehr nahe = l/ — 

' ö 

findet. Um in Ermangelung allgemeiner Auflösbarkeit der Gleichung (175) 
nach n das einem gegebenen Verhältnisse — entsprechende Verjüngungs- 

Cv 

verhältniss durch eine Näherungsformel auszudrücken, kann man im An- 
schlüsse an die zusammengehörigen Grenzwerthe 

— = 0, n==l und — =00, n==y -r- 
a a ^3 



-V: 



14- xa 
n — ■' 



dl-{-xa 

setzen und darin dem CoefBcienten x einen solclien Werth beilegen, dass 
diese Formel sich ausserdem für ein mittleres Verhältniss der Dimensionen 
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l und a mit Gleichung (175) in naher Uebereinstimmung befindet. Soll 

2 1 12 . 

sie z. B. w = — ^ für — = 4 geben, so findet man x= — und somit 

Sa 5 

""-y nl+12a' a 5(3w«-l) • * ^^^^^' 

4 3 2 

z. B. für w = — — 0,7 — 

5 4: 3 

— =0,94 1,53 2,60 4 

a 

statt 1,05 1,64 2,68 3,96. 

Ist nun P die an einem Hebelarme CD^CB (Fig. 27) auf Ver- 
drehung des Radkranzes gegen die Nabe wirkende Kraft, und die An- 
zahl der Arme, so kann die auf den einzelnen Arm AB entfallende , bei 

P 

D im Sinne des Pfeils (Fig. 27) angreifende Kraft = — durch eine gleich 



grosse und gleich gerichtete in B angreifende Kraft und durch ein Kräfte- 
paar ersetzt werden, dessen Wirkung, in relativer Verschiebung der con- 
centrischen Schichten des Radkranzes bestehend, hier nicht in Betracht 
kommt, und es ergiebt sich somit das Spannungsmoment im Querschnitte 

P 

bei Ä als Resultat der Kraft = — und des Kräftepaares = (JB), die zu.- 

sammen in einer Schnittfläche des Arms bei B angebracht werden müssten, 
um ihn in ungeändertem Gleichgewichtszustande zu erhalten: 

also mit {B) = — n^(Ä) bei Voraussetzung des durch Gleichung (175) 
resp. (176) bestimmten Verjüngungsverhältnisses n: 

- C-^) = (1 + n>)g • 

Dieses Spannungsmoment muss = k — sein , wenn Je die höchstens zu- 

e 

lässige specifische Spannung oder Pressung ist, und ergiebt sich daraus 

für die Querschnittsdimensionen bei Ä die Bedingung : 

— = ,, /\. , (177). 

Ist z. B. der Querschnitt des Arms (abgesehen von etwa seitlich vor- 
tretenden Verstärkungsrippen) rechteckig von constanter Breite = mh, 
während die Höhe von h bei Ä bis nh bei B gleichförmig abnimmt, 
80 ist: g 

— = -— , also h = y ——- r^-y . (178). 

76. — Stabförmige Körper von veränderlichem Querschnitte sind 
besonders als sogenannte Körper von gleichem Widerstände 

Grathof, Elasticität und Festigkeit. 8 
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von Interesse^ d. Ii. als Körper, in deren sämmtlichen Qaerschnitten die 
gegebene Belastung eine gleich grosse Maximalspannung a* z=:]c* und 
Maximalpressung o** = k** verursacht. Nach Nr. 41 entsprechen dieser 
Forderung die Gleichungen: 

"F~F~F+JF""ltf' • • • • (179), 

woraus sich in Verbindung mit der Momentengleichung 

EJ 

= M und mit e* 4- e" = Ä 

der Krümmungsradius der elastischen Linie eines solchen Körpers von 
gleichem Widerstände : 

_ EJ_ Ee' _ Ee*' _ Eh 

also proportional der Höhe h des betreffenden Querschnitts ergiebt. 

Im Folgenden sollen einige Beispiele solcher Körper von gleichem 
Widerstände betrachtet werden, die der Voraussetzung 

e' = e"==e, also k' = V' = h " 

entsprechen. Das Aenderungsgesetz des Querschnitts und der Krümmungs- 
radius der elastischen Linie werden dann ausgedrückt durch die Glei- 
chungen : 

J M Ee Eh ,,„,, 

T=T'^=ir=^ • • • • (1«^^- 

Wenn hiernach solche Querschnitte , für welche M verschwindend 
klein ist, sich selbst verschwindend klein ergeben, so ist zu bemerkt; 
dass sie in Wirklichkeit doch schon deswegen eine endliche Grösse er- 
halten müssen, weil die hier einstweilen vernachlässigte resultirende Krafk 
i2 einen verhältnissmässig um so grösseren Einfiuss ausübt , je kleiner U 
ist, dass sie also vorzugsweise oder selbst allein maassgebend wird, ytoU 
sehr klein oder gar = Null ist. Die betreffende Correction der hier zu 
bestimmenden Körper von gleicliem Widerstände bleibt späteren Unter- 
suchungen vorbehalten. Immerhin sind es in der Regel nur kleuie Quer- 
schnittsdimensionen, wodurcli diesem Einflüsse genügend Rechnung ^ 
tragen ist, so dass, wenn für einen mittleren Querschnitt M=0 wird, 
einem Wendepunkte der elastischen Linie entsprechend, der Stab daselbst 
durchschnitten und die Verbindung beider Theile ohne Störung des Gleich- 
gewichtszustandes durch ein Gelenk licrgestellt werden könnte. 

Die blosse Berücksichtigung von Nonnalspannnng^ 
in den Flächenelementen der Querschnitte und beson- 
ders in den von der Biegungsaxe entferntesten Punktö» 
derselben kann übrigens streng genommen schon ^ 
und für sich in Folge veränderlicher Höhe des Qu^^ 
Schnitts einer Correction bedürftig sein. Ist nämlicb 
OX (Fig. 28) die Stabaxe, XOZ die Kraftebene, Pei» 
Punkt der Durchschnittslinie dieser Ebene mit der 
Körperoberfläche, q> der Winkel, unter welchem die 
Tangente PT dieser Durchschnittslinie gegen die Stabaxe geneigt ist, '^' 
ferner die Kraftebene Symmetrieebene des Stabes, so dass sie die Normale PJV 





Fig. 28. 
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der Korperoberfläche Im Punkte P entliält und deren Neigungswinkel 
a, ß, y gegen die rechtwinkligen Coordinatenaxen der x, y , z: 



sind , so müssen , wenn eine äussere Kraft an dieser Stelle der Korper- 
oberflaehe nicht angreift , die Spannungscomponenten daselbst den Glei- 
chungen 

^ (7k sin gf + ly COS q) 

= Tj s«M 9) + T, cos ff 

= Ey sin y + ff; cos f 

entsprechen, in welche die Gleichungen (3), Nr. 3, mit p^ö und ohigen 
Werthen von a, ß, y übergehen. Daraus folgt, dass zwar Uy, t^ und 
ft :^ Xall gesetzt werden können, das9 aber 

Ty = — ffs f jf (jp und ai = ~~%ytgif=üttg^(p 
ist, dasB also, sofern a^ nicht =^0 ist , Ty und a^ mii" dann rerschwinden, 
wenn, wie bei einem prismatischen oder allgemeiner bei einem stabförmigen 
XBrper von conatanter Querschrdttahölie Ä , der Winkel qi^^i) iat. Mit 
O j ;^= Ti ^: Tb ^= geht nun die Gieiuhung (8), Nr. 6, zur Bestimmung 
'der Hauptspannungen a über in : 

— (ff, — a)a {a^ —a)+ azy^^O , 
■woraus folgt, das3 eine Hauptspannung ^^= ist, während die anderen 
' die Wurzeln der quadratischen Gleichung : 

(ffi — ff)(ff2 — ö) — ^Ty*=:0^ — (Ö1+ ffi) ff+ ffxffi lyä;^0 

sind. Indem aber gemäss den obigen Ausdrücken von ff^ und ty 



1 



ist, so ist aurli eine zweite Hauptspannnng ^ , und d 


B dritte: 


„=5.+ <,. = (l + ij»,r. . . 


. . (189). 


Dtn sie otine wesentliclien Fehler = a^ setzen zu dürfe 


j , wie im Fo 
> die Dnrol 



»obnittslinie der Körp erü berfläc li e mit der Kraftebene 
Oberall unter einem nur kleinen Winkel gegen die Stab- 
sxe geneigt ist. Aus älinlichen Gründen Ist überhaupt die diesem 
EUzen, von geraden stabförmigen Körpern handelnden Abschnitte zu 
""linde liegende Annahme; ijy:^ac^=ti^ (Nr. 24) an die Voraus- 
Mtiung gebunden , dass die Durch sclinittslinien der Körperoberfläelie 
""l Ebenen , welche durch die (als x- Axe angenommene) Stnbaxe 
gelegt werden, überall unter kleinen Winkeln gegen diese Axe geneigt 

Schliesslich ist zu bemerken, dass, wenn die Veränderlichkeit des Quer- 
"linitts eines auf Biegung in Anspruch genommenen stabförmigen Körpers 
"igltich eine solche der Querschnittshölie h^ c' -{- e" in sich begreift, 
"W Voraussetzung einer von den Richtuagslinien der äusseren Kräfte recht- 
t'inkelij; gescbniftenen geraden Mittellinie des in Bezug auf die Kraftebene ^H 

Kchen Stabes streng genommen solche Neigungen (f' und <^' d«x ^^H 
^ '■ 1 
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Axe gegen beide Durelisclmittslinien der Körperoberfläche mit der Erafl- 
ebene erfordert^ dass für denselben Querschnitt 

tg(p'\tg(p'* = €fie" (183) 

ist. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so treffen die Regeln (179) bis 
(181) für Körper gleichen Widerstandes und überhaupt die Biegungsgesetze 
gerader stabformiger Körper auch nur angenähert zu. Wenn z. B. ein 
aus einer verticalen Wand hervorragender, durcli Schwerkräfte zu belastender 
consolartiger Träger (Fig. 29 und Fig. 31) von rechteckigem Querschnitte 
oben durch eine horizontale Ebene begrenzt ist, so ist bei einer geneigten 
Ebene als unterer Begrenzung (Fig. 31) zwar die Mittellinie noch gerade, 
aber nicht mehr horizontal , also auch nicht senkrecht zur Richtung der 
äusseren Kräfte ; würde gar die untere Begrenzung durch eine krumme 
cylindrische Fläche gebildet (Fig. 29), so würde auch die Mittellinie eine 
krumme Linie. Indessen ist der Fehler, der dadurch begangen wird, dass 
man in beiden Fällen die durcli die Belastung verursachten Spannungen 
ebenso beurtheilt , als ob der Träger oben und unten durch solche Cylinder- 
flächen begrenzt würde, wie sie der Bedingung (183), also einer horizon- 
talen geraden Mittellinie bei demselben Aenderungsgesetze des Querschnitts 
entsprechen , wiederum nur klein , wenn der Querschnitt nur sehr langsam 
längs der Mittellinie des Stabes veränderlich ist. 

77. — Soll z. B. der Körper AB (Fig. 29) von der Länge i, der 
bei A eingeklemmt und durch die am freien Ende 3 angreifende Krafk P 
p.^ 29 belastet ist, als ein Körper gleichen Wider- 

standes gebildet werden mitrechtec k igem 
Querschnitte von constanter-Breite 
h , so sind dessen Höhen A bei ^ nnd y in 
der Entfernung x von B nach GleidiiiDg 
(181) bestimmt durch: 

ß 6 ^ 



l/ßPl , y^ X 
woraus h = y ,, und ■fj = -7- .... (184) 

folgt. Wird freilich der Körper, wie Fig. 29 darstellt, so gestaltet, dass 
er nur unten durch eine parabolisch-cylindrische Fläche, oben aber durch 
eine Ebene begrenzt ist, so entspricht er der Forderung gemäss den Be- 
merkungen in Nr. 76 nur angenäherter und zwar gegen das Ehide B in 
abnehmendem Grade angenäherter Weise, nicht allein wegen einstweiliger 
Abstraction von den durch die Kraft P verursachten Schubspannungen, 
sondern auch mit Rücksicht darauf, dass schon die ursprüngliche Mittel- 
linie nicht gerade ist , und dass der Winkel q) in Gleichung (182) gegen 
B hin sogar bis 90® wachsen würde ohne die (später zu bestimmende) 
Vergrösserung von y an dieser Stelle. 

Abgesehen von dem Einflüsse dieser Umstände hat man zur Berech- 
nung der Durchbiegung d bei B nach Gleichung (181): 

Ey Ehl/T /- . Eh 

= --f- = -Try-|/ -rr- = ayX mit « = 7==, 

'^ 2* 2k ^ l ^ 2*}/T 
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Fig. 30. 




also mit Bezug auf das aus Fig. 30 
ersichtliche Coordinatensystem der x, z 
(a;-Axe parallel der Tangente der elasti- 
schen Linie im Punkte A) : 

d^z 1 1 



dx 



2 



aY\ 



X 



da 
dx 



— — — }/x+Const. = — (yi—/x) 



daraus mit x = l und gemäss der Bedeutung von a : 

,_ 2 iy7_ 2 j,/r ^^V^ _ 4: h P 
^~T~li T ^'^ ^ ~Ejr ~ S E h * 
oder mit dem aus Gleichung (184) folgenden Werthe von k: 



(185) 



._ 4_ 6Pl P 



SPP _^ P 



(186), 



SE bh^ h Ehh^ " EJ 3 
d. i. doppelt so gross wie unter übrigens gleichen Umständen die Durcli- 
biegung eines prismatisclien Stabes von constanter Höhe h, also constantem 

Trägheitsmomente J^=i——- seines recJiteckigen Querschnitts: siehe Gl, (88), 



12 



Nr. 60. 



Wird die Aufgabe dahin abgeändert, dass statt der bei E concen- 
trirt angreifenden Kraft P eine auf der ganzen Länge ^J? gleich- 
förmig vertheilte Belastung = pl vorhanden sein soll, so 
ergiebt sich bei übrigens unveränderten Bedeutungen der Buchstaben durch 
eine der obigen analoge Entwickelung : 

'2 6 




^ — ^ J 2 bli' 



px 



2 by 



2 



h 



='Vt 



T=f ■ ''^'>' 



entsprechend einer durch Fig. 31 dargestellten 
Körperform. Ferner mit Bezug auf Fig. 30 : 

Ey Eh . Eh 

0=-— 7-==— Y^a; = aa: mit a^3=—p: 



2h 

d^z 
dx^ 

l 



2kl 






ax 
dz 



—— = — In-^ mit Rücksicht auf ^-j— 
dx a X ax 



= für x = h 



s 



_^{^^_L4.1^ mit Rücksicht auf ^ = für ä;=0 
a \ X / 



/ 



und weil der Grenzwerth von xlnx für rc = : 
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Um (x In x) = lim — - — = lim — = Um ( — x) = 

X ^ X* 

ist. Aus der Gleichung für z folgt mit r& = Z : 

a~ E h~ E bh^ h~Ebh^~ EJ S ^ ^^ 

= dem Vierfachen der Durchbiegung, die nach Gleichung (88) einem 
Stabe mit constantem Querschnitte = bh unter übrigens gleichen Um- 
ständen zukommt. 

Wenn auch mit Kücksicht auf die vernachlässigten Schubspannungen 

liier eine Verstärkung des Körpers am Ende B in minderem Grade nöthig 

ist, weil hier die Schubkraft Il=px zusammen mit dem Spannungs- 

^x^ 
momente Jf = ■=-^ — nur allmählich von B gegen Ä wächst, so muss doch 

bemerkt werden, dass die gefundene Biegungs weise , welcher ohne solche 

dz 
Verstärkung -=— = c» für x = entspricht , nicht vollkommen realisirt 

CvX 

werden könnte , und damit dann auch nicht die verlangte Gleichheit der 
grössten Spannungen aller Querschnitte. 

78. — Soll der bei Ä eingeklemmte und bei B durch die Kraft P 
belastete stabfbrmige Körper von der Länge ÄB===l einen rechteckigen 
Querschnitt von constanter Höhe h erhalten , so sind dessen 
Breiten b bei Ä und y in der Entfernung x von B bestimmt durch: 

k = M-l = Pl-^ = Px ^ 



J bh^ yh^' 

... 1 , QPl y X ,^^^^ 

woraus sich ergiebt: o= , ,g ; -j-- = -j- (189> 

Die elastische Linie ist jetzt ein Kreisbogen mit dem Radius q = -—=- , als^ 

alz 

die Durchbiegung bei Bx 

'^-J^-'E'h'-Ebh^-YEjT • -^ ^^^"^ 

bh^ 
mit J= — — , d. h. 1,5 mal so gross, wie sie unter sonst gleichen Uoc»-' 

ständen bei constanter Breite b sein würde. — 

Bei gleichförmig Auf der ganzen Länge vertheiltff^ 
Belastung = pl erhielte man aus 

pP 6 px^ 6 



Jc = 



2 6Ä2 2 yh^ 
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Die elastische Linie wäre nach wie vor kreisförmig mit dem Radius 
Q=--^, folglich 



2k 



^ 2q~ E h—Ehh^-'' EJ 8 ■ ■ ^^^^^ 



= dem Doppelten der Durchbiegung eines prismatischen Stabes von der 
Breite h unter übrigens gleiclien Umständen. — 

Von diesen beiden Fällen findet namentlich der erste, einer bei B 
angreifenden Kraft P entsprechende, Anwendung bei zusammengesetzten 
Federwerken, Schichtfedern, die aus der durch Gleichung (189) 
bestimmten einfachen Dreiecksfeder gBg^ (Fig. 32) durch folgende Er- 

Pig 32 wägung abgeleitet werden können, 

nachdem die Geraden &6', dd^ . . . 

•.^^^ parallel mit der Grundlinie gg^ = h des 

^ ^^-,^ gleichschenkligen Dreiecks gSg^ in 

~r~t' 35"::>^^ . 1 

i "" I ^^ — ""*-->wji gleichen Entfernungen = — ?, ferner 

[~l"I^]ljJZ^^-^^^'^ ab, a'V, cd, c*d' * . . parallel mit 

-~^ — — -"^^ ^er Mittellinie AB gezogen wurden 

mit den aus der Figur erkennbaren 
Durchschnittspunkten ß, d, d* , , , 
Bezeichnet P' eine Kraft, die der bei B angreifenden und zur Dreiecks- 
ebene gBg' senkrechten Kraft P gleich , aber entgegengesetzt gerichtet ist, 
80 wird der Gleichgewichtszustand der Dreiecksfeder offenbar dadurch nicht 

geändert , dass bei ß die Kraft P', bei h und &' die Kräfte — P, bei d 

l 1 ^ 

und d' die Kräfte — P', bei d und d' die Kräfte — P . . . hinzugefügt 

werden, und man kann sich dann den Spannungs- und Biegungszustand der 
ft'eiecksfeder dadurch vermittelt denken, dass der rechteckige Tlieil a 66' a' 

de8 mittleren Streifens von der Breite 66' = — 6 durch das bei B und 

n 

ß angreifende Kräftepaar P, P' gebogen wird , dass ferner die dreieckigen 

Endstücke hdd und Vd*d* der beiderseits folgenden Streifen von der 

1 1 

Breite dd =^ d'rf'= — - 6 durch die bei 6 und V angreifenden Kräfte — P, 

^ rechteckigen Theile acdd und a'Vd^S' dagegen durch die beziehungs- 
weise bei 6 und 6j V und d' angreifenden Kräftepaare -^ P, -jr P^ etc. 

gebogen werden. Diese Uebertragungs weise der Wirkung von Streifen zu 
Streifen findet nun thatsächlich statt bei einer Schichtfeder, die aus der 
ft'eiecksfeder gBg* dadurch hervorgeht, dass dieselbe längs ab, a'h\ cd, 
^i' * , . zerschnitten wird , je zwei correspondirende Streifen , wie z. B. 

öl (Je und a*Vd*C* zu einem Streifen von doppelter Breite vereinigt, und 

1 
■*w diese n Streifen von gleicher Breite = — 6 über ehiander ge- 

n 

•^btet werden^ wie Y\g, 38 beispielsweise für h=4: \tv ^cv\.^xvwcL€vi\v\. 
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und unterer Ansicht darstellt. Eine solclie Schichtfeder, wie sie verdoppelt 

und an jedem Ende durch eine Kraft 
P belastet y in der Mitte durch eine 
Fassung zusammen gehalten, u. A. 
bei Eisenbahnfahrzeugen A^wendung 
findet, kann also im Wesentlichen 
(vorbehaltlicli des Ersatzes der zuge- 
schärften durch abgestumpfte Enden 
der einzelnen Scliichten) nach den- 
selben Formeln bezüglich ihrer An- 
strengung und Biegung beurtheilt werden , wie eine einfache Dreiecksfeder, 
wenn nur darin nb für b gesetzt wird, unter b jetzt die Breite der Schicht- 
feder und unter n die Zaiil ihrer Schichten verstanden. Sind dann also 
P, b, Ij d, Ej Je gegeben, so findet man aus Gleichung (190) die Dicke 
der einzelnen Schichten: 




Ä=-=r-T^, dann aus Gl. (189): n = ^-7-7^ 
U Jcbh^ 



(193), 



wofür natürlich eine der beiden diesem Ausdrucke von n zunächst konunenden 
ganzen Zahlen (vorbehaltlich entsprechender Modification von b) zu setzen 
ist. Indem hiemach h umgekehrt proportional ö, somit n proportional S^ 
ist, so folgt, dass die Schichtfeder aus um so dünneren Schichten in um 
so grösserer Anzahl gebildet werden muss, je grösser unter übrigens 
gleichen Umständen ihre Biegsamkeit sein soll. 



79. — Wenn alle Querschnitte einer gegebenen Figur 
ähnlich sein sollen , z. B. einem Rechtecke von gegebenem Seiten- 
verhältnisse, einer Ellipse von gegebenem Axenverhältnisse , insbeson- 
dere einem Kreise etc. , so sind durch eine einzige Dimension eines Quer- 
schnitts alle anderen Dimensionen desselben bestimmt. Ist y diese 
bestimmende Dimension für den Querschnitt in der Entfernung x vom 
freien Ende JS des andererseits bei A eingeklemmten Körpers , so kann 
die Function 

gesetzt werden , unter m eine von der Querschnittsform abhängige Vef" 
hältnisszahl verstanden, z. B. für ähnliche rechteckige Quef' 
schnitte: 

m = -z , wenn y die Höhe , z die Breite, 

6 y 

für kreisförmige Querschnitte: 

m = -;rr-, Wenn y den Durchmesser 

bedeutet. Ist also h der Werth von y für den Querschnitt bei Ay ^ 
ergiebt sich im Falle der Belastung durch die bei B angreifende Era^ 
P aus 
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, , -. e Fl Px 



J mh^ my^ 



3 

y km 



PI y^ _ X 



Was die Durchbiegung betrifil, so ist nach Gleichung (t81), unter y, 
'wie bei obigen Beispielen, die Höhe des Querschnitts :^ 2e verstanden, 

Ey Eh 1/T i .^ Eh 

also mit Bezug .auf das Coordinatensystem von Fig. 30 : 



dx^ Q a 

dx 2a 2a \ ^ 

3/2 3 5\ 

2a \ 5 / 



und somit für x=^l: 



3 J 3 2ifcZ^7l ß k P 



ba b Eh h E h ^ ^ 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (194) : 

6 PZ Z^_ ßPV _d P P . 

bE mh^ h~ bEmh^~ b EJ 3 • ' ^ > 

unter J:=mh^e = — - — das Trägheitsmoment des Querschnitts bei Ä ver- 

standen. Die Durchbiegung ist also 1,8 mal so gross, wie sie unter 
sonst gleichen Umständen bei constanter Höhe h des Querschnitts sein 
würde. — - 

Wäre der Körper an beiden Enden Ä und B gestützt 
bei Belastung durch die Kraft P an einer mittleren 
Stelle (7 in der Entfernung ^(7= a, BG==»b von den Enden, so ver- 
hielte sich der Theil ÄC wie ein bei C eingeklemmter und bei Ä durch 

die Kraft P — r-=-, der Theil BG wie ein bei C eingeklemmter und bei B 
durch die Kraft P — belasteter Körper. Dieser Fall konunt u.. A. vor 



a- 



b 

bei Tragazeu; die bei A und B mit Zapfen in Lagern ruhen. Bei 
kreisförmigen Querschnitten besteht dann der fragliche Körper von gleichem 
Widerstände aus zwei Umdrehongsköipem mit den ScWVt^tL A \wjA "B^ 
äw bei C in einem Kreise vom Durchmesser ^ 
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32 32 

zusammenstossen y und deren Durchmesser y in der Entfernung :z; von A 



s ._ 



resp. B =h y — resp. = A 1/ ^ sind. Die Ausfiihrung der Tragaxe 

kann dieser theoretischen Form wenigstens näherungsweise angepasst werden, 
insoweit es die (nach besonderen Regeln zu bestimmenden) cjlindrischen 
Zapfen an den Enden und ein cylindrisches Mittelstück bei C (der Nabe 
eines daselbst aufzukeilenden Maschinentheils entsprechend) zulassen, und 
indem auch die danach zwischen A und C resp. B und C übrig bleibenden 
conoidisclien Körperformen durch zwei sie berührend umschliessende abge- 
kürzte Kegel ersetzt werden. 

80. — Bei gleichförmig auf der ganzen Länge AB==2fl 
ver th eil t er B elas tung des beiderseits gestützten Stabes 
ist das Spannungsmoment des Querschnitts in der Entfernung x von der Mitte: 

M=pa(a — x)—p ^ 2 "^^ 2 

und wird somit die Forderung, dass die Maximalspannung in jedem 
Querschnitte = k sein soll , ausgedrückt durch die Gleichung : 

T n» e a* — x^ e 

Insbesondere z. B. bei Voraussetzung eines rechteckigen Quer- 
schnitts von constanter Breite h sind dessen Höhen h und y in 
der Mitte und in der Entfernung x von der Mitte bestimmt durch: 

a^ 6 _ a^—x^ 6 
woraus folgt: 

'^ = «K^ -^^ Ä^ = -^^r-<'de':^ + ^ = l • (197). 

Es ist also y die der Abscisse x (vom Mittelpunkte aus gerechnet) ent- 
sprechende Ordinate einer Ellipse, deren Halbaxen a und Asind. — 

Wenn die Belastung P des beiderseits gestützten 
Stabes von der Länge 2a in einem beweglichen Punkt« 
C angreift, der jede Lage zwischen A und B annehmen kann, so 
ist es zwar nicht möglich , dass bei jeder Lage in jedem Querschnitte die 
Maximalspannung 

wird; allein es lässt sich dann der Forderung entsprechen, dass 
Gleichung in dem jedesmaligen Bruchquerschnitte, d. h. im jedesmalige^ 
Querschnitte G erfüllt sein soll. Für denselben, wenn er in der Eii^ 
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mung X von der Mitte liegt, ist nach Gleichung (142), Nr. 61, das 
pannungsmoment : 



2. 



X 



2 



2a 2a 

p 

= dem obigen mit « = ^ — ; mit dieser Substitution ergeben sich somit 

a 

IS Gleichung (197) für einen rechteckigen Querschnitt von 

onstanter Breite b die Höhen h und y desselben in der Mitte und 

i der Entfernung x davon : 



SPa 



hb 






a 



(198). 



m. SehnbelastieitSt. 

81. — Nach Nr. 26 wird unter dieser Bezeichnung die Inanspruch- 
Qahme eines stabförmigen Körpers in einem gewissen Querschnitte F durch 
Bine Kraft H verstanden , deren Richtungslinie , in der Ebene dieses Quer- 
schnittes liegend, durch seinen Schwerpunkt geht. Die dadurch ver- 
orsaehten Schubspannungen können sich von Punkt zu Punkt im Quer- 
schnitte, nach Grösse und nach Richtung ändern unbeschadet dessen , dass 
sie für alle Flächenelemente dF zusammen die Resultante iJ haben. 

Um die Schubspannung r für jeden Punkt des Querschnittes auszu- 
drücken, werde die Kraft i? von einem auf Biegung wirkenden Kräfte- 
paare begleitet angenommen , nämlich ein stabförmiger Körper von endlicher 
Länge vorausgesetzt, auf welchen äussere Kräfte wirken in solcher Weise, 
dass sie sich für den betrachteten Querschnitt F ersetzen lassen durch die 
Scsoltante P nebst einem Kräftepaare Jf , dessen Ebene den Querschnitt 
in der Richtungslinie von P rechtwinkelig schneidet, wie es dann der Fall 
wt, wenn die Richtungslinien aller äusseren Kräfte, die Stabaxe recht- 
^nnkelig schneidend, in einer Ebene liegen. Dabei sei diese Ebene, die 
Kraftebene , als Sjmmetrieebene des Stabes , ihr Schnitt mit F folglich, 
d. i. die Richtungslinie von P als Symmetrieaxe von F^ 
und zudem der Stab als prismatisch vorausgesetzt. 

82. — Ein rechtwinkeliges Coordinatensystem (Fig. 34), dessen 

Anfangspunkt der Schwerpunkt des be- 
treffenden Querschnittes ist, werde so ange- 
nommen , dass die x - Axe in die Stabaxe 
fallt und die ^ef-Axe die Richtung der Kraft 
P hat, die y-Axe folglich mit der Axe des 
in der Ebene XOZ wirkenden Kräftepaares 
M und zugleich mit der Biegungsaxe des 
Querschnittes zusammenfallt. P^AP^ sei 
ein Theil des Umfanges dieses Querschnittes, 
P ein Punkt desselben mit den Coordinaten 
y, ;8f, OA = e die Entfernung des mit P 
auf derselben Seite liegenden. Scl\^\tÄV^>M3JfeXÄ^ 

•i ton d«r Biegungsaxe^ ^j^i =^y\ die duich B g^&Vv^XL^Q tdöX. ^^x 
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Biegungsaxe parallele Sehne , B^ T tangential an den umfang im Punkte 
B^, und der Winkel B^TBf^=q^. Nach Gleichung (86), Nr. 47, be- 
steht zwischen den absolut verstandenen Grössen ü und M die Beziehimg: 

— — = + jK, und zwar-^— = i(, 
dx —' dx 

wenn die Axe OX in solchem Sinne positiv angenommen wird, dass ZK 
der Drehungssinn des Paares M ist, da dieses dann beim üebergMige von 
dem betreffenden zu einem im Sinne OX folgenden, um dx entfernten 
Qucrsclmitte durcli das Moment = Bdx der Erafl B vergrdssert wird. 
Zugleich ist dann 

Mz 

die durcli M verursachte Normalspannung im Punkte B^ positiv mit 
dessen Ordinate z. 

Die Schubspannung t im Punkte B des Querschnittes habe die Com- 
ponenten Xy im Sinne OZ und T^ im Sinne OY ^ also — T« im Sinne Yö. 
Die Ausdrücke dieser Spannungscomponenten müssen zusammen mit dem 
Ausdrucke von a^ den allgemeinen Gleichungen (2) in Nr. 2 entsprechen; 
sie sollen aber liier auf Grund gewisser Annahmen entwickelt werden 
vorbehaltlich nachträglicher Pnifung ihrer Zulässigkeit mit Bücksicht auf 
jene Gleichungen (2). 

Was zunächst die Richtung der resultirenden Schubspannung % be- 
trifil, die das Yerliältniss ihrer Componenten Ty und T^ bestimmt, so muss 
r im Punkte JB, die Richtung B^T haben, überhaupt in allen 
Punkten des Umfanges tangential an denselben gerichtet 
sein, penn hätte sie daselbst diese Richtung nicht, so hätte sie eine 
Componente nach der Richtung der Normale B-^N, die nicht = Null und 
nach der in Nr. 2 ursprünglich festgesetzten Bezeichnungsweise mit Tu 
zu bezeichnen wäre als eine Schubspannung in der zur :i;-Aze senkrechten 
Ebene nach der Richtung der n-Axe B^N; dann wäre sie aber nach den 
Gleictiungen (1) von einer ebenso grossen Schubspannung Tax in der zu 
B^N senkrechten Ebene, d. h. in der Berührungsebene der Körperober- 
flächc nach der Richtung der Körperaxe begleitet, was ohne eine in 
gleichem Sinne an dieser Oberfläclie angreifende äussere Kraft nicht mög- 
lich ist. Indem nun aber r im Punkte Bq offenbar die Richtung B^T 
hat, weil bei der Symmetrie des Querschnittes in Bezug auf die z-Ajx 
kein Grund denkbar wäre, weshalb sie hier eher nach der einen, als nach 
der anderen Seite von dieser Richtung abweichen sollte, so geht die Rich- 
tung von T für die Punkte B der Sehne B^B^^ von Bq bis B^ all" 
mählich von BqT in. B^T über, und liegt es nahe, anzunehmen, dass sie 
dabei beständig gegen denselben Punkt T der jgr-Axe hin gerichtet bleibt, 
entsprechend der Gleichung: 

— T^ = Tytg(BTBQ)=Ty^tgq) . . . (199). 

Vi 
Hierdurch wird Tz auf Ty zurückgeführt, so dass nur noch letiten 
Spannungscomponente auszudrücken bleibt. Zu dem Ende kann man be- . 
erken^ dass diese Schubspannung Ty, die im Punkte 'S in der tat 1 
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X'Ajie senkrechten Querschnittsebene nach der Richtung der ^-Axe statt- 
findet, von einer ebenso grossen Schubspannung, in demselben Punkte der 
zur ;er-Axe senkrechten Ebene nach der x-Axe gerichtet, begleitet wird. 
Betrachtet man also das Körperelement, daß vom Querschnitte Fy von 
einem im Abstände dx davon entfernten zweiten Querschnitte P und von 
der Ebene begrenzt wird, die durch B^B^ parallel mit der Körperaxe 
gelegt wird , so findet in letzterer Begrenzungsebene = 2y^ dx dieses 
Körperelementes, wenn ausserdem Ty als unabhängig von y, 
d. h. als gleich in allen Punkten von B^By angenommen 
wird, eine totale Schubspannung 

= Ty . 2yi dx 

statt, welche, da nach der a?-Axe gerichtete äussere Kräfte auf das Körper- 
element nicht wirken, dem Unterschiede der totalen Normalspannungen 

e e e 

=Ja,,dF und =Ja^dF-\--^(^fa^dF)dx 

z z z 

gleich sein muss, die in den beiden in F und F liegenden Begrenzungs- 
ebenen des fraglichen Körperelementes stattfinden. Um Vorzeichen hat 
man sich dabei nicht zu künunem, weil Ty, im Sinne von i2, d. i. der 
positiven ;sr-Axe gerichtet, eine positive Grösse ist. Somit ergiebt sich: 



e 



^^y 



■^y^=l{I-'^)=TMI''^) 



e 



oder, da J und j^dF gemäss der vorausgesetzten prismatischen Körper- 

z 

form unabhängig von x sind, femer — — = R und dF=2yyd0 ist, 

CvX 



e e 



^y 



=^-^ fsdF===—^fyiede . . . (200). 

Z Z 



Aus Gleichung (199) folgt die resultirende Schubspannung im 
Punkte B: 

Sie ist in der Sehne B^B^ am grössten für ihre Endpunkte (2/ = +^^), 
und zwar mit Rücksicht auf Gleichung (200) : 

e 



T.=-^ = - — 5 f^^F • • • (201). 

cosq) 2^1 Jcosq)J 



83. — Da die für t^ und Ty gefundenen Ausdrücke (199) und (200) 
theUweise auf willkürlichen Annahmen beruhen, so bleibt zu ihrer nach- 
träglichen Rechtfertigung noch zu prüfen, ob sie sich zusammen mit dem 
Ausdrucke 



äo. 



, woraus -r — ^ 



bx ' 



(202) 



Ms 

'•' = T 

jt, mit den allgemeinen Gleichungen (2) in Nr, 2 nicht in Widersjinicli 
befinden. Von diesen Gleichungen sind aber diejenigen hier unwesentlich, 
welche vernachlässigte Spannungscompünenten enthalten , so daaa es sich 
hanptsäeliiich nur um die erete jener Gleichungen liaudelt , nämlich bei 
Abatraction von äusseren Massenkräften um die Gleichung: 



dx ' 



br. 



hz 



-^ = 



(2). 



Ans Gleichung (199), 
^d, folgt aber : 



femer aus Gleichung C200) ^ 



ind tg <p unabhängig 



. ^ 



(203) : 



ih 



=7(^(--')-^f^^^) 



= tg(ZIB,) = ~tg,f 



he ' 



J ' 



^-^ — T hi^^~= 7-+%^^^ (20411 



und erkennt man , dass durch Substitution der Ausdrücke (202) , (31 
und (204) die Gleicliung (2) in der That erfüllt wird. 

Wenn auch hier bei der Ableitung der Ausdrücke fiir die Schs^^ 
Bpannungscomponeutcu neben der Scliubkraft Jl ein Bicgungsmoment M 
vorausgesetzt wurde , so ist doch über die Grösse des letzteren keine An- 
naiime gemacht worden, so dass dieselben Ausdrücke der Schubspannungs- 
componenten auch nocti in der Grenze als zutreBend zu betrachten sind, 
wenn M verschwindend klein ist , wie z. B. in denjenigen Querschnitten 
eines stabfönnigen Körpers, die den Wendepunkten seiner elastischen Linie 
entsprechen, oder auch in solchen Fällen, in denen bei verschwindend 
kleiner freier Länge des stabRimiigen Körpers überhaupt keine merkliclie 
Biegung desselben zu Stande kommt , wie z, B. bei Keilen oder Bolzen, 
die zur Verbindung zweier plattcnformiger Körper dienen und durch ihre 
Schubfestigkeit einer durch eine äussere Kraft angestrebten gegenseitigen 
Verschiebung dieser Körper Widerstand leisten sollen. 

Wenn femer der Entwickelung in voriger Nummer zwar die Vorans- 
set^mng einer prismatischen Korperform zu Grunde lag, so werden doch 
die gefundenen Ausdrücke von ty und j, auch ftir nicht prismatische 
Körper mit einem ähnliclien Grade der Annäherung zutreffend sein, womit 
die Normalspanmingen a^ und a, gegen <Ji vernachlässigt werden könnM 
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nämlich gemäss den Bemerkungen in Nr. 76 mit Bezug auf Gleichung 
(182) daselbst um so zutreffender, unter je kleineren Winkeln die Durch- 
schnittslinien der Eörperoberfläche mit durch die Körperaxe gelegten Ebenen 
gegen diese Axe geneigt sind. 

Mit Vorsicht müssen aber die Gleichungen in solchen Fällön benutzt 
werden, in denen die von z abhängigen Grössen q) und y^ stellenweise 
unstetig sind. So kann z. B. bei dem doppelt- TfÖrmigen Querschnitte 
(Fig. 35, Nr. 84) die Schubspannung. Tj in dem mittleren Theile von 
der Breite 2yi=a nach Gleichung (201) bestimmt werden, und zwar ist 
dabei cos qp = 1 ; beim üebergange in einen, der äusseren Theile von der 
Breite 6 wird aber die Annahme eines von y unabhängigen Werthes von 
Ty offenbar unzulässig. 

84. — In der grössten Entfernung (ß^=e) von der Biegungsaxe ist 
die Schubspannung = Null , und ist deshalb eine Querschnittsform , für 
welche r^ constant wäre, nicht möglich. Aus Gleichung (201) kann 
nämlich zwar zunächst 

e 

/o 
z dF= nur r^ = — 

z 

gefolgert werden, wenn für ;er = e zugleich y^ oder cos(p = ^ ist. Allein 
dann ist 

e 

iix[ z=e — d8: I zdF=edF^=e.2y^dz 

z 

dz 
zu setzen und somit wegen coS(p = '^, unter ds ein Bogenelement der 

Umfangslinie des Querschnittes verstanden, 

R ds ^ , Re j 
T. =- — i-^-e. 2y,a0= -^ds, 
^ 2y^JdB ^^ J 

e 

verschwindend klein mit ds . Für z=zO ist dagegen y^dP am grössten 

z 

ond in Folge dessen auch r^ in der Regel ein Maximum ; doch kann es 
auch der Fall sein, dass mit wachsender Entfernung von der Biegungs- 
axe Tj zunächst zunimmt und seinen Maximalwerth erst in einer gewissen 
Entfernung beiderseits von der . Biegungsaxe erreicht. — 

Z. B. für einen rechteckigen Querschnitt mit den Seiten 
iand2e, letztere parallel mit der Richtungslinie von 
i2, ist 

2 Fe^ b 

also nach Gleichung (201): 



e 






3 R 

max T =-7r -^ ^«r ;? = 
2 F 



(205). 
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Für einen kreisförmigen Querschnitt yom Radius e iBt: 



7te^ 



Fe^ 



F=7te^, J=——=^—-y y^=ecosqij 0=e^ng>y 



also T^ = 



4B 



n 

T 



2ecosg>Fe^cos 



— I esinq> .2ecas<pd(esing>) 
9> 



n 
1 



2 q> 



n 



4iJ cos'op 4 Ä 4 JSj/ ^1 



(206). 



tNOJ&T 



Für einen quadratischen Querschnitt, mit dessen einer 
Diagonale == 26 die Richtungslinie von ü zusammen- 
fällt, ist 



ir=2e», /=4f2 = 



J'e' 



yi=c — «, cosq)= 



)/2' 



e 



QRV2 ( e» — «« c»— «»\ iJF'2^„, IN«/,. ,.ni 



maxr 






(207) 



nir — = , also ;gf = -— . — 



i2 
Fig. 85. 



«?[ 



<«[ 



] 



I 
■ 



"T 



t 



<—- — w l— — 



11 



't 



Das Maximum von r kann besonders dann erheb* 

lieh > -=7 werden, wenn in der Biegungsaxe die Breite 

des Querschnittes am kleinsten ist, wie z. B. bei einem 

doppelt- Tförmigen Querschnitte. Für einen 

solchen, wenn er nicht nur in Bezug auf die Rieb- 
tungslinie von iZ, sondern auch in Bezug auf die 

Biegungsaxe symmetrisch ist, hat man mit den 

in Fig. 35 eingetragenen Bezeichnungen und mit 
f=e — dl 



I 




~ Gera 


e stabtüruiig 


Körpei". 






i 


F=2 


[6^-(i- 


«)/■] 


j= 


>' 


-(''- 


->)n 




h 


= |P'.- 


(i- 


«)/■'] 


CöSfyi = 


1 fü 


'<f- 




also 


ür ff:^0: 


nioa^T 


_ 3 
~ 4 


J! W- 


-(6- 




oder 


mit -^ — « 


und — ^^ c 


, also 


/^ 


l-il, 


nd mit 2c ^Ä 






3 


R 1 

ßA i 


-(1 
— (1 


-a)(l 


-ä)' 

-<!)»' 




und 


nälicrungswe 


se, wenn a 


und d kleine Bruch 


sind 






max% 


3 Ä 1 
~ 2 «Ä 1 


-(1 


-°- 


2d) 


3 R 




A ; 


. « „ 






., 









2 i^ 



Mit entsprechender Annühernng 
= 2i.e[l-(l— o)(l — i!)] = 4*((. + i>) = a* ' 



3 B (»+i)(o + 2ii) 



0(0+ 3<I) 



85. — Wenn die einen stabfÖrmigen Kijrpei' belastenden Kräfte in 
einom gewissen Querächnicce deäaelben zugleich eine Schubkraft li und ein 
auf Biegung wirkendes Eraftmomcnt M. tiefem , eo wird durch das Zu- 
sammenwirken der jener Kraft B, entsprechenden Schubspannung T mit der 
dieBem Kraftmomente Jld entsprechenden Normalspannung a in jedem Punkte 
des Querschnittes eine gewisse grüsste Dehnung h venirsaclit , die fiir die 
Anstrengung des Körpers in diesem Punkte maassgebend ist. Soll aber 
die Anstrengung näh erunga weise nur mit Rücksicht auf eine dieser zweierlei 
Spannungen beurtheilt werden, wie es dieser von der Scimbelasticicat und 
der vorhergehende Ton der Biegungselasticitat handelnde Abschnitt voraus- 
aelaen, so hat es mit Rücksicht auf diejenige von beiden zu geschehen, 
die den grösseren Masimalwertb von s nach irgend einer KicUtung üt 
ii^end einem Punkte zur Folge liat. Indem aber nach Nr. 26 , Glei-^ 
chung (89) I ™ Falle isotroper KörjierHubstanü der Schubspannung i 



Spannung a enlsprecliende Dehnung = 



ist , unter E den Elasticitäts- 



modnl und unter m die bezüglich i lirer erfahruugsm äs eigen Wert he in 
Nr. 21 besprochene Cunstante verstanden, so folgt, dass ein isotroper stah- 
liinniger Körper unter den vorausgesetzten Umständen auf Schub- oder auf 
Bi^ungselagticität zu berechnen ist, jenaclidem (unter ff und x AbaiiUw.- 
> verstanden^ 
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max Tv. m 

^ 

ist; dass aber die Vernachlässigung der einen dieser zweierlei Spannungen 
gegen die andere um so fehlerhafter ist, je weniger sich das Verhältniss 

ihrer Maximalwerthe von r-— entfernt. 

m+ 1 

Setzt man für einen gewissen Querschnitt, unter ^ einen von der 

Form desselben abhängigen Coefficienten verstanden, 

JB - Me , maxt R J 

fnaxT = g-^=i und niax a = —^, also =P-Ti.-^T^> 

^ F J ' maxa .^ MFe 

wo JP, J' und e die bekannten Bedeutungen haben, setzt man femer 

T M 

e '^ R 

unter h die Höhe des Querschnittes, ß einen von der Form desselben ab- 
hängigen Coefficienten , l die Länge des Stabes , X einen von der Be- 
lastungs- und Stützungsweise desselben abhängigen Coefficienten verstanden, 
so wird 



maxT 



= LJl 



maxa ^ X l ^ 

und einer gleichen Anstrengung durch die Schub- und die Normal- 
spannungen entspricht das Verhältniss: 

h ^ l m 

während bei kleinerer Stablänge die Schubspannungen, bei grösserer die 
Normalspannungen die grössere Anstrengung in dem betreflfenden Quer- 
schnitte bedingen. Bei prismatischen Stäben kann diese Betrachtung 9xi 
den ganzen Körper (statt auf einen Querschnitt desselben) bezogen werden, 
indem dann unter R und M Maximalwerthe verstanden werden , die i» 
verschiedenen Querschnitten stattfinden können. 

So ist z. B. für einen rechteckigen Querschnitt, mit dessen 
Seiten h die Richtungslinie von R und die Ebene von M parallel sind, 

ß = -und;? = -, 
also mit m = 3 das durch Gleichung (210) bestimmte GrenzverhältnissJ 

T=rx (211). 

Was X betrifft , so ist bei gleichförmig vertheilter Belastung = j) pio 
Längeneinheit des ganzen prismatischen Stabes, jenachdem derselbe 1) eine^ 
seits eingeklemmt, oder 2) beiderseits gestützt, oder 3) beiderseits ein- 
geUemmt ist: 

„ pP pP pl^ 

2 8 12 



fmxR= pl ~- ~- 
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^ 1 max M 1 1 1 • 

l max B^ 2 4 6 

Man erkennt daraus^ wie verhältnissmässig klein bei rechteckigen und 
im so mehr bei solchen Querschnitten^ die in der Biegungsaxe am brei- 
esten sind; die freie Länge eines stabförmigen Körpers schon sein darf, 
>evor die Vernachlässigung der Schubkraft R bei den Aufgaben der 
^iegungselasticität erheblich fehlerhaft wird, und dass deshalb auch bei 
len dort bestimmten „Körpern von gleichem Widerstände*' (Nr. 77 — Nr. 80) 
lie vorbehaltene Correction der Querschnitte mit Bezug auf die Wirkung 
1er Kraft R (Nr. 86) sich auf die Querschnitte , für welche M= ist, 
ind ihre nächste Nachbarschaft beschränken darf. 

Wesentlich grösser kann sich freilich jenes Grenzverhältniss — für 

Jolche Querschnittsformen ergeben , deren Breite in der Biegungsaxe am 
klemsten ist. So ist für den doppelt- Tförmi gen Querschnitt 
(Fig. 35) nach voriger Nummer mit den dort benutzten Bezeichnungen, 

wenn die Verhältnisse -r- = a und — = 6 sehr klein sind, 

e 

y = |6^^[l-(l-«)(l-^)^] = |-^^(« + 3()) 
folglich ^ 1 a+3d 



6 a+d 



und mit m = 3 nach Gleichung (210);-t- = ^ cc+2d ^^^^^^ 

a + 26 
4 i. im Verhältnisse grösser, als im Falle des rechteckigen Quer- 
schnittes. 

86. — Was die so eben erwähnte Correction der hinsichtlich ihrer 
Inanspruchnahme auf Biegung früher bestimmten Körper gleichen 
^Widerstandes betrifft, so werde für die dort betrachteten Beispiele 
Uer nachträglich die variable Dimension y für diejenigen Querschnitte 
ksdmmt , für die das Kraftmoment M= ist und deshalb mit alleiniger 
BOcksicht auf die Normalspannungen sich auch y = ergeben hatte ; und 
nrar soll sie so bestimmt werden, dass der in einem solchen Querschnitte 
hrch die Schubkraft; R verursachten grössten Schubspannung = t eine 
heoBO grosse Anstrengung der Körpersubstanz entspricht wie der in allen 
laersohnitten zugelassenen grössten Normalspannung = k , dass also nach 
origer Nummer 
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ist. Unter der Voraussetzung, dass die Körperlänge l wesentlich grösser, 
als der Grenzwerth ist, der mit Bezug auf den Querschnitt, für welcher 
M am grössten ist, der Gleichung (210) entspricht, genügt es dann, die 
Körperform nach Schätzung so zu modificiren, dass die früher bestimmti 
Dimension y einen Zuwachs erhält, der von einem Querschnitte ]l£=nm 
bis zu einem Querschnitte M= stetig von Null bis zu demjenigei 
Werthe zunimmt, der für letzteren Querschnitt hier eben bestimml 
werden soll. 

Wenn insbesondere der Körper AB bei Ä eingeklemmt 
und am freien Ende B durch eine Kraft P senkrecht zur 
Längenrichtung AB ==l angegriffen ist, so ergiebt sich 

1) für den Fall eines rechteckigen Querschnittes von 
constanter Breite b (Nr. 77), dessen Höhe von h bei A bis i, 
bei B abnimmt, wegen 

q T> ß PI 

^ = -K'jär ^^^^ Gleichung (205) und k==^rr2 ^^^^ Gleichung (184) 

wonach mit möglichstem Anschlüsse an Gleichung (184) die Höhe y ffl 
der Entfernung a?'von B bestimmt werden kann durch die Gleichung: 

j,» = Ä,* + y(Ä« — Äi«) .... (214); 

2) für den Fall eines rechteckigen Querschnittes von 
constanter Höhe h (Nr. 78), dessen Breite von 6 bei A bis \ bei 
B abnimmt, wegen 

q -p f\Pl 

t = — j-^ nach Gleichung (205) und 1c = , , ^ nach Gleichung (189) 

t 1 hh m h. m4-l h ,^,^. 

a"s-7- = — 7T- = — TT ' ir=A r • C^^^) 

k 4 Z6i m + 1 4m l 

und die Breite y in der Entfernung x von B im Anschlüsse an Glei- 
chung (189): 

y = h+-^(b—h,) .... (216); 

3) für den Fall eines kreisförmigen Querschnittes (Nr. 79); 
dessen Durchmesser von d bei A bis d^ bei B abnimmt, wegen 

t = — -A^ nach Gleichung (206) und Ä = ^^ nach Gleich. (190 
3 7t dj^^ 7t d^ 

aus----^-- ^^ • ^ = l/^+lZ • (217) 
h~ ^ld^^~m+l' d y 6m l 

und für den Durchmesser y in der Entfernung X von B im Anschlüsse 
an Gleichung (194) : • 

j^3=^(?^3 + ^(^3_df/) . . . • (218). 
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Bei gleichförmig auf der ganzen Länge AB = 2a ver- 
heilter Belastung = 2ap des beiderseits gestützten 
Stabes (Nr. 80) und bei rechteckigem Querschnitte von 
konstanter Breite b mit einer von h in der Mitte bis \ an den 
Snden abnehmenden Höhe ergiebt sich mit 

: = — -^^ nach Gleichung (205) und k= /^^ nach Gleichung (197) 

i2 rh^ OH 

aus -T- = -TT ~r- — r-r • -r- — —^ • (219), 

Je 2 ahi m-f- 1 h 2m a 

ind kann dann die Höhe y in der Entfernung x von der Mitte im An- 
schlüsse an Gleichung (197) aus der Gleichung bestimmt werden: 



T'i'-T^+r'=' ■ ■ ■ ■ <^^<"- 
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87. — Unter dieser Bezeichnung wird nach Nr. 26 die Inanspruch- 
nahme eines stabförmigen Körpers durch Kräfte verstanden, die sich für 
jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräftepaar ersetzen lassen, dessen 
Ebene dem Querschnitte parallel ist und dessen Moment hier mit M be- 
zeichnet werden soll. Vollkommen ist dieser Fall verwirklicht, wenn, wie 
angenommen werde , der gerade Stab von Kräftepaaren an- 
gegriffenwird, derenEbenen die S tabaxe r ech twinkel ig 
Schneiden. Für jeden Querschnitt eines zwischen den Ebenen zweier 
auf einander folgenden dieser Kräftepaare liegenden Stückes AB des 
Körpers ist das resultirende Moment M gleich gross = der algebraischen 
Summe der Momente der von dort bis zum Ende des Körpers angreifenden 
Kräftepaare. Die im Folgenden vorausgesetzte prismatische Form 
eines solchen Körperstückes AB ist dann zugleich die einfachste und in- 
sofern vortheilhafteste, als sie der Forderung eines Körpers von gleichem 
Widerstände entspricht. 

Sind P und P zwei gleich gelegene materielle Punkte der unend- 
lich nahe benachbarten materiellen Querschnitte F und P , so lässt sich 
die durch M bewirkte relative Verdrehung dieser Querschnitte betrachten 

*k das Kesultat eines gewissen Systems von Scliiebungen y (= -jypj > 

unter P" die ursprünglich in P fallende Projection von P auf 'i^ ver- 
standen), die der Grösse und Richtung nach mit der Lage des Punktes P 
ini Querschnitte F sich ändern, und von denen eine für einen gewissen 
^nnkt, den Drehungsmittelpunkt, = Null ist. Letzterer hat in 
*Uen Querschnitten des prismatischen Stabstückes AB dieselbe Lage, und 
der Ort dieser Punkte, die D r e h u n g s a x e , ist somit eine mit der geo- 
Jßetrischen Stabaxe parallele Gerade. Wenn insbesondere, wie voraus- 
gesetzt werden soll, der Querschnitt zwei sicli rechtwinkelig 
Grenzende Symmetrieaxen hat, so ist a pi\oi\ «ivdm!l^\5ä\n.^ 
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dass die Dreliungsaxe mit der geometrischen Axe za- 
Bammenfällt und dass die materiellen S jmmetrieaxen 
irgend eines Qnerschn ittes auch bei der Verdrehnng 
BtetB zu einander nnd zur Stabaxe senkrechte gerade 
Linien bleiben, weil in der That unter aolchai Ümatanden kern 
Grund denkbar ist, weshalb eine Abweichung Ton diesen Annahmen eher 
im einen, als im umgekehrten Sinne stattfinden sollte. Die Verdreliimg 
eines Querschnittes gegen einen anderen wird dann gemessen durch den 
Winkel y den die homologen Symmetrieaxen beider mit einander bilden. 

Den Schiebungen y in den verscliiedenen Punkten eines Querschnittes 
entsprechen ebenso gerichtete Schubspannungen r, die der Grösse nach ffl 
den betreffenden Schiebungen ein constantes Verhältniss haben, sofern, wie 
vorausgesetzt wird, der Körper entweder isotrop ist oder 
wenigstens eine Elasticitä tsaxe im Sinne der Stabaxe 
hat. Es ist die Aufgabe, den Maxi mal werth von x zu finden, der 
in irgend einem Punkte des Querschnittes bei gegebener Form imd Grosse 
desselben und bei gegebenem Drehungsmomente Jlf stattfindet , sowie des 
speci fischen Drehungswinkel ^, d. 1. den Winkel, um welchen 
zwei Querschnitte gegen einander verdrelit werden, deren EIntfemnng ^der 
Längeneinheit ist, und welcher durch Division des Verdrehungswinkels 
zweier unendlich nahe benachbarter Querschnitte durch ihre Entfernung 
gefunden wird. 

a. Die Spannungen. 

88. — Mit Bezug auf ein rechtwinkeliges CoordinatensTStem, desset 
a;-Axe in der Stabaxe liegt, während die y-Axe und die xf-AxeniH 

den Symmetrieaxen eines gewissen Querschmttes 
des betrachteten Stabstückes zusammenfallen^ sei 
im Punkte P (Fig. 36) mit den Coordmateo 

,/[ Ty die Schubspannung im Sinne der j9-Axe, 

Tz die Schubspannung im Sinne der y-Axe^ 
— also — Tz dieselbe im umgekehrten Sinne« Beide 
sind Functionen von y und is y und zwar der 
vorausgesetzten Sjnunetrie wegen offenbar solche 
Functionen, dass, wie Fig. 86 andeutet, 
jenachdem y oder g entgegengesetzt genommen 
werden, 

Ty entgegengesetzt wird resp. ungeändert bleibt, 

Tz ungeändert bleibt resp. entgegengesetzt wird; 
d. h. es ist Ty eine ungerade Function von y und gerade Function voni?» 
Tz eine gerade Function von y und ungerade Function von i* 
Nimmt man also an, es seien Ty und Tz in Beihen zu entwickeln, die 
nach ganzen Potenzen von y und g fortschreiten, so kann bei Be- 
schränkung auf die Glieder von höchstens dem vierten Grade die Reihe 
für Ty nur Glieder mit y oder mit y^ enthalten , und kann dabei nur 
als ^* in einem Gliede mit y \oikommci\, d. h. es ist 
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Ty=my + m^yz^-^m^y^\ ^221), 

und analog t^z= ns -{- n^y^z + n^z^ j 

unter m, m^j m^j n, %, ^2 Coefficienten verstanden, zu deren Bestimmung 
die folgenden Bedingungen dienen : 

1) die Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen den Spannungen 
im ganzen Querschnitte und dem äusseren Kraftmomente My 

2) die Bedingungen des Gleichgewichtes der auf die Oberfläche eines 
nnendlich kleinen Körperelementes wirkenden inneren Kräfte, 

3) die Bedingung, dass die Spannung r im Umfange des Quer- 
schnittes tangential an denselben gerichtet sein muss (aus demselben Grunde, 
aus welchem es nach Nr. 8-2 im Falle der Schubelasticität sich so ver- 
halten musste). 

Wenn die sechs Coefficienten sich diesen drei Bedingungen gemäss 
nicht bestimmen Hessen, so müssten noch weitere Glieder mit höheren 
Potenzen von y und hinzugenommen werden. 

89. — Der ersten der in voriger Nummer genannten Bedingungen 
entsprechen, wenn die Spannungen in dem Sinne wirksam gedacht werden, 
ip welchem sie für alle Elemente dF des Querschnittes zusammen dem 
Drehungsmomente' M äquivalent sind , die Gleichungen : 

/vydF=0\ /TzdF=0; . /(yTj — 0Tz)dF=My 

die Integrale ausgedehnt gedacht über den ganzen Querschnitt. Werden 
darin für Ty und r^ die Ausdrücke (221) substituirt, so finden sich die 
beiden ersten Gleichungen mit Rücksicht auf die Sjrmmetrie des Quer- 
schnittes unabhängig von den Coefficienten m, m^, m^y n, W^, n^ erfüllt; 
die dritte Gleichung aber liefert, wenn mit 

B=ß^dF] G=fy^dF 

die Trägheitsmomente des Querschnittes in Bezug atif seine Symmetrieaxen 
'bezeichnet werden, 

mC—nB+{m^-'n^)fy^z^dF+m^fy^dF—n^fz^dF=M (222). 

Dem Gleichgewichte der inneren Kräfte an einem unendlich kleinen 
Eörperelemente en,t8prechen die Gleichungen (2), Nr. 2, die hier mit 



ay,^=z ay:=z az = T^=X= Y=Z=: 



übergehen in: 



btz , öry_.^ bT^ ^^ bty 



+ ■^ = 0; ^=0; ^ = 0. 



dy bz bx bx 

Aus der ersten folgt mit Rücksicht auf Gleichung (221) : 

mi + Wi = (223), 

während die beiden anderen dadurch erfüllt sind, dass (im Bereiche des 
betrachteten Stabstückes, für welches Jf constant ist) die Coefficienten 
my m^, m^y n, n^, n^ als unabhängig nicht nur von y und Zy sondern 
auch von x vorausgesetzt werden. 

Ist endlich, was die Bedingung unter 3) in voriger Nummer 
betriflft; g> der Winkel, den die Tangente des Querschnittsumfanges im 
Funkte ff^ M desselben mit der ^-Axc bildet, verstanden al& d^\ ^Yc^&.^^ 
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um welchen , um mit dieser Tangente parallel zu werden , die y - Axe 
in demselben Sinne gedreht werden muss , in welchem durch eine Drehung 
von 90® der positiven y-Axe die Richtung der positiven jET-Axe ertheilt 
wird , so wird jene Bedingung ausgedruckt durch ^e Gleichung : 

^ = ^(7r — qr)) = — /^y, also -^ =«jy = -^ (224). 

Sie führt zu verschiedenen Bedingungsgldchungen für die Coefficienten m^ 
m^, m^j flj n^, n^ je nach der Umfangsgieichung des Querschnittes, so 
dass auch Ty und Tz je nach der Querschnitts form ver- 
schiedene Functionen der Coordinaten y, z sind. 

90. — Der Querschnitt sei eine Ellipse mit den Halb- 
axen h und c beziehungsweise im Sinne der y-Axe und der jgr-Axe. Aq^ 
der Gleichung 

6« ^ c« 

/. , X j ydy , zdz ^ dz c^ y 

folgt dann: ^/ + ^^ = 0; — = — -,-^, 

also naeli Gleichung (224) mit Rücksicht auf die Ausdrücke (221) von 
Ty und T^: 

n + n^y^ + ihz^ ~ 6* * 

Dieser Gleichung wird für alle Punkte des elliptischen Umfanges entr 
sprechen, wenn 

^Wi = ^2 = Wi = M2 = undm6^+wc^=0 . (225) 

7t 7t 

gesetzt wird, oder wegen B = — hc^ und C== — h^c: 

mC+nB = (226). 

Die Gleichung (223) findet sicii dadurch erfüllt , während Gleichung (22^) 
sich auf 

mC—nB = M 

reducirt, woraus in Verbindung mit Gleichung (226) folgt: 

IM IM 



ni = -- -T^ : n 



2 C ' 2 B 

IM IM 

also Ty = -^ -^-^; r^ = --^ — z 



i 



(227), 



und somit die resultirende Schubspannnng in irgend einem Punkte y, l 
des Querschnittes : 

Der Werth dieses Ausdruckes wächst mit den Absolutwerth^i der 
Coordinaten y^ z bei jedem gegebenen Verhältnisse derselben, ist also in 
gewissen Punkten des Umfanges am ^rössten. Um .zu erkennen ^ in 
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Ichen, werde der Ausdruck, unter y, z jetzt die Coordinaten eines 
afangspunktes verstanden und 6^C vorausgesetzt, auf die Form 



2 M -Xff , 62 ^! 



-=4-^K4t+ 



bracht, woraus sich wegen 

2 M 

maxj; = — -r^ für y:= + hy z = . . (229) 

giebt. Der Maximalwerth von r findet also in den End- 
inkten der kleinen Axe statt. In den Endpunkten der grossen 
le (y=0, 0= + c) ist 

2Mb 
r = — 7—5- = — • maxT. 

7t OC^ C 

Insbesondere für den kreis förmigenQuerschnitt (6 = c==r) ist : 

to A=f(y^-\- 3^)dF=B + C, hier also =22? = ^ das Trag- 
itsmoment des Querschnittes in Bezug auf die Stabaxe verstanden , und 

wiaa;r= — 7— = ?- .... (230). 

-a 7t r^ 



91. — Bei einem ringförmigen Querschnitte, aussen 
id innen von Ellipsen begrenzt, deren im Sinne der y - Axe 
id j?-Axe liegende HaJbaxen beziehungsweise = 6, c und = ft^» ^i ^^^^j 
issen die Coefficienten der Ausdrücke (221) von Ty und r^ ausser den 
leichungen (222) und (223) für alle Punkte der äusseren Ellipse der 
leichung (Nr. -90) 

m'\-^n^z^-\-m2y^ • c^ 

n -}- n^ y"^ -\- n2 2^ b^ 

d für alle Punkte der inneren Ellipse der Gleichung 

m + ^% ^2 + ^2 ^^ Cj^^ 

tsprechen. Soll das wieder mit 

^1 = mg = Wi = w j = 

schehen können, so müssen m und n den drei Gleicimngen 

m62+Mc2 = m6i2 + nc^^ = 0; mC — nB = M 

mQge leisten, was mit den Werthen (227) dieser Coefficienten der Fall 
, wenn die innere der äusseren Ellipse ähnlich, also, 
[ter a einen echten Bruch verstanden. 



138 Gerade stabförmige Körper. 

h öl _ 



c 



ist, indem dann wegen 



C=^(h^c — \^c^) = ^b^c(l — a^) 

die beiden ersten jener drei Bestimmungsgleichungen identisch sind und 
auf die Form (226) gebracht werden können. Analog Gleichung (228) 
ist dann also 

,:_ 1 Afl/ÜZ^- 2 __^_]/¥~r^ .2311 

T--Jtff/ -^ + — _-———-y jr + -^ • (231) 

und analog Gleichung (229) im Falle 6^c: 

2 JbT 

fnaxT=—-Tr-r^ rr für y = + by = . (232). 

Insbesondere fiir einen ringförmigen Querschnitt, der von 
concen trischen Kreisen mit den Radien r und r^ = ß»* 
begrenztwirdjist 

2 M 2 Mr Mr ^_.„ 

7C r^(l — a*) 7r H — rj* -4 

Wären die den Querschnitt begrenzenden concentrischen Ellipsen 
nicht ähnlich; so würden zwar auch die Ausdrücke (221) von Ty und t^ 
ausreichend, die Coefficienten derselben aber bei Weitem nicht so einfach 
bestimmbar sein. Die äussere Umfangsbedingung 

m + mi0^ + m^y^ _ c^ li i Zl — i 

n + n^y^ + n^0'' ~ h^ b^ '^ c^ ~ 

käme dann darauf hinaus, dass für alle Werthe von y 

dass also ?>«&2+ wc^+ (mi6^+^ö^)c^ = ö 

und — ^c^+mgö^+WiC^ — n^ -rj == ^ 

oder (m^ — Wi) &^C^ = ^6* — WgC^ 

sein muss. Ebenso würde die innere Umfangsbedingung die Gleichungen 

mbi 2 + wcj 2 + (m^b^ 2 _j_ ^^^ ^^ 2^ ^^ 2 -._ q 

und (m^ — ^i) &i ^^1 2 = m^b^ * — w,Ci* 

liefern, aus welchen vier Gleichungen zusammen mit den Gleichungen 
(222) und (223) die Ausdrücke der sechs Coefficienten m, m^, fWj, n, 
Wj, Wj zu entwickeln wären. 

92. — Der Querschnitt sei ein Rechteck, dessen Seiten 
parallel der y-Axe = 26 und pataVieV det a-kx«i = "^.c, ^^sr^sii Ttä(»- 
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Jinomente in Bezug auf die mit diesen Seiten parallelen Symmetrieaxen 
lieh 

J5=i-6c3 und C=Yb^c 

Gemäss der Umfangsbedingung unter 3) in Nr. 88 muss in allen 
kten der mit der y-Axe parallelen Seiten Ty = und in allen. Punkten 
mit der 0-Axe parallelen Seiten Tz = sein , d. h. 

ry=0. für j8f = + c und jeden Werth»von y, 
rz = für y= + 6 und jeden Werth von z. 

aus folgt gemäss den Ausdrücken (221) von ty und v^: 

it ry=my(l— ^); T^ = n0{l — ^). 

Die in diesen Ausdrücken noch übrig gebliebenen Coefficienten m, n 
bestimmt durch die Gleichungen (222) und (223), welche wegen 



— b — c 



{m^ — n^)JyH^dF= — ^mC+^nB 



'gehen in: 



(234) 



2 2 3 

— mC ^nB=M oder mG — nB = —M 

-^ + ^ = oder »w(7+mJB=0. 

C 

aus folgt: 

SM SM 

S M /, 0^\ SM r y*\ 

die resultirende Schubspannung: 

i dieser Ansdruck unter der Voraussetzung 6^c auf die Form 
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gebracht , so ist J? = - _ (^1 - _ j + — _ (^1 - — j 

<-f^+('-0.-'-<'-i^('-i^) 

und folglich um so mehr ü ;p 1. Diesen grösstmöglichen Werth = 1 Int 
jR in der That fiir y = Hh?»» «=0, und ist also 



t = T^ :;— ^ = — • maxT, 



in den Mittelpunkten der längeren Seiten analog 
Resultate, das sich fiir den elliptischen Querschnitt (Nn 90) ergebet 
hatte. In den Mitten der kürzeren Seiten (y = , jer = + c) ist 

9^M b 

16 6c 

in den Eckpunkten (^ = + 6, ^ = ic) ist r = wie im Mittelpunkte 
(y = = Q) des Querschnittes. 

93. — Bezeichnet F den Fläclieninhalt des Querschnittes, so ißt »■ 
Falle der Ellipse * 

M 

mit F=^nbc nach Gleicliung (229): mö^rr=2-=Y- 

i' 

und im Falle des Rechtecks 

9 M 

mit F=4chc nach Gleichung (236): niax T = =^r . 

4: Fb 

Bei gegebenen Werthen von M und Fy also bei gegebenem Drehungs^ 
momente imd gegebenem Materialaufwande für den stabförmigen Körptf 
ist im einen wie im anderen Falle max r um so kleiner, je grösser 6, s* 
kleinsten also, wenn 6 = c ist, d. h. wenn die Ellipse ein Kreis, dii 
Rechteck ein Quadrat ist. In der That liegt es auch in .der Natur dtf 
Sache, einem auf Drehungselasticität in Anspruch genommenen ßtab* 
förmigen Körper im Allgemeinen eine solche Querschnittsform zu geben»- 
dass die Hauptträgheitsmomente JB, C gleich gross sind, da durch die AA 
dieser Inanspruchnahme keine durch die Axe gehende Ebene vor einer 
anderen ausgezeichnet ist. 

Bezeichnet d den Durchmesser des kreisförmigen, s die Seitenlang 
des quadratischen Querschnittes von gleichem Flächeninhalte ^ also 



.=|/; 



7t d^ d ,/— 
4 2 ^ 



M 

so ist bei dem kreisförmigen Querschnitte : niax r = 4 -=j und bei de» 

, . , 9 Jf 9 M . , ^, . L 

quadratischen : niax r = =^— = — =i: -^prr » somit letztere MaxfflM^ 

^ 2 Fs Y:^ Fd^ _ 

Spannung im Verliältnisse 

9 
-- = 1,269 ... 



4|/ 



TT 



Gerade statförmige Körper. 141 

» 

grösser. Der Grund davon liegt darin , dass bei dem quadratischen Quer- 
schnitte die Widerstandsfaliigkeit des Materials nicht nur, wie bei dem 
kreisförmigen gegen den Mittelpunkt hin , sondern auch gegen die Eck- 
punkte hin nur unvollständig verwerthet wird, da hier auch in letzteren 
T = ist. Da dasselbe bei jedem polygonalen Querschnitte der Fall sein 
muss, wenn gemäss der Umfangsbedingung unter 3) in Nr. 88 die Schub- 
spannung in den Eckpunkten zugleich die Richtung der einen und die der 
anderen von diesen Punkten ausgehenden Seiten soll haben können, so 
lässt sich (mit Rücksicht zugleich auf die obige ohne Zweifel verallge- 
meinerungsfahige Vergleichung des kreisförmigen mit dem elliptischen und 
des quadratischen mit dem länglich rechteckigen Querschnitte) schliessen, 
dass bei gegebenen Werthen des Drehungsmomentes 
und des Flächeninhaltes eines vollen (nur von aussen durch 
eine geschlossene Linie begrenzten) Querschnittes dem Kreise die 
kleinste Maximalspannung zukommt. Auch von nicht con- 
vexen , insbesondere von Querschnitten mit einspringenden Winkeln am Um- 
fange (Wellen mit sternförmig hervorragenden Rippen) ist ein Vortheil 
bezüglich auf Verminderung einer der Grössen F und max t bei gegebenem 
Werthe der anderen nicht zu erwarten ; in den Scheitelpunkten der ein- 
springenden Winkel am Umfange ist z* = aus demselben Grunde wie 
in den Eckpunkten eines convexen Polygons. 

Für den also bei Transmissionswellen mit Recht fast aus- 
schliesslich angewandten kreisförmigen Querschnitt vom Durchmesser d hat 
man, wenn 

■ M 1^ M ^ 

max T = 4 -=-7 = rr- = t 

Fd 7c d^ 

z 

gegeben ist, d= l/ — -M (237) 

f TCt 

oder (für das Centimeter als Längeneinheit) wenn 'N die Zahl der Pferde- 
stärken bedeutet , die durch das betreffende Wellenstück bei n Umdrehungen 
pro Minute zu übertragen sind , wegen 

^~ 60.750Ö~~Tl620 

1/16.71620 'S ,^^^, 

d= 1/ (238). 

r 7tt n 

Sprächen nicht Rücksichten praktischer Art dagegen, so würde eine 
treisringfläche als Querschnitt der Welle noch vortheilhafter, als ein voller 
Ireis sein ; denn nach Gleichung (233) wäre 

2 M 

imX T = 5-rj TT J 

7t r^(l — a*) 

lie Maximalspannung eines vollen kreisförmigen Querschnittes von gleichem 

'nhalte, also vom Radius rQ=r |/l — a^ dagegen 

2 Jlf 2 M 

mux r = - 



7t Vo^ 7t ^3(|_ce2)|/^_ct'i 
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b. Der Drehungswinkel. 

94. — Sind F und F zwei Querschnitte in den Entfernungen S 
und X -|- äx vom Anfangspunkte der Coordiuaten , so ist der unendlidi 
kleine Winkel^^rfa;, um welchen F' gegen 7^ durcli das Kraftraonwul 
M im Sinne YZ (d. h. im Sinne einer Drehung von 90", wodurch die 
positive ^-Axe die Riclitung der positiven g-Axe erhielte) verdreht wirJ. 
gemäBs den Annahmen in Nr, 87 als der Winkel zo verätehen, um den 
die SymmetrieaKen von F" gegen die entsprechenden SjTnmctrieaxen von 
F im fraglichen Sinne gedreht werden. Ein allgemeiner Ausdruck diem 
Winkels und somit des specifisohen Dreliungswinkela ^ wird durch fct 
gende Betrachtung gefunden. 

Ee sei P ein materieller Punkt des Querschnittes F, P der snt- 
Hprecliendc materielle Punkt von F, d. h. der Punkt, der im ursprGiig- 
liehen Zustande (vor der Einwirkung des Drehungsmoments JM) die CM^ 
dinaten X'^dx, y, s liat, wälirend X, y-, e die des Punktes P Elod; 
femer seien PQ^dy und PQ'^^dy zwei gleiche ursprünglich mit der 
y-Axe parallele unendlich kleine materielle Gerade bezielitings weise In J* 
nnd F. Ist nun u die Vcrrücknng, die der materielle Funkt F dureb 
das Dreimngsmoment JK im Sinne der 0-Axe erfährt, so ist 

- j_ ,i:. _-■_.■_, Verrückung von P* gegen P im Sinne der S-Ast, 



r—dxdy der Ueberschuss der reintiven Verriickung von Q" gegen? 

iber die von P' gegen P im Sinne der e-Axe und 

Winkel, um den die Gerade P'Q' gegen die Gerade PQ 

im Sinne YZ verdreht wird (ausgedrückt in Bogenmaaas, d. h. i 
als Bogenlänge für den Radius als Einheit). 

diesem Ausdrucke, der im Allgemeinen eine Function vcn 

kann, s=xO, so ergiebt sich 

\bxby/^._ 
als Ausdruck des Verdreh ungswinkeU eines Elementes der mit der j/-Äie 
parallelen Symmetrieaxo von F gegen das entsprechende Element der enl- 
eproclienden Symmctrieaxe von F, somit auch, da diese Symmetrieaxen, 
als materielle Linien betrachtet , zur Stafaaxe senkrechte Gerade bleiben 
(Nr. 87), als Ausdruck des gegenseitigen Drehungswinkel» dieser ganzen 
fyTametrieaxen ; d. h. es ist jener Winkel = &dx. 




dx 
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In gleicher Weise ergiebt sich, wenn rj die Venrückung des Punktes 
P im Sinne der ^-Aze bedeutet, durch Yertauschung von y und 0, 

rj und ^: 

als Ausdruck des Verdrehungswinkels der mit der jgr-Axe parallelen 
Symmetrieaxe von P gegen die entsprechende von F im Sinne ZY, d. h. 
es ist dieser Winkel = — d^dx. Folglich ist der specifische Drehungs- 
winkel 

»=(-^) =-(^n . . '. (239). 

\bxdy/z=o \ixbz Jy — o 

95. — Sind nun /y und y^ die den Componenten Ty und Tz der 
Schubspannung r entsprechenden Componenten der Schiebung y im Punkte 
P (iC , y , z) des ' Querschnittes F, und ist G eine Constante = der Con- 
stanten (rn der Gleichungen (40) in Nr. 16 für den allgemeineren Fall, 
dass der Körper nicht isotrop ist, sondern nur eine Elasticitätsaxe im Sinne 
der Stabaxe hat, so ist nach Gleichung (40) und (26): 



"=«''=«(§+ © 



..=e,.=e(|i+g). 

Setzt man hierin für Ty und Tg die Ausdrücke (221), so erhält man 

und weiter, indem in der ersten dieser Gleichungen ;8r = , in der zweiten 
y=:0 gesetzt wird, mit Bücksicht auf Gleichung (239): 

;+'»>"=''[(i^X-*]' 

endlich hieraus, indem in der ersten y = 0, in der zweiten ;8f = gesetzt 
und durch Subtraction beider Gleichungen die dann in ihnen vorkommende 
Grösse 

eliminirt wird : ^ 1 m — n 

Unter übrigens denselben Voraussetzungen, insbesondere auf Grund 
der hier wesentlichen Annahme, dass die materiellen S3nnmetrieaxen be- 
ständig zu einander und zur Stabaxe senkrechte gerade Linien bleiben, 
liätte sich offenbar derselbe Ausdruck von d' ergeben, weim. m ^cti K\3ä- 
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drtlcken von Ty und t^ beliebig viel weitere der mljglicher Weise diirio 

Torkommenden Glieder angenommen, wenn z. B. durcli die Ausdrücke 
Ty = my + «i^ |/^^ + «ij y ' + »% y 2* + »hV^ ^* ~\~ "*ä y'' 
Ti^ns -\- n^y^ z -\- n^e^ -\- n^ p*s + «i J/*:?' + «s «^ 

mir die Glieder von hölierem , als dem seclisten Grade au3geät:hloflaeii 

worden waren. 
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oder auch Cur einen aussen 
ilieli liegen den Ellipsea 

ihnitt ist nacli Nr. 90 und 91: 

mit den Halbaxen 6, c wegen 
ircia (Radius = r, DiirclimeSBer = (2) mit 



renQuo 
1 1/ 



2 il S2 M 
e Hing fläche (äusserer Radius := f 

3f 2 Jf 



Qn, 



rsulinitt (Seitenlangen ^ 2fr 



3 Jlf 



B = 



-ä-ic'. C= 



-h'c 






(215), 



4 U 

" ^ 8 (J Vb + "cJ'^sa Ü b'e' 
insbesondere fiir das Quadrat mit der Seite s =^ 2 ft ^ 2 f : 

-Äf ^ = ^? • ■ • ■ '-'■ 
In Gmden ausgedrückt ist in allen Fällen der specifische Di-eliungf- 
winkel 



180 _ 



97. — Wenn die Verdrehung eines stabformigen Körpers nicht 8iv 
wolil als nebensüeliliclier oder gar stiirender Umstand erscheint , wie hä | 
Transmissions wellen, sondern wesentlicli beabsichtigt wird , wie es bei der 
Verwendung Bolclier Körper zu dynamometrischen nnd anderen Zweeken 
der Fall ist, kann es in Frage kommen, wie d i e Qu e rsclinitis form 
wä hlen sei, um bei gegebenen Wertlien von Jf nnjj 
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max T = t den Drehungswinkel ^ möglichst gross zu 

erhalten^ wie insbesondere , wenn als Querschnitt eine Ellipse oder 

ein Rechteck mit den halben Äxen resp. halben Seiten h, c gewählt 

wird (h ^ c), das Verhältniss dieser Dimensionen der fraglichen Forderung 

entsprechend anzunehmen sei. Indem aber 

2 M 
für die EUipse nach Gleichung (229): ^= — =-5- 

9 M 
und für das Rechteck nach Gleichung (236): ^=777^^ 

ist, ergiebt sich nach Gleichung (242) und (245) für beide Fälle 

1 t h^ + c^ 

2 G hc^ 

oder, wenn die durch M und t bestimmte Grösse 

b^c = a^ und — = Xj also — = — ^ 

a a x^ 

gesetzt wird: 

^ = ^~ 7-^ = 4-7^('^' + -) mit 0<^<1. 

2 Ga Jl_ 2 Ga\ ^ xJ = 

x^ ' 

1 

Setzt man x^-\ = f(x), 

dx x^ ax^ 

also fdr ^. 

^=«,..,.r„.=f/I„<=|=KT 

/(a;) und somit ^. ein Minimum. Wächst -^ über ]/ h hinaus, ent- 

6 



sprechend ^r Abnahme von x unter 1/ — , so wird 

/^C^) =/•(!) =2 für ^=1,966, also -|- = i-3= 7,6 

tmgefähr. Bei gegebenen Werthen von M und t wird also 
ein möglichst grosser Drehungswinkel erhalten, wenn 
entweder die Ellipse als Kreis resp. das Rechteck als 
Quadrat, oder die eine resp. das andere so länglich ge- 

nommen wird, dass-|->7,6 ist. 

6 

Für x = y ^ ist /'(a:) = 1,569 . . . 

für x=\ ist f{x) = 2, 

Graihof, Elasticit2ft und Feßtigkeit. \Q 



- (■ f> »Iso -ff uQgefiilir im Verhältnissu 0,785 tleioer , als filr 



nimmt aber auch & ins Unendliche zu. 

Für den Kreis und das Quadrat (Radius rpsp. halbe Seite 
I üt nctcli Obigem : 



Werden ahcr flir das Quadrat die Werthe von & und a ziim Unters cliiede 
mit J'^ und fl| be/eiclinet, so ist hei gleichen Werthen von M und (: 



- — i = r7:~-^> somit -^ = — = 1/ ^^^l,Q42. 



-V?.-^-- 



Bei qnadratiachem Queraclinitte ergiebt sich also die Verdrehung zirtl 
grüBser, als bei kreisförmigem, doch nur in Bolcliem Grade, dasa die Bäcfc- 
aioht auf leichtere HersteUbarkeit in der Kegel für die Wahl eines kreis- 
förmigen Querschnittes entscheidend sein wird , wenn niclit etwa durch 

einen sehr flachen Stab von rechteckigem Queraohaitte mit — >7,6 ehrt 

wesentliche Vergrössorung des Drehungs wink eis erzielt werden soll. 
üebrigens wird auch (siehe folgende Nummer) der Verdreh ungswinkel bei 
quadratischem Querschnitte am wenigsten mit der Theorie in Einklang, 
und zwar thatsächlicli kleiner gel'undon. 

98. — Die Prüfung der hier dargestellten Theorie der DrehungS- 
elasticität dureJi Vergleich ung mit den Ergebnissen von Versuchen kann 
nur mit Hülfe des Auadniekes für den Drehungs wink el gescliehen, weil 
die Spannung im Inneren eines Körpers sicli nicht beobachten lässt ; auch 
Versuche tibcr das zum Abwürgen eines Stabes erforderliche KrarCmomCDt 
in Verhindimg mit der anderweitig bekannten Scliubfestigkeit des h&- 
teeffenden Materials können keinen Aufschluss geben, weil dabei Zualände 
eintreten , auf welche die ein vollkommen elastisches Verliffiten voraus- 
setzende Theorie selbst niclit näheruugs weise mehr passt. 

Durcli Messung des Drehungs wiukcls prismatischer Stähe aus iso- 
tropem Materiale, insbesondere aus verschiedenen Metallen (Eisen, StaU, 
Kupfer) und aus Glas, hat Wert heim gefunden, dass, wen 
Gleicbung (52), Nr. 22, im Mittel 

= — — ^J— ■E=0,38J3, entsprechend m = 3,l8, 
2 m~\-l 

gesetzt wird, die B'ormcl (241): 

1 M(l 1\ 

eine gute Ueberein Stimmung gewahrt für kreisförmige, krciarlngfiinnige nnd 

elliptigehe Querschnitte ; dngegen liefert jenen Versiiclien zufolge die für 

( reehteckigea Quersclinitt gefundene GWicbttWg C245V 



1 
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im Allgemeinen etwas zu grosse Werthe um so mehr, je mehr das Rechteck 
einem Quadrate sich nähert, so dass 



-=Tf(5 + ^) '"') 



gesetzt werden kann mit (t = 0,38J5? für isotrope Körper und 

n=l für kreisförmige und elliptische, 
w=l,2 für quadratische, 

n = ly2 bis 1,5 für mehr und mehr längliche rechteckige Quer- 
schnitte. 

Uebrigens wurde sowohl das Verhältniss -^ für verschiedene Sub- 

Jl!j 

Stanzen etwas verschieden, als auch der Coefficient n ausser von der Quer- 
schnittsform zugleich einigermaassen von M und von der Länge l des 
Stabes abhängig gefunden : n nimmt etwas zu , wenn M zunimmt oder 
l abninunt. Auch wurde schon bei massiger Grösse von M ein Theil 
von -St nach der Entlastung bleibend gefunden, der mit M rasch zunahm 
und unter sonst gleichen Umständen bei längeren Stäben verhältnissmässig 
grösser war, als bei kurzen. 

Diese letzteren Thatsachen hängen zusammen mit der bei obiger 
Theorie ausser Acht gelassenen Compression in transversaler Richtung, 
wovon die Verdrehung eines Stabes stets in gewissem, und zwar, wie es 
scheint, von der Länge abhängigem Grade begleitet wird ; die entsprechende 
Volumenverminderung bestimmte Wertheim durch die Flüssigkeitsmenge, 
die aus dem mit der betreflfenden Flüssigkeit erfüllten Lineren eines hohlen 
Stabes bei dessen Verdrehung hinausgetrieben wurde, und fand sie bei iso- 
tropen Körpern proportional d'^. 



B. Zusammengesetzte Fälle der Elasticität gerader stabförmiger 

Körper. 

99. — Unter dieser Bezeichnung sollen im Folgenden solche Arten 
der Lianspruchnahme eines geraden stabförmigen Körpers besprochen werden, 
die als Combinationen von zwei der im Vorhergehenden betrachteten ein- 
fachen Fälle: 

1) Zug- oder Druck-Elasticität, 

2) Biegungselasticität, 

3) Schubelasticität, 

4) Drehungselasticität 

betrachtet werden können. Dieselben gestatten seclis solche Combinationen: 

1) und 2) 1) und 3) 1) und 4) 

2) und 3) 2) und 4) 3) und 4). 
Praktisches Interesse haben besonders die Combinationen der Biegungs- 
elasticität mit einem der anderen einfachen Fälle. Die Behandlung aller 
dieser zusammengesetzten Fälle beruht darauf, dass die Spannumg.'&Q.^^rai'^Ck- 
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nenten, nämlich die von den allgemeinen sechs Spannungscomponenten 
Gx, Oy, Ozy Tx, Ty, Tj JisuAi Nr. 24 hier stets nur in Betracht gezogenen 
drei: (7x9 "^y? ^z &ls algebraische Summen der Antheile betrachtet werden 
können^ die von den einzelnen der combinirten Inanspruclinahmen herrühren. 

I. Combinatton Ton Zug- oder Druck- und Biegungs-ElftstieitSt. 

100. — Während in allen anderen hier zu besprechenden Fällen der 
Körper als isotrop vorausgesetzt wird, braucht in diesem nur angenommen 
zu werden (Nr. 26), dass er nach der Bichtung seiner. Axe 
in allen Punkten gleich beschaffen ist; weil es sich hier 
nur um die Zusammensetzung von Normalspannungen a und Dehnungen 
e handelt, die, von verschiedenen Ursaclien herrührend, überall nach jener 
Bichtung stattfinden , was einfach durch algebraische Addition geschehen 
kann. Ohne die hier wegfallende Einschränkung auf Kräfte, deren Ridi- 
tungslinien die Stabaxe rechtwinkelig schneiden, werden übrigens die bei 
der Biegimgselasticität gemachten Annahmen beibehalten, und wird ins- 
besondere (Nr. 40) vorausgesetzt, dass dieBichtungslinien aller 
ausser en Kräfte in einerEbene liegen, welche dieQuer- 
schnitte des stabförmigen Körpers in Hauptazen für 
ihre Schwerpunkte schneidet, wie es insbesondere dann der 
Fall ist, wenn die Ebene der Kräfte eine Symmetrieebene ^ 
des Körpers ist. Die elastische Linie ist dann eine ebene Corve, 
und es fallt ihre Ebene, die Biegungsebene, mit der Ebene der Ejäfte za- 
sammen. Die Bezeichnungen : elastische Linie^ Biegungsfläcbe 
resp. Biegungsebene, Biegungsaxe, elastische Fläche nnd 
neutrale Axe haben hier dieselben Bedeutungen (Nr. 35 und 36) 
wie bei der einfachen Biegungselasticität. 

Wenn die äusseren Kjäfte für einen Querschnitt F zu einer im 
Schwerpunkte desselben angreifenden Besultante und einem Elräftepaare 
zusammengesetzt werden, dessen Moment = Jf sei, jene Besultante aber 
in zwei Componenten P und R zerlegt wird, deren Bichtungslinien be- 
ziehungsweise senkrecht zum Querschnitte und in demselben gelegen sind} 
so soll auch hier von der Wirkung der letzteren Kraft It abgesehen 
werden , was ebenso wie bei der Biegungselasticität mit um so kleinerem 
Felller geschehen kann, je grösser die Länge im Vergleich mit den der 
Biegungsebene parallelen Querschnittsdimensionen des Stabes ist. Darch 
die Kraft P dagegen wird der Körper auf Zug oder Druck, durch das 
Kräftepaar M auf Biegung in Anspruch genommen^ und die entsprechenden 
nach Gleichung (62) und (81) zu bestimmenden Normalspannungen setzen 
sich zu der resultirenden Spannung 

zusammen, wobei die Buchstaben die -aus dem Früheren bekannten Bedeu- 
tungen haben und, indem a ebenso wie rj algebraisch (positiv oder negativ) 
■^1 verstehen ist, während My P, F, J absolute Grössen sind, im zweiten 
"«de das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem P ziehend oder 
end gegen den Querschnitt gerichtet ist. 
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Ist e* der grösste Werth eines positiven, e" der grösste Absolutwerth 
eines negativen i^, ferner 

(r=(y' für i?=e', a = — &* für 1;== — e", 
so ist (r' = ~^ + — ; (y" = _^ + _. . (249). 

Die neutrale Axe (a = 0) fallt nioht mit der Biegungsaxe (1^ = 0) 
zusammen und kann selbst ganz ausserhalb des Querschnittes liegen, d. h. 
ihre (algebraiscli verstandene) Entfernung tiq von der Biegungsaxe kann 
< — e" oder > e' sein. Ergeben sich a' und a"^ nach Gleichung (249) 
beide positiv, so ist — 6"<i?o^^' ^"^^ ^' ^^® grösste Spannung, a" die 
grösste Pressung im Querschnitte. Ist a" negativ , so ist 1^0 ^ — ^" » ^^ 
Querschnitte finden dann nur Spannungen im engeren Sinne statt und ist 
a' die grösste, — &* die kleinste derselben. Ist endlich & negativ, so 
ist rjo'^ e' ; im Querschnitte finden nur Pressungen statt und ist a" die 
grösste, — (j' die kleinste. 

101. — Streng genommen kann schon bei der Belastung eines Stabes 
durch transversale (die Stabaxe rechtwinkelig schneidende) Kräfte die da- " 
durch hauptsächlich verursachte Inanspruchnahme auf Biegung von einer 
solchen auf Zug oder Druck begleitet werden in Folge der Reibung, 
die bis zu gewissem Grade dem Gleiten des Stabes auf 
den Stützen entgegenwirkt. 

Ein prismatischer Stab sei z. B. horizontal an den Enden gestützt in 
zwei Punkten Äi , S^ (als Punkte betrachteten schmalen Flächen) , die 
von der elastischen Fläche (dem Orte der Biegungsaxen) die Entfernungen 
e, von einander die Entfernung 2a haben; belastet sei der Stab durch 
das in der Mitte concentrirt angreifende Gewicht 2 P, während von seinem 
Eigengewichte abstrahirt wird. Ist der Stab verhältnissmässig sehr dünn 
(ß sehr klein in Vergleich mit a), so wird er in Folge seiner Biegung 
auf den Stützen Ä^ , 2?^ einwärts gleiten , wogegen ein dickerer Stab in 
Folge überschüssiger Dehnung an seiner unteren Fläche auch umgekehrt 
auswärts gleiten kann; durch die Reibung bei Ä^ und 2?^ wird er im 
ersten Falle auf Zug, im zweiten auf Druck in Anspruch genommen. 
Weder das eine noch das andere ist der Fall , wenn , unter Ä , B die 
vertical über A^ , B^ liegenden Punkte der elastischen Linie und unter 
a den Neigungswinkel derselben bei A und B gegen die Gerade AB, 
unter den Mittelpunkt des Bogens AB verstanden, die Bogenlänge 
OÄ = s = a + ea ist, indem dann die materiellen Punkte A und J8, 
vor der Biegung um den Betrag ea jenseits der Stützpunkte Ai und Bi 
liegend, nur durch die Neigung a, nicht durch Gleitling längs den Stützen 
in die Lagen A und B gekommen sind. 

,Nun ist nach Nr. 60 mit Bezug auf das Coordinatensystem von 
Fig. 21: 

d^ _ 1 jL 2 _ ^ ^ 2 

'd^~''~ 2 EJ"" -"" 2 Ej"" 

und nach Nr. 6t, Gleichung (147): a = -^rF^^~ = "?r^^^^? 
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also mit n = 'TrF • -T- = -7r(^ — ^ ) 

EJ dx 2 ^ ^ 

dz 
und nähorungsweise mit Rücksicht darauf, dass -^ ®^^ ^^^ kleiner Bruch ist: 



a a 



=y^ dx = a + y/(«* — 2 a« ä» + a;*) da; 







Obige Bedingung fiir das Fehlen eines Gleitungswiderstandes an den 
Stützen : 

giobt also 2 . 2 P ^ 

oder auch, vcil die Durchbiegung in der Mitte bei nach Gleich. (147): 

, 2P (2«)» 1 P , 
£J 48 3 EJ 

'*^' c = -?-<J . (250). 

o 

Bexoichnot Ä* die Maxinialspannung in der EIntfemung e von der 
Bieguugsaxc des mittleren Querschnittes, so ist 

A: — = Pci, also-^ = — ; o = ----= — , 
c J ae S E e ^ 

e l/"2 Ik 
nach Gleichung (250) also auch — = r 77^* * (^^^^^ 

Ä ^ 15 jfc 

^ — 1 A' — 1 e 

K. B, — <r— v-^ i»w -,, < "^vTT« Iw ^^<^r Regel ist — viel grosser, somit 
fi ^ 122 E ^2000 "" rt ^ ' 

IVndoui xuui Gleiten nach aussen aut* den Stützen vorhanden. Is^ 

so vii^ gn'^sser, als der Greuiwenh (^251), dass diese Gleitung wirk:- 
«I 

lieh oimritt, so wirki ihr die Reibung = uP (Reibungscoefficient m*l 

Snlwombnick) als eine horinMiijU ein wnns gtHrichtete Kraft entgegen, di^ 

dÄi\u (^abgx?!selion \x>n einem neben SiicliUclien Kintlusse auf die Biegung"^ 

den St^b auf Prtick in Anspruch nimmt, entspnLvhesid der specifische^ 

lYw^un« 

uP 

*« — /.' • 

l>a die ihiivh die Kcjxing l^liniite grossi^ ^^vuiming 



i, = />« ; 
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;t, so fplgt 

i. B. im Falle eines rechteckigen Querschnittes von der Breite 6 und 
lohe 2e ist 

F=2le, er=-|-6eS also^ = -^ — , 

3 \ Z a 

L i. ein meistens hinlänglich kleiner Bruch, um ohne in Betracht kommenden 
Fehler 1c^ gegen h^ vernachlässigen zu dürfen. 

102. — In höherem Grade kann die Biegung eines durch trans- 
versale Kräfte belasteten stabförmigen Körpers von einer Längsspannung 
dann begleitet werden, wenn die relative Lage der materiellen 
Endpunkte seiner Mittellinie unveränderlich gegeben 
ist, wenn z. B. der Stab an den Enden um feste , zur Biegungsebene 
senkrechte Bolzen drehbar oder wenn zugleich die Richtung seiner Mittel- 
linie daselbst gegeben, wenn er nämlich an den Enden befestigt ist. Dass 
in der That in solchem Falle die Inanspruchnahme auf Zug so beträcht- 
lich werden kann, dass sie nicht gegen die auf Biegung zu vernachlässigen 
ist, zeigt das in Nr. 31 betrachtete Beispiel eines oberirdischen Tele- 
graphendrahtes, wobei sogar umgekehrt die durch die Biegung bedingten 
Spannungen verschwindend klein sind. Indem hier die durch die Be- 
festigung des Drahtes an seinen Enden verursachte Zugkraft selbst viel 
grösser, als die primäre Belastung, nämlich als das Eigengewicht des 
Drahtes ist, ergiebt sich zugleich, dass trotz der nach wie vor beibehal- 
tenen Voraussetzung sehr geringfügiger Biegung doch jene Zugkraft zu- 
gleich wesentlich beitragen kann , die Art der Biegung und die ihr ent- 
sprechenden Spannungsmomente zu bestimmen. 

Als Beispiel werde ein prismatischer Stab von der Länge 
4 ft betrachtet , der horizontal an den Enden befestigt und 
(bei Vernachlässigung seines Eigengewichtes) durch das in der Mitte 
concentrirt angreifende Gewicht 2P belastet ist; die Be- 
festigung sei eine solche , dass die elastiscfie Linie in ihren 
festen Endpunkten von der geraden Verbindungslinie 
derselben berührt wird. Würde der Stab in irgend einem Quer- 
schnitte, dessen Schwerpunkt JB sei, durchschnitten, so wäre das Stabstück 
^) unter A das zunächst liegende Stabende verstanden, in unveränderter 
^eise dadurch im Gleichgewichte zu erhalten, dass im Punkte JB die 
^ertical abwärts wirkende Kraft P und eine horizontal im Sinne von A 
gegen Jß wirkende Kraft Q, ferner in der Endfläclie bei JS ein Kräftepaar 
^ dem zuvor im Querschnitte daselbst herrsclienden Spannungsmomente 
^Dgebracht werden ; letzteres wäre = Null, wenn JB ein Wendepunkt der 
elastischen Linie wäre. 'Solcher Wendepunkte hat die elastische Linie hier 

offenbar zwei, und zwar liegen sie auf — der Stablänge von den Enden, 

4 

^eil ebenso wie im analogen Falle des beiderseits nur eingeklemmten 
'Stabes (Nr. 57) auiih hier die elastische Linie aus vier gleichen, nur ver- 
schieden liegenden Stücken besteht. Es braucht also überhaupt nur eüx 



oder 
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solches Stück AIi = a betrachtet zu werden: Fig. 30, Nr, 77, woselbst 
in Ji noch die nach XB gerichtete Erafl Q hinzu zu denken ist. Diese 
Kraft Q und die Durchbi^ung d (Fig* 30) oder der Absolutwerth 

M=Pa—Qd 
des Spannungsmomentes im Querschnitte bei A (= dem in den beiden 
Endquerschnitten und im mittleren Querschnitte des Stabes stattfindenden 
gr(>ssten Spannungsmomente) sind zu ermitteln , um nach Gleichung (249) 
(mit den oberen Vorzeichen und mit Q statt P) die Anstrengung des Stabes 
beurtheilen zu können. 

Zu dem Ende hat man mit Bezug auf das Coordinatensjstem von 
Fig. 30 die Momentengleichung: 

|^ = _^«^ + g«^ ,„iti,«=^ und q'=^. 

Wird - - mit y bezeichnet, so folgt daraus 

d^y _ 8 d^z _ g 
dx^~^ dx^~^^ 

und das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist, unter A und 

JB Constante verstanden, 

y = —p^x 4- q^z = Aef^^ + Be-^^. 

Zur Bestimmung der Constanten Aj B dienen die susammengehörigen 

Werthe : 

de 
x = 0, j6f = und x = a, -^— = 0, 

ax 

also die Gleichungen : = A']-B und — p^ = Aqe^ — Bqer^* 

Danach ist die Gleichung der elastischen Linie: 

q^z=p*x — B(€^'''-€r<i^) mit B= — -—^^—— . (263). 

Die Kraft Q (somit die Grösse q) ist dadurch bestimmt, dass die ibr 

entsprechende verhältnissmässige Dehnung der Mittellinie = -^ aucn 

= ist, wenn s die Bogenlänge AB bedeutet, deren ursprünglicbe 

Länge = ihrer Projection auf die x-Axe = a ist. Nun ist nach 
Gleichung (253) 

dz 
also mit Bücksicht darauf ^ dass -:= — ein sehr kleiner Bruch ist, 

ax 



li=V^^(M=^+Ui) 



= 1 4- -^ O*— 2Bp'q(e'i''+ «-'»=') + JB*q' (eäv + e""«^ + 2)], 
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=/ 



a 

ds , 
dx 



1 

1 



dx 



1 f" 7?2/y — I 

==a+~-^jP*a— 2Bjp2(eaq_e-aq)^_^(ß2aq_g-2aq_^ 

und bei Einsetzung des obigen Ausdruckes von JB: 

g2n — 2n gn g — n 

oder mit n = aQ wegen -7 ; r-r- = : 

Mit den Bezeichnungen 
und mit Jx=Fp folgt also aus der Gleichung 

Bei gegebener^ Belastung des Stabes ist hierdurch n bestimmt, 
also auch 

^ = J5;JPw» (-^y (266). 

Aus dem Ausdrucke des Spannungsmoments in einem beliebigen Quer- 
schnitte: 

Px—Qz = EJ{p^x--q^z) = EJB{^^ — e-^'') 
nach Gleichung (253) folgt dann mit x = a\ 

M=EJB(e — e-^) = ^^ ^^~^~^ =Pa.f(n) . (257) 

^d endlich die Maximalspannung Je nach Gleichung (249) , insbesondere 
im Falle e' = e" = e: 

j Me . Q Pae .>. \ \ t? ^^f fV 
^^ mit Rücksicht auf Gleichung (255) : 

Smd l^ und Aj die beziehungsweise von der Biegung und von der 
l^ehnting des Stabes (von M und von Q) herrührenden Bestandtheile von 
i) 80 ist 

^-'Wi ^-v 
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Ist h' die Maximalspannung, die im Stabe stattfinden würde ^ wenn er an 
den Enden nicht befestigt, sondern (streng genonmien ohne Reibung) nar 
eingeklemmt wäre, so dass er nur auf Biegung in Anspruch genonmien 
wird , so ist 

J f{n) 

^ = -^4^- = (l + f)/'W=/'W + »»*»^^7 • (260). 

Was die in diesen Formeln vorkommenden Functionen f(n) und 
F(n) betrifft, so kann, wenn n ein der Einheit nieht nahe konmiender 
echter Bruch ist. 



2 -- 6 • 24 — 120 • 720 — 5040 
gesetzt werden, und ergiebt sich dann 

/•(«) = l-|n* + A«*-i^n- F(«) = ^(^,-|^) . (261). 

Im Falle eines rechteckigen Querschnittes von der Breite 6 ist 

k 1 

und findet man dann beispielsweise mit -^== aus Gleichung (258) 

bis (260) 

für w = 0,1 0,2 

a=21,3e 30,4 e 

Jc^= 0,0149 Äi 0,0297 k^ 

k = 1,0115 jfc' 1,0162*'. 

Man erkennt daraus, dass die der Dehnung des Stabes entsprechende 
Spannung Ä'g erst dann eine im Vergleich mit der Biegungsspannung Ä'i 
nicht zu vernaclilässigende Grösse haben kann, wenn das Verhältniss der 
Länge zur Dicke des Stabes ungewöhnlich gross ist. Noch weniger fehler- 
haft , als die Vernachlässigung von k^ gegen k^ , ist die Berechnung der 
Anstrengung des Stabes nur auf Biegung, gleich als ob er an den Enden 
nicht befestigt , sondern eingeklemmt wäre ; man findet dadurch die 
Maximalspannung (bei der hier vorausgesetzten Belastungsart) um höchstens 
etwa 1^/q zu klein, wenn a<20e, d. i. die Stablänge 4a kleiner, als 
das 40 fache der Dicke 2e ist. 

Da die obige Untersucliung unter sonst gleichen Umständen auch fÜc 
einen stabförmigen Körper von der Länge 2a gilt, der an den Ende 
drehbar befestigt ist , so folgt , dass gleicher Weise die Anstrengung ein 
solclien Körpers , sofern das Verhältniss seiner Länge zur Dicke nicht etwat-^ 
ungewölmlicli gross ist, nur unerheblich zu klein gefunden wird , wenn si 
so berechnet wird , als ob der Körper an den Enden gestützt wäre nn 
^mit nur auf Biegung in Anspruch genommen würde. Die Berück- — 

'gung der Dehnung in der Mittellinie in Folge der Biegung durchs 
1 dazu wirkende äussere Kräfte ist übrigens in solchen Fällen vJCf- 
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so weniger geboten , als eine viel grössere (positive oder negative) Dehnung 
durch Temperaturänderungen des Stabes verursacht werden kann, deren 
Einfluss im Folgenden (Nr. 122) näher geprüft werden wird. 

103. — Von grösserem technischem Interesse ist die Combination 
von Zug- oder Druck- und Biegungs - Elasticität in solchen Fällen, in 
denen schon unter den gegebenen belastenden Kräften sich solche befinden, 
die Componenten im Sinne der Stabaxe haben. Von dergleichen Fällen 
sollen hier zunäclist solche näher besprochen werden , in denen alle äussere 
Kräfte mit der Stabaxe parallel sind , eine Belastungsart , die als e x c e n - 
trische Zug- oder Druckbelastung bezeichnet werde und von 
der die Specialfalle hervorzuheben sind, in denen die Angriffspunkte der 
Kräfte in der Mittellinie selbst liegen und somit der Stab auf sogenannte 
Knickung in Anspruch genommen wird. Häufig kommt die gleich- 
zeitige Inanspruchnahme auf Zug oder Druck und auf Biegung bei gewissen 
stabförmigen Bes tan dtheilen zusammengesetzter Con- 
structionen vor, wovon auch einige Beispiele im Folgenden betrachtet 
werden sollen. In allen Fällen wird vom Eigengewichte der Körper hier 
abgesehen. 

a. Excentrische Zug - oder DmckbelastuBg eines prismatisolieii Stabes. 

104. — Ein prismatischer Stab AB sei im Punkte D von einer 
Kraft P angegriffen , deren Richtungslinie mit der Stabaxe parallel ist ; 
die Entfernung p des Punktes D von dieser Axe heisse die Excen- 
t r i c i t ä t der Kraft P. Unter Ä und JB insbesondere die Endpunkte der 
Mittellinie verstanden, werde Ä als Anfangspunkt eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystems der x , y angenommen , die ursprünglich gerade Stab- 
axe als :r-Axe, positiv in der Richtung ÄS, die y-Axe positiv in solchem 
Sinne , dass die y- Coordinate des Punktes D positiv = p ist. In Bezug 
auf die Stützungsweise werden die vier Fälle unterschieden , dass der Stab 

1) bei Ä eingeklemmt und übrigens frei, 

2) bei Ä und B gestützt, 

3) bei Ä eingeklemmt, bei JB gestützt, 

4) bei Ä und B eingeklemmt ist. 

Die Einklemmung wird dabei in allen Fällen als ein Zwang der elastischen 
Linie, von der ^-Axe berührt zu werden, die Stützung als eine seitliclie, 
<1. h. als Verhinderung der Ausweichung des gestützten Punktes der Mittel- 
linie aus der ^-Axe verstanden. Ausserdem muss der Stab natürlich seiner 
Lunge nach an einem Ende so gestützt sein, dass er dadurch im Sinne 
^<?r Kraft P sich zu bewegen gehindert ist ; diese letztere Stützung 
zusammen mit seitlicher Stützung an demselben Stabende ist einerlei mit 
^rehbarkeit um eine zur Biegungsebene senkrechte feste 
-^ X e daselbst , zusammen mit Einklemmung dagegen einerlei mit B e - 
^stigung an dieser Stelle. Uebrigens wird zunäclist angenommen, die 
Ordinate y der elastischen Linie sei so klein im Ver- 
ß^eich mit der Excen tricitä t ^, dass das Moment von P 
^^ Bezug auf die Biegungsaxe jedes Querschnittes ohne 
**^Betraqht kommenden FehleT = Pp gesetzt w^td^xi ^B^^\l\l^ 
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105. — Unter dieser Voraussetzung ist, wenn der Stab^B am 
Ende A befestigt, übrigens frei and am freien Ende B 
durch die Kraft P excentrisch auf Zug oder Druck 

belastet ist (Fig. 37), sowohl die Zugkraft P, 
als auch das auf Biegung wirkende Kraftmoment 
M = Pp für alle Querschnitte gleicli und somit 
auch mit J:=iFp nach Gleichung (249) für alle 
Querschnitte des Stabes: 



Fig. 37. 



B 



X 



7 
X JP 



D 



T 



D 






(262). 



Dabei entsprechen die oberen Zeichen der Zug- 
belastung, die unteren der Druckbelastung, (der 
ersten resp. zweiten Fig. 87). 
Hat z. B. eine excentrisch belastete Hängesäule, d. li. 
ein in verticaler Lage oben befestigter und unten durch ein excentrisch 
angehängtes Gewicht P belasteter prismatischer stabförmiger Körper einen 
rechteckigen Querschnitt mit den Seiten 6 und 2e (b senkrecht 
zur Biegungsebene), so ist 

e' = e" = e; J = -^he^ = -l-Fe^ also ^ = -^-6^ 



. ::.}=(^T±')l <^««' 



1 P 

fürp = — e: a'=2-=, a" = 

P P 

p = e: a'=4-^, a" = 2-^; 

bei kreisförmigem Querschnitte mit dem Radius r dagegen 
ist mit 

4 4 4 



t'HH^)T '-«' 



1 P 

für « = — r: a' = 2-^, (t"=0, 
^4 F 

P P 

p = r: a'=5y, (r" = 3-p. 

Man erkennt daraus , wie schon bei verhältnissmässig kleiner Grösse 
der Excentricität p die Maximalspannung erheblich grösser wird, als die 

P 

der centrischen Belastung entsprechende gleichmässige Spannung = -= . 

106. — In den drei letzten der in Nr. 104 unterschiedenen Fälle 
hinsichtlich der Stützungsart des Stabea Bei A ^«ä ^\«X>«iA^, ^^^li^^kbßs 
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3 belastende Kraft P hin gerichtet und all welchem der Stab seiner 

Inge nach gestützt ist , so dass , unter C den Fusspunkt des vom An- 

Iffspunkte D der Kraft P auf die Stabaxe gefällten Perpendikels CD = p 

pj gg verstanden (Fig. 38), nur das Stück ÄC des Stabes 

ausser auf Biegung' zugleich auf Druck in Anspruch 
/ genommen wird. Die Buchstaben Ä, B sollen zugleich 

^/ die Widerstandskräfte der (seitlichen) Stützep resp. 

Einklemmungen an den gleichnamigen Stabenden be- 
zeichnen und zwar, algebraisch verstanden : positiv oder 
^ jj negativ, jenachdem sie die Richtung YA oder AY 



1 1 



H 

I I 

/ \ 



haben. (^A) und (JB) seien die Spannungsmomente der 
Querschnitte bei A resp. B, (Ca) und (Cb) die Spannungs- 
momente der Querschnitte unmittelbar neben der Stelle 
G im Sinne gegen A resp. jB, alle diese Momente 
^ auch algebraisch verstanden und zwar positiv oder 
mk///A ^ negativ, jenachdem die elastische Linie an der be- 

treffenden Stelle im Sinne YA oder AY concav 
irümmt ist. Mit den Bezeichnungen AC=a, JBC=b sind diese sechs 
össeri Ay JB, (A)f (P), ((7a), (Cb) durch die folgenden vier Gleichungen 
rbunden : 

A + B = 0] (Cb) — (Ca) = Pi> . . . (265) 
(ia^ = (A) + Aa; (Cid = (B) + Bb . . . (266). 

Von A gegen C sowohl wie von P gegen C ändert sich das 
pannungsmoment stetig in gleichem Sinne mit dem Moment der Kraft A 
'sp. P, so dass als relative Maxima von M nur die Absolutwerthe von 
7a) und (Cij) und eventuell die von (A), (P) in Betracht kommen, falls 
mlich bei A resp. P nicht einfache Stützung, sondern Einklemmung 
ttfindet. Nur diesen relativ grössten "Werthen von M können nach 
3ichung (249), worin für das Stabstück AC die unteren Zeichen gelten, 

das andere P= zu setzen ist, auch solche von a' und c;" ent- 
gehen. "Welche von ihnen die absolut grössten sind , hängt ab von 
i^ Verhältnisse a : b und von der verhältnissmässigen Grösse der Excen- 
Lt^ät Pj verglichen mit den Querdimensionen des Stabes. In den folgenden 
^ximern sind nur jene relativ grössten Spannungsmomente mit ihren 
-traischen Werthen (zur Kennzeichnung des Krümmungssinnes der 
tiischen Linie) entwickelt, woraus die weiteren Folgerungen in jedem 
ebenen besonderen Falle leicht gezogen werden. Dabei kann auch in 
xioch eine äussere Kraft Q im Sinne JBA angreifen ohne dass sie 
tcr der zu Ende von Nr. 104 bemerkten und hier zu Grunde liegenden 
""Hussetzung) auf M von Einfluss wäre ; nur ist dann statt P in 
Eichung (249) für die Stabstrecken AC und BG beziehungsweise 
H- Q und Q mit den unteren Vorzeichen der betreffenden Glieder zu 

Bei C findet eine plötzliche Aenderung des Spannungsmomentes und 
>tmt der Krümmung der elastischen Linie statt; für diesen Punkt G der 

itzteren sei y der (sehr kleine) Werth von -=^, 6 der (im Vergleich 

ax 

k p sehr kleine) "Werth von — y: siehe Fig. 38, worin die einem 
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positiven 6 entsprechend (übertrieben gezeichnete) veränderte Lage des 
Punktes (7, ihre Verbindungsgeraden mit den Punkten A, S und die 
Tangente der elastischen Linie für die geänderte Lage dieses Punktes C 
durch gestrichelte Linien angedeutet sind. 

107. — Der Stab sei bei^ um eine zur Biegungsebene 
senkrechte feste Axe drehbar, bei S gestützt. Es ist dann 
(A) = (B) = 0, also nach Gleichung (265) und (266) mit l = a + b: 

(C;) — (Ca) = Bh — Aa = B(a + h) = Bl = Pp 

-A = B = ^; ca)=Aa= — jP2y; (ao = Bh = jPp ,(267). 

Was die Neigung und Durchbiegung bei C, nämlich die Grössen y 
und d betriffl, so kann, wie Fig. 38 und ihre Vergleichung mit Fig. 20, 
Nr. 58, erkennen lässt , das Stück AC resp. BC des gebogenen Stabes 
als ein Stab betrachtet werden, der bei C unter dem "Winkel 

gegen die Gerade AC resp. BC geneigt eingeklemmt ist, womit und mit 
l = a resp. l = hj femer mit P=0, ^==0 sich aus Gleichung (122); 
Nr. 58, ergiebt: 

Aus diesen Gleichungen und mit Rücksicht auf obige Ausdrücke von 
Ay B folgt: 

JEJy = ^j-^ — Pp; EJ3 = — "^ — ^^Pp . (269). 

108. — Wenn der Stab bei A befestigt, bei B einge- 
klemmt ist, so kann , wie Fig. 38 und ihre Vergleichung mit Fig. I^j 
Nr. 54, erkennen lässt, das Stück AC des gebogenen Stabes als ein St»l> 
betrachtet werden , der bei C und A unter den Winkeln 



y-\ ) und ß = — 



gegen die Gerade AC geneigt eingeklemmt, das Stück BC als ein St»t^? 
der bei C und B unter den Winkeln 

a = y r- und ß = -—~ 



gegen die Gerade BC geneigt eingeklemmt ist, womit und mit Z=^ 
resp. l = bf femer mit P=0, ^ = sich aus Gleichung (97) für i» 
und Gleichung (98) für (A)y Nr. 55, ergiebt: 






(270). 



B = 
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Durch diQ Einsetzung dieser Ausdrücke in den Gleichungen (265) 
werden diese zu zwei Gleichungen mit den Unbekannten y, 3 ; man findet 
daraus mit ü = a -f- & : 

EJy=-^ ^3 ^ ^ Pp; EJd== ^^ — ^-Pp . (271), 

dann aus den Gleichungen (270) : 

— Ä=B = -—-Pp (272) 

(a)=- *<*°'-'"'+^') Q.; (c;,)= °<'"-°f+"'> Pi. (273), 

endlich damit aus den Gleichungen (266) : 

\a)=^^^Pp; (B)L^(^Pp . (274). 

Ebenso wie im vorigen Falle (Nr. 107) sind Ä und (Ca) stets 
negativ, £, (Cb) und y stets positiv; dagegen können hier (Ä) und (JB) 
ebenso wie 5 in beiden Fällen positiv oder negativ sein je nach dem 
Grössenverhältnisse a:b. Dabei ist der Absolutwerth von (Ä) 
stets < — (Ca) j der von (B) stets < (Ci,), weil , was z. B. erstere 
Vergleichung betriffl, 

±{2a — l){a + l) = ±{2a^ + al) — 'b^)<4.a^—ah + l\ 

nämlich 2«« — 2a&+ 2 62> und 6a2>0 

ist. Die Vergleichung von + (J5) mit (Cb) ergiebt sich daraus durch 
Vertauschung von a mit 6. 

109. — Ist der Stab bei A befestigt, bei B gestützt, 
so gelten für A imd (Ca) die Ausdrücke (270), für B der Ausdruck 
(268) , während {(X) = Bb ist nach Gleichung (266) mit (JB) = 0. 
Nach Einsetzung dieser Ausdrücke findet man aus den Gleichungen (265): 

p:jy= ^ 2is — 'Pp'^ ^J^ = — -ip — -Pp • (275), 

damit dann • —A=B= ^^(^+2^) Pp .... (276) 

(A) = (C.)-Aa = Bl-Pf = '•'+^H«-i) j^ . (3,8). 

Auch hier sind A und (Ca) negativ, B, ((X) und y positiv, wälirend 
die Vorzeichen von (A) und 6 von dem Verhältnisse a : b abhängen ; auch 
hier ist femer der Absolutwerth von (A) stets < — (Ca), weil 

±la^ + 2b(a — b)']l = ±{a^ + 2ab — 2b'^){a+b) 
= ±(a^+3a^b — 2b^)<2a^ + da^b + 2b^ 

nämlich Ä« -f 4 J3 > und 3a^ + 6 a^l)> ^ ^aV.* 
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110. — Im Falle von Nr. 108 befindet sich z. B. eine verti 
prismatisclie Säule, welche, zum Tragen der Decke eines gröaaeren RbU 
(x. B. einer Werkstatt) dienend und dadurch oben mit dem Gewichte Q 
centrisch belastet , zugleich an einer mittleren Stelle C (in der Eotfernmig 
a vom uutereu Ende A, b vom oberen Ende B) vermitteLä eines Heitlichen 
Ansatzes ^angeschraubten Consols etc.) durch ein Gewielit P excentriecli 
{in der Entfernung p von der Axe) belastet ist , falls in Folge ihrer Ver- 
bind ungs weise mit dem Fussboden und der Decke ilire Biegung nur so ni 
Stande kommen kann , daas die elastische Linie von der geraden Vi^h 
bindimgslinie ilirer Endpunkte in diesen berührt wird. Ist dabei der Qu^^l 
Hohnitt von solcher Form , dass c' = c" ^^^ e ist , so findet in jedem ^^| 
beiden Theile AC und SC der Säule die grösste Spannung — falla ^H 
eine solche giebt , d. h. a' nach Gleichung (249) positiv ist — und die 
grösste Pressung unabhängig vom Biegungssinne in demjenigen Querschnitte 
statt, für welchen 31 am gröästen ist, also im Querschnitte C^ re^p. Ch 
unmittelbar unterhalb und oberhalb der Stelle C. So ergeben sich mit 
Mi. = — (Gl) und 3/b = (C'd) die grössten Spannungen und Pressungen : 



= M^- 



Ob' = Mb- 



(T„" = Ma - 






a," = M,^-i- 



im oberen 



J ' F 
relativen Mnxima von a" und 

verschiedenen Umständen ab; 



Theile der Säule. Welches dieser je 

a" das absolute Maximum ist, liängt 

ohne Weiteres erkennt man , dasa, 

wenn M^ > il/u ist, nuix a"= ff/' 
wenn Mt, > M^ ist , max o' ^ ffi,' 

ist. Was dieses Grössenverhältniss von Mx und 3I\, betrifft , so folgt 

den Gleichungen (273) mit x^ -?-, dasa 



Mi^Mi, ist, wenn ix' — x-\-l=x' — x^-\- iX 
x^—6x^-\-bx — i = (x—l)(x^ — ix-\-l) = 0, 

also x=l oder a; = 2+ (^3 oder x = 2 — K3 = 

ist. Wegen Mb = Ü lilr ix ^ ist also 
1 



+ |/3 



= bis ^—-= bis 1 bis 2 + 1^3 bis o 

2 + /3 



3Ib 



ESoll a' höchstens ^ Ic", o" hiichstens =^ W 
m&Bsiger Grösse von p in der Kegel 
max (f k' 
l'Tgl 
ime. 



<1 >1 



-/;" 



<1 

60 vnrd sich 1 



ergeben, so dass max a" moassgebend ist lilr die erforderlichen (. 
duneasioBen oder die zulässige Belastung &qi Sti\i\e-, doaU könueD u. .1 
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auch die Verhältnisse so bestimmt werden sollen , dass max o" ein 
g^ebenes Vielfache von max o* wird. 

Es sei z. B. die Säule von G-usseisen mit kreisringförmigem Querschnitte, 
r der äussere, r^ der innere Radius, also 

5 4 

femer a = 26, also ilfa = — Pp , ilfb= — Pp. 

9 y 



max & = ffa' oder ffb'. jenachdem -—«-r-; — ?• ^ 1 oder p^-r 

9 r^+ri" ^ ^4 



F 

r 

ist. Wenn unter übrigens gegebenen Umständen p von Null an wächst, 
so tritt zunächst nur eine zunehmende Ungleichheit der Pressungen in den 
verschiedenen Punkten der Querschnitte ein bis bei einem gewissen "Werthe 
von p eine der beiden Grössen (XaS Oh positiv und somit eine Spannung 
im engeren Sinne wird. Bei weiter wachsender Grösse von p nimmt dann 

WjOLX g 

der echte Bruch rr mehr und mehr zu , und es sei die Frage , wie 

maxo* 

gross höchstens p sein darf, wenn max (X" wenigstens = 2 nwM? & 

bleiben soll? 

Unter der Voraussetzung , dass 

9 r^ + ri^ 

P> -: ■ > also max & = Ogf 

^ 4 r 

ist, findet man entsprechend der Forderung mux o" = 2 max & : 

_27 P+g r» + ri^ 
^~20 P r ' 

9 ^2 J. |.j2 

welcher Ausdruck aber nur dann in der That>— ist, wenn 

4 r 

n 2' 

V > -^ P ist. Anderen Falles wäre m<ix o' = (Tb' und ergäbe sich gemäss 

9 



^«r Forderung max a" = 2 mxix & : 



r 



P^-T 



3 P+3Q r« + ri' 



1 



4P r 

T 2 

^t z. B. im ersten Falle r^ = — r, so ergiebt sich 

ö 

i,_39P+i_oa .0. 7 8 
für -^ = 1 2 3 

Oraih.f, Blutlsititt and Pntigkeit W 
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Fig. 39. 



111. — Die den vorhergelienden Aufgaben zu Grnmde liegwide 
Annahme , die Ordinatcn y der elastischen Linie seien sehr klein im ye^ 
gleich mit der Excentricität p der Kraft F, kann am ehesten im Falle 
von Nr. 105 u. Ü. unzulässig sein, d. h. bei excentrischer Be- 
lastung am freien Ende 3 des am anderen Ende i 
befestigten Stabes. Für diesen Fall werde jetzt angenommen , die 
Durchbiegung d bei B (der Absolutwerth der Ordinate y des Punktes 
S der elastischen Linie) sei nicht sehr klein im Vergleich mit 
der Excentricität^ = SJ). Dabei verhalten sich die beiden durch 
Fig. 37 dargestellten Fälle verschieden: siehe Fig. 39. 

Wirkt P als Zug, so findet eine solche 
Biegung statt, dass M von 3 nach A abnimmt; 
der grösste und deshalb maassgebende Werth von 
M im Querschnitte bei B ist aber ebenso gross, 
als ob ö verschwindend klein wäre, nämlich =J^) 
sofern der Unterschied zwischen der Strecke BD =p 
und ihrer Projection auf ÄY eils eine im Vergleich 
mit ^} kleine Grösse zweiter Ordnung yemdchlässigt 
wird. Mit solcher Annäherung sind also auch die 
Maximalwerthe von (t' und (t" den in Nr. 105 
als für alle Querschnitte gültig angeführten gleich, 
so dass eine weitere Untersuchung dieses Falles 
oline näher liegendes Interesse ist. 

Wirkt aber P als Druck, so ninmit M von B nach -4 z«> 
und es ist hier 

max M= P(p'\'ö), 
ein Ausdruck , dessen Werthbestimmung die Eenntniss der Gleichung der 
elastischen Linie erfordert. Aus der Momentengleichung 

i:j^=.P(p+d-y) 

p 

folgt aber mit «^ = -^?j^ und Z = y — p — d 




EJ 



d^0 _ d^y _ 
dx^ dx^ 



a^z 



mit dem allgemeinen Integral : 

z = y — p — d = Asin{ax)-\'Bcos{aoc)j 

unter A und B Constante verstanden , die gemäss den zusammengehörige^ 
"Werth en 



sich ergeben : 
Somit ist 






y 



— 7— r==l—r cos (aa;) . 
p-\-o ^ ' 



(279), 



daraus mit x = l, y = ö: 
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r-T- =1 — COS (aT) oder — ^^—^ = cos (al) . (280) 

und die Gleichung der elastischen Linie: 

y 1 — cos(ax) 



p cos{al) 



(281). 



Nach Gleichung (280) ist nun maxM^Pip-^- S) = ^^i— und 

cos{al) 

damit nach Gleichung (249) : 

niax & = { ^ ^ . ,. ^)J^J »ma? &'=z{ ^ -f -— ) P (282). 

\Jcos{al) FI \Jcos{aT) ' JF/ ^ ^ 

Wenn unter übrigens gegebenen Umständen P oder eine Querschnitts- 
dimension so bestimmt werden soll, dass a* höchstens = Ä' , a" höchstens 
= h** ist, so kann die gesuchte Grösse, da sie zugleich im Ausdrucke von 
a vorkommt, nicht als geschlossener Ausdruck entwickelt, sondern nur 
durch allmähliche Näherung oder durch Probiren gefunden werden. Wird 
insbesondere die zulässige Belastung P gesucht, so ergiebt sich mit J^= 
Fp ein erster Näherungswerth P^ , indem man cos {cd) = 1 entsprechend 
a = setzt, = dem kleineren der beiden Werthe 

und 



übereinstimmend mit Gleichung (262), dann ein zweiter, dritter u. s. f.: 

cos(a^l) cos(a^T) 

P« < und < mit «2 = F -=p=. 

i>6' _p P^' I p ^ ^ EJ 



cos («2 ^^^ (^ ') 

u. s. f. bis die immer kleiner werdenden Differenzen der auf einander 
folgenden Näherungswerthe den zuletzt gefundenen als hinlänglich zu- 
treffend erscheinen lassen. Aus 

ist ersichtlich, dass COS (al) um so kleiner, die Rechnung nach Gleichung 
(262) also um so melir correctionsbedürftig ist , je grösser die Länge im 
Vergleich mit d^ Dicke des Stabes und mit p ist. Uebrigens kann bei 
dieser Rechnung offenbar max & ganz ausser Betracht bleiben und max a" 
= /c" gesetzt werden, wenn h'^h*' oder nicht viel <Ä" gegeben ist. — 

Ein unten befestigter verticaler hölzerner Pfosten von quadratischem 

Querschnitte (e'==e" = e, P=46*, «7"= — e*, p=^ — eA , dessen 

Höhe = der 20 fachen Dicke (Z=40e) ist, sei z. B. an einer Kante der 
oberen freien Endfläche belastet {p=ze)\ die Grösse dieser Belastung P, 
welche der Forderung Je** =60 (Kgr. pro Quadratcewlimr) cti\ÄYtvs^\.^ ^'^>Xv- 
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rend ifc' > h" nicht in Betracht kommt , ergiebt sich dann bei der An- 
nahme Jt^ =120000 (Kgr. pro Quadratcentim.) aus Gleichung (282): 

P _ r 60 

F~ 



pe 



+ 1 3sec(iy ^—^) + 



Pcos(al) ^ ^«^^^^-n- . 

' ^ ^ ' 120000 F—^ 

3 

60 



^^"'(1/^5) + ^ 

P P . 

Setzt man diesen Ausdruck von -= , der selbst eine Function von -= ist, 



=KI). 



SO findet -man 



| = /-(0) =15; § = /■(§)= 11,54 

und kann danach schliesslich P = 12,2 P Kgr. gesetzt werden, unter -f 

den Querschnitt des Pfostens in Quadratcentimetem verstanden. Die zfl* 

1220 
lässige Belastung beträgt hier also nur = 81 \ derjenigen, die sich 

aus Gleichung (262) ergeben hätte. Die Durchbiegung bei B ergiebt sieb 
aus Gleichung (280) : 

d — lsec(aT) — l]p — OySObp = 0,SObe. 



b. InaBsprnclinalime eines geraden Stabes anf Knickung. 

112. — Wenn ein gerader Stab in den Endpunkten Ä, B seiner 
Mittellinie von zwei gleichen und entgegengesetzt gerichteten Kräften ? 
auf Druck in Anspruch genommen wird, so ist zwar an und für sich kein 
Grund vorhanden, weshalb er eine andere Deformation, als eine blosse 
Zusammendrückung bei gerade bleibender Mittellinie erfahren sollte; allein 
es kann bei verhältnissmässig grosser Länge des Stabes und starker Be- 
lastung jener Gleichgewichtszustand ein der Art labiler sein, dass durch 
den geringsten zufalligen Umstand, z. B. durch einen zufalligen Seiten- 
druck oder wegen mangelhafter Homogenität des Materials eine Biegung 
eintritt, wodurch neue Spannungen und Pressungen verursacht werden, die 

P 

mit den im Querschnitte gleichförmig vertheilten Pressungen =-^ sich 

F 

combiniren. Man sagt dann, der Stab werde auf Knickung in An- 
spruch genommen , er werde zerknickt, falls diese Inanspruchnahme 
die Trennung seiner Theile zur Folge hat. 
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Ist dabei der einstweilen als prismatisch vorausgesetzte Stab a m 
einen Ende Ä eingeklemmt und übrigens frei, so ist dieser 
Fall als Grenzfall des in Nr. 111 untersuchten zu betrachten, entsprechend 
dem Uebergange von p in die Grenze Null, während d eine endliche 
Grösse behält ; die bei Ä angreifende Kraft P ist die Eeaction der Längs- 
stützung, deren Verbindung mit Einklemmung bei A identisch mit Be- 
festigung des Stabes daselbst ist. Indem aber aus Gleichung (280) mit 
pz=0, ö> sich cos(al) = ergiebt, erhält man nach Gleich. (282): 

also unbestimmte Werthe, woraus zu schliessen ist, dass, wenn gemäss den 
Verhältnissen das Gleichgewicht bei gekrümmter Mittellinie überhaupt mög- 
lich ist, dasselbe bei jedem Werthe von d stattfinden kann, so dass 
man keine Sicherheit dafür haben würde, dass die Biegung und die ent- 
sprechenden Spannungen nicht anwachsen bis sie den Bruch des Stabes 
durch Zerknickung herbeiführen. Um diese Gefahr zu vermeiden, ist also 
P kleiner zu wählen, als der kleinste Werth, bei dem irgend eine noch 
so kleine Biegung überhaupt bestehen, d. h. wodurch cos (al) = werden 
kann ; dieser Werth folgt aus 

und wird sonach als diejenige Kraft betrachtet, durch die. der Stab zwar 
nicht zerknickt werden muss, aber doch bei der geringsten Zufälligkeit zer- 
knickt werden kann. 

In Ermangelung einer hier a priori gegebenen Kraft- und Biegungs- 
ebene ist natürlich anzunehmen, dass die Biegung in dem Sinne eintritt, 
für den der Widerstand dagegen am kleinsten ist; J bedeutet also hier 
das kleinste Trägheitsmoment des Querschnittes für irgend eine Biegungsaxe. 

113. _ Der aus Gleichung (280) mitjp = 0, d>0 folgenden Be- 
dingung cos (aif) = kann auch genügt werden durch : 




«^='1/4=^ 






al8oP=9--^. 25--^... . 

entsprechend dem Umstände, dass die elastische Linie gemäss 
ihrer Gleichung (279) 

y = 5 [1 — cos (ax)] 

im Allgemeinen eine Wellenlinie sein kann (Fig. 40) , die 

^ 1 
aus gleichen Stücken wie AB von der Länge — bestellt, 

und deren Ordinate y = 6 ist nicht nur im Punkte J5 

{ax=^ — \y sondern auch im Punkte JB^ \ax=^Z — ), in 

B^[ax=h —j . , . ^ während sie dazwischen aWee\\^^\\xw^^\^«v^^ ^^'^ 
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und = 2d ist. Im »Falle des einerseits freien Stabes ist freilich eine 
solche weniger einfache und eine grössere Kraft erfordernde Biegung, 
entsprecliend einer von Ä bis JBj oder bis JS^ . • (Fig. 40) reichenden 
elastischen Linie, bei dauernder Belastung nicht (höchstens vorüber- 
gehend bei stossweiser Belastung) anzunehmen ; dagegen fuhrt diese Be- 
trachtung zum Ausdrucke für die Bruchbelastung P bei anderen Stützongs- 
arten des Stabes. 

Ist insbesondere der Stab an beiden Enden gestützt, so 
dass die elastische Linie in iliren Endpunkten Ä, B beliebige Neigungen 
gegen die Gerade AJB (die zusammenfallenden Richtungslinien der in Ä 
und S angreifenden Kräfte P) annehmen kann (z. B. eine Koppelstange, 
beiderseits um Zapfen drehbar, bei ihrer Inanspruchnahme auf Druck), so 
entspricht bei einfachster Biegungsart die elastische Linie einem der Stücke 
J5i?i , JBi^g • • • ^®^ Cur\'e, Fig. 40, verhält sich also jede Hälfte des 
Stabes ebenso wie der ganze Stab im vorigen Falle, so dass, wenn mit l 
immer die ganze Stablänge bezeichnet wird, die Zerknickung nach Glei- 
chung (283) erfolgen kann durch die Kraft: 

Ist der Stab an beiden Enden eingeklemmt, so dass die 
elastisclie Linie in ihren Endpunkten Ä, B von der Geraden AB (den 
zusammenfallenden Richtungslinien der Kräfte P) berührt wird (z. B. eine 
Säule, die beiderseits mit ebenen Endflächen entsprechende Flächen von 
unveränderlicher Richtung berührt), so stimmt bei der ein&chst möglichen 
Biegungsweise die elastische Linie überein mit dem Curvenstücke (Fig. 40), 
das von A bis zum folgenden Berührungspunkte der Axe AJ^ reicht, ver- 
hält sich also ein Viertel des Stabes wie der ganze Stab im ersten Falle, 
und ist nach Gleichung (283) die Kraft, wodurch der Stab zerknickt 
werden kann : 

Die betrachteten Stützungsarten des Stabes , die zu den 
Ausdrücken (283)— (285) für die Bruchbelastung P geführt 
haben, entsprechen den in Nr. 104 unter 1), 2) und 4) 
für den Fall der excentrischen Zug- oder Druckbelastung 
angeführten. Gemäss der dort unter 3) bemerkten Stützungs- 
art kann es nun auch hier noch der Fall isein, dass der 
Stab einerseits eingeklemmt, andererseits 
gestützt ist, so dass die elastische Linie und die Yer- 
bindungsgerade AB ihrer Endpunkte sich bei A berühren, 
bei B dagegen eine beliebige Neigung gegen einander an- 
nehmen können. Die einfachste, also wahrscheinlichste und 
gefährlichste Biegung für diesen Fall zeigt Fi^. 41 ; sie 
ist, weil ausserhalb AX ein durch M=0 charakterisixter 
Wendepunkt C liegen muss, nur dadurch mögBch^ da08 dtf 
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Stabende S durch eine Fülirung in ÄX zu bleiben gezwungen wird. 
Dadurch wird ein gewisser Seitendruck Q der Führung als mitbestimmend 
für die Werthe von M in den verschiedenen Querschnitten des Stabes 
eingeführt, welcher sonach an die Stelle der Unbekannten d des Funda- 
mentalfalles (Nr. 112) und der daraus abgeleiteten Fälle tritt und, ebenso 
wie dort d, nur mit Hülfe der elastischen Linie, wenn überhaupt, bestimmt 
werden kann. Die Differentialgleichung der letzteren ist aber: 



dx 



oder -^ = — a^y + h^{l — x) mit a^ = ^j, h^=-^, 
woraus mit 3— = folgt : 



dx' 



V 



d^0 2 ^^y 2 



dx^ dx^ 

also, unter A und JB Constante verstanden, 

;8r = — a'^y + 6^ (Z — x) = A sin (ax) + B cos (ax) 

— a^-^ — h^ = Äacos(ax) — Basiniax) . 
dx ^ ^ 

Die Integrationsconstanten A, JB und die Unbekannte h^ sind an die 
folgenden zusammengehörigen Werthe und entsprechenden Gleichungen 
gebunden : 

a;=0, y = 0; hH = B 

ic = 0,-^ = 0; —b^ = Aa 
ax 

x = lj .^=0; = JLsm(aQ + -Bcos(6iü). 

Aus den zwei ersten dieser Gleichungen folgt— = — al, aus der dritten: 

-— = — tg{aT), so dass die Gleichung 

al = tg(aJ) mit a = y -z^ .... (286) 

durch die gegebenen Grössen erfüllt sein muss , wenn jene drei Glei- 
chungen zusammen bestehen, der vorausgesetzte Gleichgewichtszustand mög- 
lich sein soll , während , wenn es der Fall ist , dadurch nur die Verhält- 
nisse, nicht die Absolutwerthe von A, B, h^ bestimmt sind, mit h^ oder 
Q also auch die Spannungsmomente der Querschnitte unbestimmt bleiben. 
Analog der Schlussfolgerung in Nr. 112 ist daraus zu schliessen, dass 
der kleinste Werth von P, welcher der Gleichung (286) entspricht, die 
Zerknickung des Stabes herbeiführen kann. Indem aber der kleinste 
Winkel nächst Null, dessen Tangente ihm selbst (in Bogenmaass aus- 
gedrückt) gleich ist, in Gradmaass 257® 27' 12" beträgt = 4,4934= 
Bogenmaass^ ergiebt sich aus 




10g Gerade stabfönnige Körper. 

l/lF EJ EJ 

af = fj/ -=^=4,4934 : P= 20,19 -yj- = 2,046 ^«^ (287), 

ein Wertli, der zwischen den durch die Gleichungen (284) und (285) 
bestimmten enthalten ist, wie zu erwarten war. 

115. — Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchnngen ^ dass 
in allen Fällen erst bei bestimmter Grösse der äusseren 

Kraft P irgend eine Biegung des Stabes mög- 
lich wird, dass aber, wenn P diesen Werth 
hat, die Grösse der Biegung unbestimmt 
bleibt, erscheint so auffallend, dass es Ton Interesse ist, 
zu prüfen, ob und inwiefern dieses Ergjebniss etwa nur von 
den Ungenauigkeiten der Entwickelung herrührt. Es werde 
dabei der Fundamentalfall (Nr. 112) des einerseits 
eingeklemmten und übrigens freien Stabes 
vorausgesetzt (Fig. 42). 

Ungenau war aber jene Entwickelung zunächst inso- 
fern, als sie von der Momentengleichung 

EJ 

±^ = M (Gleichung 81, Nr. 40) 

ausging, die als Grundlage der Gesetze der Biegungselasticität gerader 
Stäbe aus dem allgemeinen Ausdrucke für die Dehnung in der Entfernung i\ 
von der Biegungsaxe: 

€ = €o + (1 + €o) — (Gleichung 73, Nr. 36) 

dadurcli hervorging, dass dafür näherungsweise 

€ = €^+-1 (Gleichung 74) 

gesetzt wurde. Auf Grund des vollständigen Ausdrucks von e ist die 
Momontengleichung : 

■EJ-(1 + Co) _ ar 

und werde sie in dieser Form zu Grunde gelegt, da die Dehnung 6^ der 

P 

Mittüllinio hier nicht = , sondern = — -== ist bei nach wie vor als 

gering vorausgesetzter Biegung des Stabes. 

Bei der kleinen Grösse von e^ (jedenfalls < 0,001, meistens < 0,0005) 
ist froilicli diese Corrcctur von ganz untergeordneter Bedeutung. Wesent- 
licher kann es sein, dass ferner zur Integration der Momentengleichung 

1 (1 4. y'2)t 

g=^, statt g= ^ y ^ 

gesetzt wurdei w > Differentialquotienten -— und -j-^ ver- 

'landen) v ToDstiiidigen Ausdrucke von *( niin- 

lir die i \ . ' 



Gerade stabförmige Körper. 169 

(1+y^f 
P 

oder mit a'= .y^-y. , r und z = y — d, also z*=y* , z** = y**j 

JbJ (1 + €o) 

unter ;8f' und z'' die Dififerentialquotienten -^— und -^— z verstanden : 

ax dx^ 

j- = _aä«. 

Durch Multiplication dieser Gleichung mit 2^ dx = 2dz erhält sie die 
Form: 

(1 + ;?'«r 

woraus durch Integration sich ergiebt: 

Die Constante entspricht den zusammengehörigen Werthen ^ = 0, ^ = 0; 
also ;g? = — ö , ;^' = , somit der Gleichung : 



woraus folgt: 



;?'2= 1 X— 1 = 



dx = — r dj8?. 

Ist femer ^ die Länge der elastischen Linie^ also 

unter l die ursprüngliche Stablänge verstanden, so ergiebt sich aus dem 
gefundenen Ausdrucke von dx und mit Rücksicht auf Gleichung (288) : 

ds = dxV\'\-y'^ = dxVl'{'Z*^ 
dz 
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oder mit u = a^(ö^ — 0^), 

1 9 ^9^ ^ jj ' 1 du 1 du' 

sXao 0^ = 0^ : d0 = = — 



da nämlich z negativ, also a0= — ya^0^ = — ya^ ö^ — u ist, 



,1 äu 

«5 = -- 
2a 



yu{a^d^-u)(l — ^u) 



Behufs einer angenäherten Integration dieser Gleichung, deren genaues 
Integral zur Classe der elliptischen Functionen gehört, kann man be- 
merken, dass bei der hier als gering angenommenen Biegung des Stabes 
die eingeführte Variable u ein kleiner Bruch, nämlich nach Gleichung (288) 
von einerlei Grössenordnung mit s*^z=y*^^ in erster Annäherung = ^^ 
ist. Wenn man also 



1 (^ 1 \~^ 



A ^ 

4 

nach der binomischen Reihe entwickelt, so nehmen die Glieder sehr schnell 
ab, und ergiebt sich mit Rücksicht auf die zusammengehörigen Werthe 

y=0, jsr = — d, M = 
y==d, %=0, u^=a^6^ 
2a5 = 2aZ(14-€o) 

Nach den bekannten Reductionsformeln : 

ist hier mit a=0, 6 = a2 52,c = — 1, a; = w, X=a2rf*M — m*= D^ 
und mit Rücksicht darauf, dass 17=0 ist für t*=0 und ftir w = a*(}^: 



/ )/i7 2 //fr 



^^(e/> Jii ziac/i der bekannten lategralfoxinel 



/ 
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dx ^ ^ . 1 . 2ca? — 6 

= Const + -7= arc sin 



Va-^hx — cx^ |/c |/4ac + 62 



du ^ ^ , .2«^ — a^d^ 
= C(mst + «^c sm ^-r^ — , 



^, ^ ^_ - = arc sin (1) — a/rcsin ( — 1) = ^ ist, 







Va^ d^ u — 



w 



Wie schnell die Reihe bei massiger Biegung des Stabes convergirt, 

ist danach zu beurtheilen, dass ad nach Obigem der Werth von yu für 
den Punkt B , also Näherungswerth von y' in diesem Punkte ist. Auch 
ist nach der Momentengleichung 

und da M für den Querschnitt bei Ä = Pd ist, a^d^= — , unter g den 

Krümmungshalbmesser der elastischen Linie im Punkte Ä verstanden. 

Bei verschwindend kleiner Durchbiegung d ist nach Gleichung (289), 
wenn der entsprechende Werth von P mit Pq bezeichnet wird, 

also in erster Annäherung : Pq= — — - , 

m zweiter mit J=FP: ^0 = ^-72" V + X V/ 

Hiernach war es zwar sehr angenähert richtig, die durch Gleichung (283) 
bestimmte Kraftgrösse als die kleinste zu bezeichnen, bei der eine Biegung 
des Stabes möglich zu werden anfangt ; dagegen ist die Un- 
bestimmtheit der Biegung durch die genauere Anälys e 
beseitigt worden, da d nach Gleichung (289) stetig zunimmt, wenn 
P über Pq hinaus wächst. Gleiches gilt offenbar für die anderen Stützungs- 
arten des Stabes. 

116. — Bei den praktischen Anwendungen sind freilich die Ver- 
hältnisse meistens von solcher Art, dass P nur wenig grösser, als der 
(rf =: entsprechende) Grenzwerth P^ zu sein braucht , um eine unzu- 
lässige, nämlich solche Grösse der Durchbiegung d zu bewirken, die eine 
übermässige Anstrengung oder gar die Zerknickung des Stabes zur Folge 
haben würde. Zunächst kann man nämlich bemerken , dass , da absolut 
genommen €q jedenfalls kleiner, als die höchstens zulässige, in grösster 
Entfernung = e von der Biegungsaxe stattfindende Dehnung, d. h. kleiner, 

als ^^^^2Ö0Ö ^^^' ™^* praktisch unbedingt zulässigst kiQ.m\vftY>öLTi^ ^^ ^^^"^ 
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1 vernachlässigt werden und somit Gleichung (289) in der Form ge-. 
schrieben werden kann : 

Mit demselben Rechte aber, mit welchem €q gegen 1 zu vernachlässigen 
war, kann in der Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung schon das 
zweite Glied vernachlässigt, somit für jeden Werth von d 

gesetzt werden, wenn (mit J'= Fp) : 

d. h. wenn rf < 4/* ist. Indem aber die höchstens zulässige Spannung k 
grösser, als die der Biegung des Stabes allein (ohne die gleichzeitige In- 
anspruclinahme auf Druck) entsprechende, d. h. 

V 

Jc>ps4- 

sein muss, und nach Gleichung (290) im Gleichgewichtszustande des ge- 
bogenen Stabes 

, -^ 4 ?« 

ist, so ist um so mehr : 

4: P J 4: r 7t^ JE e 

in der That also d<4/', wenn 



^^Tt^E e ' ef^'' Je 



E 

oder mit— = 2000 und n^ nahe = 10, wenn 

-^< 20000, 

z. B. bei kreisförmigem Querschnitte (Radius =e, «^="~j — ^^"T"^^^» 

also f== — e\y wenn — <100 ist, eine verhältnissmässige Stablänge, 

wie sie bei den praktischen Anwendungen unter den vorausgesetzten Um- 
ständen in der That kaum je vorkommt. Bei den meisten anderen Quer- 
sclmittsformen und bei anderen Stützungsarten des Stabes ergiebt sich 
dieses Grenzverhältniss noch grösser. — 

Somit vermag auch die genaueste Analyse nicht zu hindern, dass die 

Theorie der Knickung insofern eine scfi wache Seite der praktischen Elasti- 

citätBlehre ist, als man darauf verzichten muss, der allgemeinen Forderung 

CNr. 36) entsprechend iiier die VcrliaVtmsae bo zu ^äVAeii, dass die Maxi- 

malwerthe von a^ und a" durch die Biegung des ^VäX><js> %^^^\i«i!ÄXL^^\!<iX\^\N. 
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i/ und Ä" gleich werden , weil dann eine äusserst geringe Vergrösserung 
jvon P schon hinreichen würde, um & und a" bis zur Gefahr der Zer- 
knickung zu steigern. Es bleibt nur übrig, die Verhältnisse so zu wählen^ 
dass erst durch das wfache der gegebenen Kraft P die 
theoretische Möglichkeit irgend einer Biegung eintreten 
und damit die Gefahr der Zerknickung nahe rücken 
würde; die Wahl des Sicherheitscoefficienten n ist dabei der Willkür 
oder der Erfahrung anheimgegeben, indem er lediglich zufalligen oder 
einer rationellen Berücksichtigung sich entziehenden Umständen Rechnung 
zu tragen hat. 

117. — Wenn die Kraft P, die der Theorie zufolge die Biegung 
des Stabes ermöglichen würde , grösser ist , als die einfache 'Druckfestig- 
keit = K** Fy so ist zu schliessen , dass thatsächlich die Biegung und die 
Zerknickung in Folge derselben nicht eintreten könne, weil zuvor schon 
der Stab durch gleichförmige Compression zerdrückt wäre. Der Grenze 
zwischen beiden Fällen, d. li. dem Uebergangevon der einfachen 
Druck- zurZerknickungsfestigkeit entspricht ein gewisses Ver- 
hältniss der Länge zur Dicke des Stabes, das vom Material, von der Form 
des Querschnittes und von der Stützungsart des Stabes abhängt, indem es 
bestimmt ist durch die G-leichung: 

Worin für die unterschiedenen vier Stützungsarten beziehungsweise nach 
den Gleichungen (283), (284), (287) und (285): 

m = — TT« 2,046fr2 47r» 
4 

zu setzen ist, und woraus mit e7^=JP/^ folgt: 



l 1/ E 



mi (291). 



f . r -K!' 

Hiemach sollte die den Bnich des Stabes herbeiführende Belastung P, 
wenn unter übrigens unverändert bleibenden Umständen seine Länge l 
nacfi und nach grösser gewählt wird, bis zu dem durch Gleichung (291) 
bestimmten Grenzwerthe von l constant sein und dann erst plötzlich von 
/ abhängig zu werden anfangen, nämlich bei weiter wachsender Länge 
stetig abnehmen. Durc!i die Erfahrung wird aber dieses Verhalten nicht 
bestätigt gefunden, zumeist wohl deshalb, weil in Folge der Unmöglichkeit, 
die Voraussetzungen der Knickungstheorie genau zu realisiren, die Gleicli- 
zeitigkeit der Inanspruchnahme auf Druck- und auf Biegungselasticität sich 
bei jeder Stablänge geltend macht. Man findet, dass die Bruchbelastung 

P beständig und stetig abnimmt, wenn das Längenverhältniss —r- von Null 

/ 
an wächst, und entspricht es diesem Verhalten besser, sie für alle verhält- 

nissmässigen Stablängen durch dieselbe Function auszudrücken, die so be- 
schaffen sein mu83, dass ihr Werth immer klemet , 8\a K!*T* x«A ^öXä 
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EJ l 

m -T^- ist, diesen Werthen aber sich als Grenzen nähert , wenn — ohne 

Ende ab- resp. zunimmt. Die einfacliste solche Function ist: 

P= Vr ^2^^^" 

Je kleiner l ist, desto mehr verschwindet im Nenner der erste gegen den 
zweiten Summand und nähert sich P der Grenze K!'F\ je grösser l ist, 
desto mehr verschwindet der zweite gegen den ersten Summand und nähert 

EJ 

sich P der. Grenze m -j^ . Mag auch diese Formel die Bruchbelastung 

im Allgemeinen zu klein ergeben, besonders wenn die Umstände wenig 

EJ 

von denen verschieden sind, für welche X"-F=w-yj- ist, indem sie dann 

P nur =-i-X"F=— =- liefert, so hat das bei der Willkür in der 
2 2 P 

Wahl des Sicherheitscoefficienten n kaum einen Nachtheil , da dieser nur 

entsprechend kleiner genommen zu werden braucht, als es sonst nöthig wäre. 

Versuche über die Zerknickungsfestigkeit gerader Stäbe hat vorzugs- 
weise Hodgkinson angestellt und die Resultate derselben durch beson- 
dere empirische Formeln für verschiedene Querschnittsformen (Kreis, kreis- 
förmige Ringfläche, Quadrat), Materialien (Gusseisen, Schmiedeisen, Holz) 
und Stützungsarten ausgedrückt. Auch die allgemeine empirische Formel 
(292) befindet sich in genügender Uebereinstimmung mit diesen Versuchen, 

EJ 

während der Ausdruck m-^f^ mit dem theoretisch ermittelten Werthe von 

m die Bruchbelastung stets zu gross ergiebt. 

118. — Es handle sich z. B. um eine Schubstange mit kreis- 
förmigem Querschnitte, die bei der Länge l den Druck P von 
einem zum anderen der an den Enden von ihr umschlossenen Zapfen zu 
übertragen hat, wie etwa die Koppel eines Schubkurbelmechanismus bei 
ihrer periodischen Inanspruchnahme auf Druck. SoU ihre Dicke d so be- 
stimmt werden, dass sie voraussichtlich erst durch den Druck nP zerknickt 
werden würde, so kann nach Gleichung (292) gesetzt werden : 

K!*F.7t^^ K^^F.IO^ 

nJr= =z=. nahe = 



V V 



md folgt 1««, «„ f j-"^=ir 



^'-^A'+Iw'") ■ ■ ■ ■ '« 
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^onach unter übrigens gegebenen Umständen d^ als Wurzel einer quadra- 
schen Gleichung zu berechnen ist. 

Setzt man insbesondere fiirSchmiedeisen^ für das Millimeter 
Is Längeneinheit und für fünffache Sicherheit gegen Zerknickung: 

jB=20000, JS:" = 35, w=5, 

D wird: 

d*^ 0,0005093 P(f2+ 357^2) . . . (294). 

Wird auf der rechten Seite dieser Gleichung für d der Mittelwerth 

t 

- gesetzt, so ergiebt sich als erste Annäherung: 

d* = 0,000964 PZ«; daraus: Sb7d^=niyP 
nd durch Einsetzung in Gleichung (294) als zweite Annäherung: 



d= OylbV PI {1+ 11 )/P) .... (295). 



119. — Wenn die in voriger Nummer als prismatisch vorausgesetzte 
chubstange durch die Kraft 

EJ 



K!'F.7t^ 



l 



2 



W*F+7t^^ 



»drückt wird, so erfolgt der Bruch im mittleren Querschnitte, für den 
\& auf Biegung wirkende Kraftmoment am grössten ist; nach den Enden 
in nimmt dieses Moment stetig ab, und würde in den Endquerschnitten 
ilbst erst durch eine Kraft = jF'JP die Stange zerstört, nämlich einfach 
erdrückt werden. Zu vollkommenerer Ausnutzung der Widerstandsfahig- 
3it des Materials ist es unter diesen Umständen angemessen, den Durch- 
esser d=2r der Stange, wie üblich, von dQ^2rQ in der Mitte bis 
1 einem gewissen Betrage dj = 2 r^ an den Enden abnehmen zu lassen, 
^enn dann auch im Uebrigen das Gesetz der Abnahme von r mit der 
ntfemung x vom mittleren Querschnitte willkürlich angenommen werden 

dT 
ftg, so, dass, wie üblich, —- = ist für ;r=0 und absolut genommen 

(a/%C 

it wachsendem x stetig zunimmt, so ist es doch von Interesse, das 

V d 
erjüngungsverhältniss~- = -^ selbst möglichst so zu 

Ostimmen, dass die Zerknickungsgefahr in der Mitte 
er Zerdrückungsgefahr an den Enden gleich ist. Mit 

EJ 

Ücksicht darauf, dass der theoretische Ausdruck ^^^j der Zerknickungs- 

^ft wesentlich auf der Voraussetzung einer prismatischen Körperform 
iTiht, der Factor 7t^ folglich hier durch eine gewisse Function 5p(— ) 

8 Verjüngnngsverhältnisses wird ersetzt werden müssen, die für — = 1 

^0 
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den Werth tt^ annimmt^ wird jene Forderung ausgedrückt durch die 
Gleichung : 

-• . L =X"F, . . . (296), 

unter Fq und Jq die r = rQi unter Fj^ und J^ die r = r^ entsprechenden 
, Werthe von F und J verstanden. 

Zur Bestimmung der Function Cpl — ) werde mit Rücksicht auf 



Coordinatensjstem von Fig. 42 , worin AB = — die Hälfte der elastischen 
Linie und die x-Axe Tangente derselben in Ä sei, 

n 

J= eTo (l — my)", also r = ro (1 — my)*" . (297) 
angenommen^ unter m und n positive Constante verstanden. Es ist dann 

dr n .^ nT-^ ^y 

dti 
und da für ic = auch -— ^ = ist , mit wachsendem x aber y und 

--- zunehmen, so gilt dasselbe auch, wie verlangt wurde, von f — — 
falls n<4 gesetzt wird. Aus der Momentengleichung 

dx^ ~ EJ FJo (1 — myy 

P 1 — 
folgt nun mit -:=-r- = a^, 1 — my = 0f also y = 

m dx^ ^° 

d^0 « 1 — md — ^ 



= a^ ;; = «2 mit a=l — wo = (-^ 



diX ff fi/ \7 Q 

nach Gleichung (297), und daraus durch Integration nach vorausgegangenem 

Multiplication der Gleichung mit 2 -=— d;r = 2 dj8? und mit Rücksicht darauf» 

(mX 

dass für y = und -^ = auch -r— = , aber jg? = 1 ist, 

(mX CvX 



z 



(dzy „ , fa — z^ 



1 



__2 2r ? I \ L-j?! ^1 
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vorausgesetzt dass n weder = 1 noch = 2 ist. Wird deshalb die 
nächsteinfache Annahme n = S gemacht , so folgt : 

und daraus mit Rücksicht darauf, dass js=l — my mit wachsendem x 
von i bis a abnimmt: 

1 

L = Lf^ mit Z=»/-a + 2;^-(2— «);^^ 

Was die Ausführung dieser Integration betrifil, so kann man 
bemerken , dass mit 

, =. _ iz^iizz^ + _1_ = _1_ (_ /z^+ 1) 

2 — a ^ 2 — a 2 — a\^ d^ ^ 

zdz 1 / ,_ r dz 



fw^Yhi-^'^+f-^) 



oder nach der schon in Nr. 115 citirten Integralformel (abgesehen von 
einem constanten Summanden): 



/i 



dx 1 . 2cx 

=i—7= arcsm 



j/a-^hx — cx^ )/c }/4:ac + h^ 

Mer r^ = -i- (- VZ+ -^ aresin 1^^^^) 

J }/Z 2 — a V y2—a y4:—4.a{2—a)) 

2— a \ y2 — a 1—a 1 
ist, und. somit 

, -- 7t , — l + 2a— «2 

i -r .^ r -K — arcsm T 



J yz 2 — a L >/2— a 

+ arc5m(l — a) 



^^«-^^^=(2^)-V^-«)»^«+- 



)/2 — a 

Diese Gleichung drückt die Bedingung dafür aus, dass die Kraft P 
das Gleichgewicht bei irgend einer kleinen Biegung der Mittellinie erhalten 
könne ; indem aber dann die Grösse dieser Biegung , nämlich d und über- 
haupt die irgend einem x entsprechende Ordinate y unbestimmt bleibt, 
weil m ein ganz unbestinunt gebliebener Coefficient ist, so muss wie früher 
geschlossen werden, dass jene Grösse von P auch schon genügt, um den 
Bruch durch Zerknickung herbeizuführen. Die theoretische Zerknickungs- 
kraft, 

~fp(ll\^ nach Gleichung (296), ist also ö.v)L(iK = f ^a^"^ 

O ras bor, Elasticität und Festigkeit, Vi 
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.itA«) = (^l-) [ii-a)Va + ^—^=== J .(298), 

also g)(^)=/*(a) mit a = (^) . . . (299). 
\rQ/ xtq/ 

Für ^1 = ^0, also a = 1, wird /"(a) = tt*, wie es sein mass. 

Hiemach kann nun die der Aufgabe entsprechende Gleichung (296) 
auch geschrieben werden : 

1 Z^ 1 1 



2 .#7 8 

und folgt daraus mit J^ = F^ -^ = F^ -j^ : 

Fq _ u K" ( ly 

F, '■^ f{a) E \dj 
f 



--If=(i^)'=(v)^ 



8 



(i)'=ÄJ^[(F-]««)- • • « 

Für eine schmiedeiserne Schubstange ergiebt sich daraus 
z. B. mit 

E 2000000 

Z^ = -3333- = ^^^ 

für a = 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 

l 



do 



7,78 11,56 15,02 18,50 22,78 28,02 



4=1 



0,924 0,846 0,765 0,682 0,695 0,503 

Uq 

und durch Interpolation : 

für-^= 10 15 20 25 ^ 30 

A_=:0,88 0,77 0,65 0,55 0,47 

Ist dQ anderweitig bestimmt, wird z. B. dieser grösste Durchmesser 
dem nach Nr. 118 zu berechnenden Werthe von d gleich oder nftc^ 
Schätzung ein wenig grösser gesetzt, so findet man zu dem dadurch 

bestimmten Verhältnisse -=- nach obiger Zusammenstellung durch Intef 

Uq 

polation das Verjungungsverhältniss -^ und somit d^» 

Einfacher und zutreffender ist es indessen, den . Dnrehmesser rfj. ^^^ 
der Gleichung 
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nP^E'F.; d. = ]/^^, .... (301) 

ZU berechnen, unter n hier einen Sicherheitscoefficienten gegen Zerdruckung 
verstanden, und dann dazu den Durchmesser c2q mit Rücksicht auf die 

7 /7 

zusammengehörigen Werthe der Verhältnisse -r=— und -rp- , die sich aus 

obiger Rechnung für die schmiedeiseme Schubstange wie folgt ergeben : 
a=l 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 

l 
-r-=0 8,42 13,66 19,63 27,13 38,29 55,71 

-^=1 1,082 1,182 1,307 1,466 1,681 1,988 

und daraus durch Interpolation: 

—-=10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
% 

-^ = 1,11 1,21 1,31 1,42 1,52 1,62 1,71 1,^0 1,89 1,98 

Die Differenzen dieser Werthe von -^ und -r— sind einander so nahe 
proportional, dass mit hinlänglicher Annäherung 



d^ d^ 

gesetzt werden kann. Werden dabei die Coefficienten a, h aus den 
Gleichungen 

a+ 106=1,11 und a+ 506 = 1,89 

abgeleitet, so ergiebt sich 

d^ = 0,915 6^1 + 0,0195 ü .... (302) 

als zureichende Näherungsformel, falls l zwischen den Grenzen lOd^ und , 
60 d^ enthalten ist. Dabei kann nach Gleichung (301) mit 

4w 20 

= — -, entsprechend w=5,24, und mit £""=3373 



7r 



'.=1^1 



d^ = y —F Millim. 
' 5 

gesetzt werden , falls P in Kgr. gegeben ist, 

120. — Die Kuppelstange eines schnell gehenden 
Kurbelmechanismus kann übrigens ausser durch die ihrer Länge 
nach zu übertragende äussere Kraft P sehr wesentlich noch durch die 
Trägheitskraft angestrengt werden, mit der die Stangenmasse der periodischen 
Aenderung ihres Bewegungszustandes Widerstand leistet, sowie auch, falls 
der Mechanismus als Kurbelschubgetriebe zur Verwendung kommt, d. h. 
wenn die Bewegung (wie z. B. bei Sägegattern) von der Kurbel ausgeht, 
ausserdem durch den Trägheitswiderstand der mit dem geradlinig geführten 
Stangenende verbundenen hin und her gehenden "MI^iä^^. '^tiXvt^w^ i\^^\ 

Vi* 
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letzterer nur den längs der Stange wirksamen Zug oder Druck beeinflusst, 
wird sie durch ihre eigene träge Masse zugleich auf Biegung in Anspruch 
genommen , wie die folgende Betrachtung erkennen lässt. Es sei (Fig. 48) 

AB = a die Kurbel, BC=b die Kuppel- 
stange, diese Längen a, b verstanden als Ent- 
fernungen der in den Punkten A^ By C der Figur 
sich projicirenden Axen der betreffenden Dreh- 
körperpaare, 

et der vom oberen Todpunkte Bq aus gerechnete 
Drehungs Winkel BqÄB der Kurbel, 

y der Winkel AGB, 

V die als constant vorausgesetzte Geschwindig- 
keit des Punktes B, 

w die Gescliwindigkeit des Punktes C, also 

die nach BA gerichtete Beschleunigung von 5, 




a 
div 

'dt 



die nach AG gerichtete Beschleunigung von 



G (so dass ein negativer Wertli von 



dw 
~dt 



der Be- 



schleunigungsrichtung GA entspriclit). 



Die Bewegung der Stange kann als zusammengesetzt betrachtet werden 
aus Schiebung längs AG und Drehung um C. Ersterer entspricht die 

Beschleunigung -jj- aller Punkte von BG im Sinne AG; letzterer ent- 
ehr 

sprechen für den Punkt B die Beschleunigungen: 



V 



2 



a 



V 



sina im Sinne BH normal zu AGj und 



dw 



cosa r— im Sinne BV parallel AGy 

a dt 

für einen in der Entfernung x von G liegenden Punkt X der Geraden 
BG folglich Beschleunigungen , die im Vorhältnisse x : 6 kleiner sind, als 
jene für den Punkt B. Somit ist die normal zu BG gerichtete Beschleu- 
nigungscomponente dieses Punktes X 

X fv^ , /v^ dw\ . T dw . 
= -^\_—sinacosy'-'y—cosa ■^)stnyj — -jj'Smy, 



dt 



und ergiebt sich daraus die an dieser Stelle die Stange pro Längeneinheit 
auf Biegung in Anspruch nehmende Normalkraft p durch MultiplicatioD 

yF 

mit der Masse der Stangenlänge =1, d. h. mit - — , unter jr die Be- 

schleunigung der Schwere, y das specifische Gewicht, F den hier als con- 
stant vorausgesetzten Querschnitt der Stange verstanden. Nun ist (siehe: 
Grashof, theor. Maschinenlehre, Bd. 11, § 40, Gl. 14 und 19) ' 

dw v^ d ( w\ v^ . , _ . 

-Tr = 3— V — ) = — {cosa — Acos2o) 

dt a da \v / a ^ ^ 
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bei Vernachlässigung der Glieder mit den höheren Potenzen von A = -^, 

h 

also 

p = 1 -T- (sin acosy — X cos 2a sin y) — (cos a — Xcos2a)siny l, 

und indem 

siny=^-zrsina=iX sin a, cosy= yl — X^sin^a 

ist , ergiebt sich bei Vernachlässigung der Glieder mit X^ : 

yF v^ / X \ 

p = - (-7 Xcosa) sina . . . (303). 

g a \o / 

Dieser Ausdruck gilt für die Bewegung des Kurbelzapfens J5 von Sq bis 
S^ ; fiir die Bewegung von S^ bis JBq , falls dann auch a vom unteren 
Todpunkte S^ aus gerechnet wird , ist — X für X zu setzen (Theoretische 
Maschinenlehre , Bd. II , § 40). Hier soll auch noch das Glied mit der 
ersten Potenz von X vernachlässigt, also einfach 

X yF v^ 

p = n-zr sina mit n = 

6 g a 

gesetzt werden , wodurch selbst dann , wenn der echte Bruch X nicht sehr 
klein (nicht kleiner, als etwa ^) ist, doch nur ein sehr kleiner Fehler 
begangen wird, weÜ, wie sich weiterhin zeigt, die grösste Anstrengung 
der Stange in solchen Lagen stattfindet, für die der Winkel a wenig von 
90^ verschieden ist. 

Indem hiemach p der Entfernung x von C proportional gesetzt wird, 
ergiebt sicli der davon herrührende Druck auf die Verbindungsstelle bei C: 

b 



1 r 1 

0= — Ipdx =z — nb sin a 



and damit das Spannungsmoment eines Querschnittes in der Entfernung y 
von G: 

M=^Cy — fpdx (y — i») = ( C — fpdx ) y -^fpx dx 

\ / 

oder eines Querschnittes in der Entfernung x von Ci 
Jf = f C — fpdx) x-^-fpx dx 

^ / 

:=\ — nos%na --n-j-sina]x-\- — n-j-'Sina 

mit ^ = — . Diesem Spannungsmomente entspricht die grösste Spannung 

oder Pressung beiderseits in der grössten Entfernung e von der Biegungs- 
axe des betreffenden Querschnittes : 
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(r, = Jf^ = Jf^ = -l-^^^(|-|»)s»»« . (304). 

Was den von der Trägheit herrührenden Zug oder Druck längs der 
Kuppelstange betrifil , so sind die beiden Fälle zu unterscheiden , ob der 
Mechanismus als Schubkurbelgetriebe oder als Kurbelschubgetriebe zur 
Verwendung kommt, d. h. ob der Antrieb zur Bewegung vom Schieber 
C oder von der Kurbel AB ausgeht. Im ersten Falle, also bei dem 
Schubkurbelgetriebe (z. B. einer Locomotive , überhaupt einer 
schnell gehenden Dampfmaschine) kommt für den Querschnitt X der 
Stange nur der Trägheitswiderstand des Stückes XB derselben in Betracht, 
auf welches allein die von C ausgehende , den Bewegungszustand ändernde 
Kraft durch diesen Querschnitt X hindurch zu übertragen ist, und zwar 
ist dieser Widerstand mit der hier zu Grunde liegenden Annäherung 

yF(b — x) dw yF(b — x) v» 
g dt g a 

zu setzen. Einem positiven Werthe desselben entspricht die entgegen- 
gesetzte Hichtung, als für welche -jj- positiv gesetzt wird, d. h. die 

Richtung CA resp. XB fiir die Bewegung des Kurbelzapfens von Bq 
nach Bi , dagegen die Richtung AC resp. BX för die Bewegung des 
Kurbelzapfens von B^ nach Bq (wobei auch a von AB^ aus gerechnet 
wird), so dass er die Stange im ersten Falle auf Zug, im zweiten auf 
Druck in Anspruch nimmt, ebenso wie die durch sie vom Schieber zur 
Kurbel zu übertragende äussere Kraft P. Hiemach ist die beiden Kräften 
zusammen im Querschnitte X entsprechende gleicliformig vertheilte speci- 
fische Spannung oder ]^ressung: 

<rj==-^ + -^^6(l— Dcosa . . . (305), 

und indem sie sich mit der von der Biegung herrührenden gleichnamigen 
Maximalspannung a^ zu einer Resultanten = ihrer Summe (mit der 
ungleichnamigen zu einer solchen = ihrer Differenz) zusammensetzt, ist 
die grösste resultirende Spannung oder Pressung im Querschnitte X bei 
der dem Winkel a entsprechenden Stangenlage: 

Indem hiemach a eine Function der unabhängig Variablen ^ und a 
ist, entspricht das Maximum von a den Gleichungen: 

--^==0, also — cosa'\'-~-^(l — S^^)sma=0 

und y— =0, also — sina'\--^-^ (^-\-^^)cosa = oder§=l. 

1 ei 
Aus der ersten Gleichung folgt cotga= — wO- — ^^^) 

'.nd damit aus der zweiten: 



- " 
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-i+(l^y(^+^*)(i-3^»)=o ' 

oder |(l + |)(l_3|«)=(6-gy. 

Da die rechte Seite dieser Gleichung ein sehr kleiner Bruch ist, z. B. bei 
kreisförmigem Querschnitte der Stange \P= — e^j und mit dem Mittel- 



werthe -r- = — : 
b 40 

V ebJ ~\2 bJ ~\80/ ~711' 
80 entsprechen ihr näherungsweise die Wurzeln f =0 und B=—7= Für 

yS ' 

1 eb 
^ = wird cotg a = — -^ = einer hinlänglich grossen Zahl , um 

näherungsweise a=0, also nach Gleichung (306) 

Jb g a 
setzen zu können; für ^=-y=z ist cotga==:Of also a = 90^ und somit 

dieser Werth ist der grössere^ also 

P V eb^ 

maxa = k = -^ + 0,0Q4:-^ — t^v^ . . . (307), 

da für jenen ausserdem noch der Gleichung — — = entsprecliendenWerth 

P 

^ = 1 in jeder Lage der Stange o" = -=• ist. 

Im Falle eines Kurbelschubgetriebes (z. B. zur Bewegung 
eines schnell gehenden Sägegatters dienend) wird die Stange im Quer- 
schnitte X nicht nur durch den Trägheitswiders tand des Stückes X(7 der- 
selben, sondern auch durch den einer bei G mit ihr verbundenen hin und 
her gehenden Masse auf Zug oder Druck in Anspruch genommen. Beträgt 
diese letztere das m fache der Stangenmasse , so ist der fragliche Trägheits- 
widerstand mit der liier zu Grunde liegenden Annäherung 



/ yFi yFx\ dw yFb , , ^v v^ 
\ g ^ g / dt g ^ ^ ^^ a 



cosa. 



Einem positiven Werthe desselben entspricht wieder die entgegengesetzte 

Richtung; als für welche -j-- positiv gesetzt wird, d. h. die Eichtung 

ex für die Bewegung des Kurbelzapfens von Bq nacK B^-) ^«J^^^^'sv ^vü 
KicbtuDg XC für die Bewegung von B^ nadi Bq^ äo ^«ää «t ^^ '^'vää.'^ 
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im ersten Falle auf Druck , im zweiten auf Zug in Ansprach nimmt, 
ebenso wie ' die äussere Ej'afl P. Die beiden Kräften zusammen ent- 
sprechende specifische Spannung oder Pressung im Querschnitte X ist also 

a^ = ^ + ^^b{m+i)cosa . . . (308), 

ein Ausdruck^ der vom vorigen (305) sich nur durch den an die Stelle 
von (1 — ^ getretenen Factor (»» + ^ unterscheidet. Mit dieser Aende- 
rung ergiebt sich analog der Gleichung (306) die Maximalspannung im 
Querschnitte X für die betreffende Stangenlage : 

<r = J + ^^6[(m+l)cas« + -|-^(|-|«)«»«] • (309). 
Die dem Maximum von a entsprechenden Gleichungen -r-y = 

und -r — = sind hier, wenn zur Abkürzung vorübergehend—-—- =6 

gesetzt wird, 

cosa-\-c{l — S^^)sina=sO und — (m+ö^^" + ^(? — $*)co5a=0. 

Aus der ersten folgt cotga = c(ß^^ — 1) 

und damit aus der zweiten : — (^ + D + C* (^ — §*) (3 §^ — 1) = ö- 

Sofern m viel < c^ ist (z. B. bei kreisförmigem Querschnitte und mittleren 

Dimensionsverhältnissen der Stange viel < 7 1 1), sind die zwischen und 1 

liegenden Wurzeln auch dieser Gleichung nur wenig von 0, —p= und 1 

verschieden, und wird dann auch hier dem mittleren dieser Wurzelwerthe 
das Maximum von a entsprechen. Setzt man deshalb 

so ist f] ein hinlänglich kleiner Bruch, um 

setzen zu können, wodurch jene höhere Gleichung für ^ in folgende 
lineare Gleichung für rj übergeht: 

ys sys Vz \^ / Vz 

Dadurch ist iy, dann auch 

cotga = c{Z^^—i) = -^cri = 2VZcri 

1 2\/J cri 

bestimmt, und ergiebt sich nach Gleichung (309): 

(-1 ^ o 
m-\- -= + r]\2y3 cn-l =C 

maxassk = ^= + - b , — 

F g a j/l + 12cV 
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1 4 

oder mit m-^- -j='\-r]^=-—c^7] nach Gleichung (310): 



^Ac«,.2»/3,+ l 



^T H 



F 3|/3 g a Kl + 12c2ij2 

oder endlich y da nach Gleichung (310) bei Vernachlässigung von 1 
gegen — c^ 

12cV=12.^(m+^y. 36© =[9(^/3 + 1)3 

*=^ + 0,064|-^««j/l+[9(l,73m+l)^]' • (311), 

von Gleichung (307) nur durch die Wurzelgrösse als Factor des zweiten 
Gliedes auf der rechten Seite sich unterscheidend. — 

Ist u die Umdrehungszahl der Kurbel in einer Minute, so erhält 
durch die Substitution 

die dem Falle des Schubkurbelgetriebes entsprechende Gleichung 
(307) die Form: 

Ä = ^ + 0,0007-^^«« .... (812), 
insbesondere bei kreisförmigem Querschnitte mit c = — dJ, 

Z; = -^ + 0,0056-^-^^2 (313) 

F * g d 

und bei rechteckigem Querschnitte mites= — ä, p=: — h^: 

P y ab^ 

A; = -^+ 0,0042^^ — =- w^ .... (314). 
F * ' g h 

Im Falle des Eurbelschubgetriebes sind die zweiten Glieder 
dieser Ausdrücke (313) und (314) zu multipliciren mit 

|/h^^|^(1^73M^4)|J resp. ^^1+ [| (l,73«t+l)|]' (315). 

Durch die Vernachlässigung des Gliedes mit X in dem Ausdrucke 
(303) von p und analoger Glieder im weiteren Verlaufe obiger Hechnung 
ist die Anstrengung der Euppelstange etwas zu klein gefunden worden, 
weil diese Glieder, die für die Bewegung vom obeien xvrav xskäät«^ 'YqÄl- 
punkte die entg^engeaeizten Vorzeichen wie £13« ^\ft ^^^^ösö^ nwsi 
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unteren zum oberen Todpunkte haben , mit den dem Maximum von a ent- 
sprechenden Vorzeichen zu nehmen gewesen wären. Ist deshalb die Stange 
thatsächlich nicht prismatiscli , sondern in üblicher Weise nach den Enden 
zu verjüngt, so ist es rathsam, für d und h in Gleichung (313) und 
(314) höchstens, in den Ausdrücken (315) aber wenigstens das Mittel 
der kleinsten und grössten Stangendicke einzusetzen. 

121. — Bei der Kuppelstange eines Parallelkurbel- 
getriebes von schnellem Gange (z. B. . einer Kuppelstange fiir 
zwei Triebaxen einer Locomotive) haben alle Punkte der Mittellinie dieselbe 

Beschleunigung == — wie im vorigen Falle ihr Endpunkt JS, so dass mit 

den in voriger Nummer gebrauchten Bezeichnungen hier 

yF v^ . 

p = - stna 

g a 

unabhängig von x resp. ^ ist. Die daraus hervorgehende Anstrengung der 
Stange durch Biegung ist am grössten in ihrem mittleren Querschnitte und 
für a = 90^, nämlich entsprechend dem Spannungsmomente 

üf = ^pb^ nach Gleichung (146), Nr. 61 : 
8 

« e 1 y v^ eb^ 

Mit Eücksicht auf den Zug oder Druck, der in jedem Querschnitte der 
Stange durch den längs ihrer Axe gerichteten Trägheitswiderstand des von 
diesem Querschnitte bis zur getriebenen Kurbel sich erstreckenden Stangen- 
stückes verursacht wird, findet zwar streng genonmien die grösste resul- 
tirende Spannung in einem etwas ausserhalb der Mitte liegenden Quer- 
schnitte und bei einer etwas von er = 90** abweichenden Lage der Stange 
statt, wovon aber hier mit ähnlicher Annäherung abstrahirt werden kann, 
wie der Maximalwerth von a bei der Koppel des Schubkurbelgetriebes mit 

B s= —7= und a = 90^ berechnet werden konnte. Indem aber für a = 90^ 

|/3 

die Beschleunigung im Sinne der Kuppelstange ( = — cosa) auch hier 

wieder = ist, ergiebt sich 

P 1 y eb^ 
maxa^==h=-^'^ — - — ^v^ . . . (316), 

ein Ausdruck , dessen zweites Glied nahe doppelt so gross ist wie das des 
Ausdruckes (307) , wovon es sich nur durch den Zalilencoefficienten 
unterscheidet. — 

Uebrigens ist schliesslich darauf aufmerksam zu machen , dass die hief 
und in voriger Nummer angestellten Rechnungen auf der Voraussetzung 
beruhen, es i?ei der wechselnde Deformationszustand der 
Kuppelstange beständig dem Gleichgewichtszustände 
unter dem Einflüsse der momentan einwirkenden Kräfte 
^n^ sprechend, einer V oiau&aetzvni^ ^ dia keinenfalls 9tieng> indesBea 
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m 8o mehr zutreffend ist , je schneller die Deformation der Stange den 
eriodischen Aenderungen der Trägheitskräfte zu folgen vermag, je kleiner 
Iso die Schwingungsdauer der in einem solchen Deformationszustande dem 
Einflüsse fraglicher Kräfte entzogenen Stange in Vergleich mit der Periode 

= — See.) der StJemgenbewegung, d. h. der Dauer einer Kurbelumdrehung 

ist Nun ist die Schwingungsdauer t der Querschwingungen der Stange, 
die wesentlich grösser, als die der Längsschwingungen ist und deshalb 
am ehesten eine mit der Periode der Stangenbewegung vergleichbare Grösse 
annehmen könnte, unter den hier vorliegenden Umständen (nach Ent- 
wickelungen , die nicht in der Aufgabe dieses Buches liegen) : 

14,064 f ^ gE 
unter E den Elasticitätsmodul verstanden und bei Voraussetzung der ein- 
fachsten (ohne mittlere Schwingungsknoten stattfindenden) Schwingungen. 
Setzt man hierin gf = 981, femer beispielsweise für Schmiedeisen und für 
einen rechteckigen Querschnitt : 

y= 0,00776; JB= 2000000; f=-%=; 

yi2 

Jo wird ^=0,00000308 4- 

n 

ind mit dem Mittelwerthe — = 20: ^=0,00006166, also selbst für 

h 

b = 300 Centim. Stangenlänge nur = 0,0185 See. , entsprechend 54 
Schwingungen in einer Secunde. 

Unter den praktisch vorkommenden Umständen (u viel < 60 . 54) 
kann danach die Voraussetzung einer dem Gleichgewichtszustande stets 
entsprechenden Deformation der Stange zwar als näherungsweise zutreffend 
gelten ; doch bleibt zu berücksichtigen , dass die eintretenden Schwingungen 
die Anstrengung der Stange beeinflussen in einer Weise, deren näliere 
Untersuchung mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden wäre , ohne 
Zweifel aber im Allgemeinen auf solche Weise , dass dadurch die Maximal- 
spannnng bei ungünstigster Interferenz der betreffenden gleichzeitigen Ein- 
vergrössert wird. 



122. — Als Beispiel der Inanspruchnahme eines geraden Stabes auf 
Knickung werde noch das (zu Ende von Nr. 102 erwähnte) Verhalten 
eines prismatischen Stabes bei gleichförmiger Erwär- 
mung besprochen, falls dabei die materiellen Endpunkte 
seiner Mittellinie eine unveränderliche Entfernung 
iJB=J haben, sei es dass diese Mittellinie bei A und B 

1) beliebige kleine Winkel mit der Geraden ÄS bilden kann , wie 
^ B, wenn der Stab hier um feste Zapfen mit parallelen Axen drelibar 
ist, oder 

2) von der Geraden AB berührt wird, wie bei mit EinMemxsiviXi^ 
^^Anndener Befestigung des Stabes. 
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Wenn der Stab von einer gewissen Temperatur an gerechnet, bei der 
keine Spannung in ilim stattfindet, gleichförmig aUmählich erwärmt wird^ 
so ist damit zunächst keine Biegung, sondern nur gleichförmige Fressung 
verbunden = Eat pro Flächeneinheit jedes Querschnittes Fy unter E den 
Elasticitätsmodul , a den linearen Ausdehnungscoefficient und unter t die 
Temperaturzunahme verstanden. Wächst aber t über eine gewisse Grösse 
tj^, so biegt sich die Mittellinie des Stabes in mit t wachsendem Grade, 
und zwar so, dass sie im Falle 1) dem Stücke SSi der durch Fig. 40 
in Nr. 113 dargestellten Curve, im Falle 2) dagegen dem Curvenstücke 
von A bis zum fölgenden Berührungspunkte mit der a;-Axe entspricht, 
dort also aus zweifacher, hier aus vierfacher Wiederholung des Curven- 
Stückes ÄBy Fig. 40, besteht mit der Gleichung: 

y = dll — cos(ax)']; a = y^, 

unter 3 die Ordinate des Punktes J5, unter J das Trägheitsmoment des 
Querschnittes für die Biegungsaxe und unter P den längs dem Stabe | 
wirkenden äusseren Druck verstanden. Aus dieser Gleichung folgt | 

dx 
also das Bogenelement der Mittellinie näherungsweise: 

und die Bogenlänge AB, Fig. 40, deren Projection auf die a;-Axe 

7t 1 . 

= ■7; ist: 

2 a ^ 



\ 



2 



5 = -- \^ — ad^l sin^ (ax) d (ax) 

ad 2 «/ 



7t 1 . 1 ..TT 7t 1 f 1 , . \ 

2a'^2 4 2a\'4 / 

Hiemach ist die verhältnissmässige Verlängerung der Mittellinie iö 
Folge ihrer Biegung für das betreffende Stabstück und also auch für den 
im ersten oder zweiten der unterschiedenen Fälle aus zwei resp. vier 

solchen Stücken bestehenden ganzen Stab = — a^cJ*, und da dieselbe == 

dem Ueberschusse der durch Erwärmung verursachten verhältnissmässigen 
Ausdehnung über die durch den Druck P verursachte verhältnissmässige 
Zusammendrückung sein muss, ergiebt sich die Gleichung: 

1 P 

a^(J2 = af — 



4 EF 

oder mit J=FP, also ^=^p=a^p: 

d= —yat — a^p. 
a 
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^ 

Wird l = n — gesetzt, um die beiden Fälle 1) und 2), denen dann 

a 

beziehungsweise n= 1 und n=2 entspricht , gemeinschaftlich zu um- 
fassen , femer 

ß = af=nTt^ (317), 

so erhält jener Ausdruck von d die Form: 

d = ^Vat — ß^ ..... (318), 

und ergiebt sich daraus die grösste Durchbiegung in der Mitte des 
Stabes = nd. 

Ist e die grösste Entfernung eines Querschnittspunktes von der 
Biegungsaxe auf jeder Seite derselben , so ergiebt sich femer die grösste 
im Stabe vorhandene specifische Pressung Je mit Rücksicht darauf, dass die 
Punkte B , j?i (Fig. 40) , für welche y =^ d ist , Wendepunkte der 
elastisclien Linie sind, entsprechend 

dass also die Spannungsmomente der Querschnitte B und B^ = Null sind, 

oder nach Gleichung (318) und mit 

P—EJa^ = EFa^P = EFß^ nach Gleichung (317): 

= E\2ß-jVat—ß^+ß^ .... (319), 

Vorausgesetzt dass # > fj ist , unter t^ die Temperaturerhöhung verstanden, 
bei der die Biegung des Stabes beginnt, und welche nach Gleichung (318) 
den Werth hat: 

ß^ 

t^ = — (320). 

a 

Hiermit kann der Gleichung (319) auch die Form gegeben werden: 

Oder mit Tc^zz^ Eat^= der grössten specifischen Pressung bei beginnender 
Biegung des Stabes: 

t^^.±yiER .... ca,„. 

Man erkennt daraus, wie wenig die Temperatur des Stabes über t^ hinaus 
erhöht zu werden braucht, um Tc bis zum m fachen von Tci zu steigern, 



TtSf ««.^la/kl^ VtllV« 



lim 
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Insbesondere bei kreisförmigem Querschnitte lf=--e) wird k=i2ki(m=2) 

für t—ti = —ti. 

Ist z. B. ein schmiedeisemer Stab von kreisförmigem Querschnitte, 
der an beiden Enden um Bolzen mit parallelen Axen von unveränderlicher 
Entfernung drelibar ist, 50 mal so lang als dick (/ = 100e); und wird 
fiir Schmiedeisen 

£=2000000, «==0,0000118 
gesetzt, so ist 

— 1 f—^ ^ — 1 /?— f — ^ 

'^~^' T~TT~"20ö'' ^~'^T~20ö' 

der anfangs als spannungslos vorausgesetzte Stab beginnt deshalb sich m 
biegen , wenn er um 

^.=-^ = 20,9 Grad 
« 

erwärmt wird , und ist dabei seine specifische Pressung : h^ = Eat^ = 

£/?2=493 Kgr. pro Quadratcentim. Zu einer (höchstens etwa zulässigen) 

Verdoppelung dieser Anstrengung bedarf es aber nur einer weiteren 

20 9 
Temperaturerhöliung um ^ =1,3 Grad. Wäre derselbe Stab an den 

Enden so befestigt, wie es der Fall unter 2) voraussetzt, so wären ti 
und yfc^ vier mal so gross wie im vorigen Falle. Zu einer Biegung des 
Stabes dürfte es dann gar nicht kommen , wenn Ä; = 2 . 493 nicht über- 
schritten werden soll ; indessen wäre die zulässige Erwärmung , die im 
vorigen Falle nur 20,9 + 1,3 = 22,2 Grad betrug, jetzt = 2 . 20,9 = 
41,8 Grad. 

c. Zusammengesetzte Körper mit geraden stabformigen BestandtheileiL 

123. — Die gleichzeitige Inanspruchnahme eines geraden Stabes auf 
Zug oder Druck und auf Biegung kommt besonders häufig bei zusammen- 
gesetzten Körpern vor, indem die stabformigen Bestandtheile derselben an 
ihren Verbindungsstellen mit Kräften auf einander wirken , die mit gewissen 
Componenten längs den Stabaxen gerichtet sind, event. zugleich (bei fester 
Verbindung) mit Kräflepaaren , deren biegende Wirkungeti sich mit den 
von äusseren Kräften unmittelbar herrührenden combiniren können. Die 
Untersuchung des Spannungs- und Deformationszustandes eines solchen 
zusammengesetzten Körpers beruht 'darauf, dass die ^Spannungs- und 
Deformationszustände der einzelnen Theile an jeder Verbindungsstelle in 
einer von der Verbindungsart abhängigen Weise sich gegenseitig bedingen. 
Jedenfalls müssen die Zug- oder Druckkräfte, womit die verbundenen 
Theile nach den Hichtungen ihrer Mittellinien auf die Verbindungsstelle 
wirken , zusammen mit einer hier etwa angreifenden äij^seren Kr^t im 
Gleichgewichte sein , und muss die Verrückung des Schnittpunktes der 
betreffenden Mittellinien nach Grösse und Richtung dieselbe sein, mag er 
als Endpunkt der einen oder anderen dieser einzelnen deformirten Stab- 
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mittellinien betrachtet werden. Bei nicht drehbarer (durch ein Dreh- 
körperpaar vermittelter), sondern fester Verbindung kommt dazu noch die 
weitere Bedingung, dass auch die Spannungsmomente, mit denen die 
einzekien Stäbe an ihren Verbindungsstellen auf einander wirken , sich 
Gleichgewicht halten müssen , und dass ihre Mittellinien sich unter 
unveränderlich gegebenen Winkeln daselbst schneiden. Speciellere An- 
leitung zur Ausfuhrung dieser Untersuchung kann nicht allgemein gegeben, 
sondern nur aus Beispielen geschöpft werden, deren einige in den folgenden 
Nummern enthalten sind. 

Nur die allgemeine Bemerkung mag vorausgeschickt werden , dass 
unter der hier stets zu Grunde liegenden Voraussetzung einer sehr geringen 
Verbiegung der' Stäbe die relative Verrückung zweier materieller Punkte 
einer Stabmittellinie im Sinne einer Sehne dieser Mittellinie, insoweit sie 
durch die Biegung bedingt wird, als sehr klein im Vergleich mit der 
relativen Verrückung dieser Punkte nach der dazu senkrechten Richtung 
vernachlässigt werden kann, ebenso wie überhaupt der Unterschied der 
Bogenlänge und Sehnenlänge eines sehr flachen Bogens sehr klein im 
Vergleich mit der Pfeilhöhe desselben ist. Im Falle eines flachen Kreis- 
bogens z. B. , dessen Länge == 2 Z , Sehnenlänge = 2 s , Pfeilhöhe = d, 
Radius ^= r und Mittelpunktswinkel = 2 a ist , hat man 

1 /? 

l:=ir(x^ (J = r(l — cosa) = — ra^, also « = 2-^-; 

femer s = rsin a = r ( a ^ ^^ ) ? 

also l — s = -— -ra*, — ^s — = -—-a 



6 ' ÖS S l 

2 
Ist auch in anderen Fällen dieser Zahlencoefficient — durch einen 

ö 

l g 

anderen zu ersetzen, so bleibt doch — ;r — von einerlei Grössenordnung 

,. d ^ 

mit — . 

124. — '■ Ein an beiden Enden auf Stützen ruhender 
prismatischer Balken AS, der eine gleichförmig auf 
se'iner ganzen Länge= 2a vertheilte Last zu tragen 
ha"t,^^soll verstärkt werden durch Zugstangen AD und 

P^^ BD (Fig. 44), die (an Bolzen 

drehbar angreifend) seine Enden 

4*^ ^. . . M ^ 1?'' -^ nndi B mit dem unteren 

JlL ^ Zt ^ Y i ^ ^ _ Ende einer unter die Mitte 

^•* — ■^■^-J;^*-'-*'^^'^'* ^ ^ ^^^ Balkens gesetzten 

jS^ seh web enden Stütze GD ver- 

bin d e n. Ist 

E der EJlasticitätsmodul , li die grösste speciflsche Pressung des 
Balkens (im höchsten Punkte des Querschnittes bei C in der Entfernung 
e von der Biegungsaxe) , F sein Querschnitt, J^=zFP das Trägheits- 
moment desselben in Beziehung auf die Biegungsaxe, 
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Ej^ der Elasticitätsmodul; ki die specifische Spanimngy F^ der Quer- 
schnitt der Zugstangen, 

a der Winkel CAD=CBD, 

so sei; während übrigens diese Grössen gegeben sind, der erforder- 
liche Querschnitt F^ der Zugstangen zu bestimmen und 
ferner zu ermitteln^ in welchem Verhältnisse auf solche 
Weise die zulässige Belastung Q des Balkens grösser 
wird, als sie ohne die Zugstangen sein dürfte, nämlich als 

Oo = — Ä— =4ÄjP^ .... (322). 
^ a e ae 

Von einer vor der Belastung im System etwa schon vorhandenen Spannung 
soll dabei abgesehen , auch die kurze Stütze CD als absolut starr be- 
trachtet werden. 

Bezeichnet nun x die horizontale, positiv im Sinne jlC gesetzte, 
y die verticale, positiv nach oben gesetzte Yerrückung des Punktes Ä 
gegen die Gerade CD , so ist mit Rücksicht auf die Deformation ^Bi^ong 
und Zusammendrückung) des Balkenstückes ÄC in Folge seiner gleich- 
förmigen Belastung = — Q , femer der bei Ä vertical aufwärts wirkenden 

Heactionskraft == — Q der Stütze und der nach AD gerichteten Zugkraft 

= ti2^i der Stange AD: 

hF.cosa 

EF ' 

da der Antheil, den die Biegung der Stabmittellinie AO an dieser Ver- 
rückung X hat, nach der Bemerkung zu Ende der vorigen Nummer zu 
vernachlässigen ist, und gemäss Gleichung (87), Nr. 50: 

— Q — Jc,F,sina — — —Q^^ —Q—\F^sma ^3 

^"^ EJ y^ 1EF Jp' 

Diesen Verrückungen rc, y von A gegen CD entsprechend ist die Ver- 
längerung der Stange AJD == y sin a — x cosa, und da dieselbe auch 

= -^^ ist, ergiebt sich die Gleichung: 

E^cosa 

woraus folgt: 

i?i^+£'iJPiC(>sa(y^sm2a + cös2«) = -^(2^^ (323> 

Ausserdem ist die specifische Maximalpressung des zugleich anf 
Biegung und auf Druck in Anspruch genommenen Balkenr: 
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also 



kF+k,F,(^sina — cosc^ = ^Qp . . (324). 
Aus dieser letzten und aus Gleichung (322) folgt: 

|-=l-|-^yfeswa-cösa). . . (325), 

wonach eine Vergrösserung der Tragfähigkeit des Balkens durch die Zug- 
stangen jedenfalls nur dann herbeigeführt werden kann, wenn 

ae 

ist. Durch Elimination von Q^ zwischen Gleichung (323) und (324) 
erhält man zur Berechnung des der Aufgabe entsprechenden Stangenquer- 
schnittes Fl die Gleichung: 



(326), 



F, 1 


5 ^ sin a cos a- 

Ki e 


-'^1 


F cosa ^ 


. *• « 1 _• ^». o 


a^ . c 



5 — sin a cos a + 12 cos^ a — -^ sin^ a 



vorausgesetzt, dass sich hiernach für F^ ein positiver Werth ergiebt, 
widrigenfalls die Aufgabe unter den gegebenen Umständen unlösbar wäre, 
insbesondere mit dem gegebenen Winkel a, der zwischen gewissen Grenzen 
liegen muss, um die verlangten Anstrengungen (Je und Jc^) des Balkens 
und der Zugstangen durch einen entsprechend gewählten Querschnitt der 
letzteren zu ermöglichen. 

Z. B. im Falle schmiedeiserner Zugstangen und eines 
Balkens von Holz mit rechteckigem Querschnitte von der 
Höhe h erhält man mit 

J57= 120000, JJi= 2000000, also -^=0,06 

Je 1 
Ä = 50, A;i = 750, also— = -— 

Jci 15 

T = T^^(«)' | = l + 10(90^«-l)/-(a) 

5^« — (0,6^«)^ — 0,36 

f^^^~ h0tga—(S0tgay+4: ' 

Da der Zähler von f(a) negativ oder positiv ist, jenachdem i^a< 0,072 
oder > 0,072, der Nenner dagegen positiv oder negativ, jenachdem ^^ a < 0,1 
oder > 0,1 ist, so haben Zähler und Nenner nur dann gleiche Zeiclien, ist 

Graihof, ElMtlcltMt and Festigkeit. \^ 



mit 
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Fig. 46. 



aino /Ya^ and «oniil F^ nur dmnn poeitir. d. h. die in der Angabe lät- 
g«Dde Ym^enmg nur dann erfüllbar ^ wenn /|^a xwisehen 0,072 und 0.1 
liege Je grosser /Sg a zwisdien diesen Grenzen gewählt wird, desto grösser 
ftind F^ und Q; man findet z. B. 

för ig a = 0,08 0,09 

Fl =0,01 13 F 0,0482 F 

^ = 2,04^0 Ml«i>- 

125. — Ein rech teckiger Rahmen, bestehend ans vier 
fest verbundenen prismatischen Stäben, die einen von 
der Länge 2a, die anderen von der Länge2ai, sei in den 
Mitten der ersterenvon gleichen und entgegengesetzten 
Kräften 2P angegriffen, deren zusammenfallende Rieh- 
tungslinien den Mittellinien der anderen Stäbe parallel 
sind. K» soll die dadurch in beiden verursachte Maximalspannung ge- 
funden werden, wenn der Querschnitt, das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf die Biegungsaxe, die beiderseits grösste Entfernung der letzteren von 
einem Querschnittspunkte und der Elasticitätsmodul 

für die ersteren Stäbe = F J, e F, 
för die anderen =-^1 <^i ^i ^i 

gegeben sind. — Die ursprunglich rechteckige Mittel- 
linie des Rahmens bleibt symmetrisch in Beziehung 
auf die Richtungslinie OÄ der äusseren Kräfte 2P 
und eine dazu senkrechte Axe OAi , während sie so 
deformirt wird, wie Fig. 45 andeutet, worin AB 
= a und Ä^S = a^ die in 3 (in Folge der festen 
Verbindung daselbst) sich nach wie vor rechtwinkelig 
schneidenden Mittellinien je einer Stabhälfte bedeuten. 
Bei B wirkt der Stab J?^ auf 3A mit der nach 
AO gerichteten Kraft P und mit einem gewissen 
im Sinne A^OA drehenden Kraftmoment Jf. Die 
Kraft P würde für sich allein der elastischen Linie 
AJS in ihrem Endpunkte 3 eine Neigung gegen die 
Axe OAi ertheilen, die nach Gleichung (87)) 
Nr. 50 

~EJ 2 

ist, während das Kraftmoment M, für sich allein den Stab AJS nach 
einem im Sinne OA concaven Kreisbogen krümmend, dessen Radius ( 
durch die Gleichung 

^ IT 

= Jf 

bestimmt ist, dadurch einen jenem entgegengesetzten Neigungswinkel bei B 

a Ma 

Tursachen würde, so dass der resultirende Neigungswinkel a (Fig. 45) 
Gleichung entspricht: 




:m 
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Mit derselben Kraft P und demselben Eraftmoment Jf , die der Stab 
A^S bei B auf den Stab AB ausübt, wirkt dieser im umgekehrten Sinne 
aaf jenen, und können ausserdem bei der Geringfügigkeit der Biegung des 
Stabes ÄiB , also der Kleinheit der Momente von P in Bezug auf die 
Biegongsaxen seiner Querschnitte die Spannungsmomente der letzteren con- 
stant = M gesetzt werden , entsprechend einer kreisförmigen elastischen 
Linie. Ist Q^ ihr Radius, so ist 

o = -i und iif=— ^^^, 

wonach aus der vorigen Gleichung folgt: 

— (EJai+EiJ^ä) = ~Pa^ . . . (327). 
Qi 2 

Im Stabe AB nimmt das Spannungsmoment absolut genommen von 
M" bei B stetig ab bis Null, und dann zu bis Pa — M bei A; letzteres 
ist "^Mf also das grösste überhaupt, weil nach Gleichung (327) 

Pa>2M, nämlich > 2 -^-^ 

ist. Somit ist die specifische Maximalspannung für die von den Kräften 
2JP angegriffenen Stäbe: 

und fOr die anderen: 

Insbesondere (lir einen quadratischen, aus vier gleichen 
BtSben gebildeten Rahmen wäre mit 

ai=a, Fi=F, Ji=J', ei = e, Ei=E 

Wirken die Kräfte 2P im umgekehrten Sinne, so dass sie den 
^*taien nicht ausdehnen, wie Fig. 45 andeutet, sondern zusammendrücken, 
^ gelten dieselben Formeln , indem nur alle Spannungen engeren Sinnes 
^ ebenso ^grossen Pressungen werden, und umgekehrt. 

126. -— Wenn der letztgenannte aus vier gleichen Stäben 
{^bildete quadratische Bahmen von den entgegengesetzt 
gerichteten Kräften 2P in zwei gegenüber liegenden 
^eken angegriffen wird, so wird jeder Stab so gebogen, dass.^ wie 
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Flg. 46. 




Fig. 46 zeigt, die Tangenten in den Endpunkten seiner l^ittellinie 
BC=2a parallel und unter 46® gegen die Richtungslinie von 2 P ge- 
neigt bleiben. Die Kraft P, die auf den betrachteten 
Stab BC von dem damit bei C fest verbundenen aus- 

P 

geübt wird, kann in zwei Componenten =-^ zerlegt 

werden, von denen die eine. den Stab auf Zug, die an- 
dere auf Biegung in Anspruch nimmt; ausserdem wirkt 
hier auf Biegung und zwar in entgegengesetztem Sinne 
ein Kraftmoment ilf , dessen Grösse dadurch bestimmt 
ist, dass die von ihm herrührende Neigung der elasti- 
schen Linie JBC bei C gegen ihre Tangente bei B der 
durch jene Kraft verursachten entgegengesetzt gleich, dass 
also (siehe den Ausdruck von a in voriger Nummer) 

1 P Pa 

~^-i=(2ay=:M.2a ist, woraus Jfcf=— = 

2 /2 j/2 

folgt. Von C bis B nimmt das Spannungsmoment von M bis Null ab 
und dann wieder bis 

-p=.2a — M=-= = M 

V2 V2 

zu. Somit ist die specifische Maximalspannung (mit den in voriger Nummer 
gebrauchten Bezeichnungen) : 

Sie ist der durch Gleichung (330) bestimmten Spannung h gleich, wenn 

/dV2 \ae ae 



1 a 

ist, z. B. bei rechteckigem Querschnitte mit f^ = -—e^ für — = 5,5, 

3 e 



bei kreisförmigem 



»? 



?? 



P = ^e^ für — =4,1 
4 e 



a 



Jenachdem — kleiner oder grösser ist, wird der Rahmen bei der hier oder 

bei der in voriger Nummer besprochenen Angriffsweise der äusseren B[räfle 
stärker angestrengt. 



127. — Die grösste Anstrengung, welche die Speichen 
eines belasteten Wagenrades erleiden, sei unter der Voraus- 
setzung zu berechnen , dass Kranz und Nabe starre Ringe , die Speichen 
aber prismatische elastische Stäbe und mit jenen der Art fest verbunden 
sind, dass, wenn durch die Belastung P der Mittelpunkt N der Nabe 
(Fig. 47) um die kleine Strecke KN=x aus dem Mittelpunkte JST des 
"^ranzes herausrückt, und somit die unteren Speichen zusammengedrückt, 
oberen ausgedehnt werden, hierbei zugleich alle so gebogen werden, 
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dass sie am einen Ende normal (radial) gegen den Kranz, am anderen 

normal gegen die Nabe gerichtet bleiben. 

Die Zahl der Speichen sei= 2n, ihre 
Länge ==s, während die Buchstaben F, 
Jz=zFp, e und E in Bezug auf sie die 
bekannten (z. B. in Nr. 125 angeführten) 
Bedeutungen haben. Für irgend eine Speiche 
mit der Mittellinie AB (Fig. 47) in sol- 
cher Lage, in der sie den Winkel y mit 
dem verticalen Durchmesser des Bades (der 
Richtungslinie der belastenden Kraft P) 
bildet, sei p der zu ihrer Deformation ver- 
wendete Theil von P mit den Componenten 
p^ und P2 beziehungsweise in radialer und 
dazu senkrechter Eichtung. Von p^ wird 
sie zusammengedrückt um einen Betrag = 
X cos (p , von jp^ gebogen, und zwar verhält 

sie sich in letzterer Hinsicht wie die Hälfte eines beiderseits eingeklemmten 

Stabes von der Länge 2s, den die in der Mitte angreifende Kraft 2p^ um 

X sin q> daselbst durchbiegt. Somit ist 

—-XCOSW 




und nach Gleichung (115), Nr. 57: 

2p^ {2sy P2 s 



X P 



p=p^ cosq>-\-p^ sin q) = EF —r-icos^ q> + 12 —-sm^ yj . 

Die Summe dieser Einzelkräfte p für alle 2n Speichen zusammen muss 
==P sein, also 

P=2JE;i?'— (-^Cös> + 12 ^ :^sm>) , 

falls hier die Summenzeichen auf die Hälfte des Eades, somit auf n auf 
einander folgende Speichen bezogen werden. Ist also cp^ der Werth von 
q> für die der ersten dieser n Speichen benachbarte der anderen Radhälfte, 
so ist mit Rücksicht auf die Gleichungen 



.2 



l-\-cos2q) 



COS' (p=^ 



m = n 

2cos^q)= 2 cos^ 

m = l 



2 



, sin''q) = 

m — ) 

n / 



1 — cos2q> 
2 • 



(9^0 + 



m = n / ^\ 

sin^q)= 2 sin^\q)Q-{-m — ) 

m=: 1 \ ^ / 

n 1 "^^" /_ , 27t\ n 
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weil 2 cos ( 2 cpo "I" ^ — ) ^® algebraische Summe der Projectionen der 
m= i \ n / 

Seitenlängen = 1 eines regulären n-Ecks auf eine Gerade , die mit einer 
der Polygonseiten den Winkel 2 qpQ bildet, und somit = Null ist wie jede 
solche algebraische Projectionssumme der Seiten eines . geschlossenen Poly- 
gons. Obige Gleichung für P geht also über in : 

P=nEF—(l + 12 O und giebt x= ^^ 



nEF 



(•+-&) 



Indem nun die Maximalspannung der Speichen im Querschnitte bei 
A oder bei B, woselbst das Spannungsmoment am grössten, nämlich nach 
Gleichung (115) 

2p. . 2s 1 

ist, den Ausdruck hat: ^ = ^ + -x-i?2^ 



F * 2^'' FP 
oder mit Rücksicht auf obige Ausdrücke von jö^ und p^ : 

a = E — \cosg)-{-6 — sing)U 
ergiebt sich durch Einsetzen des Ausdruckes von x: 

"'^ 7 fi^i^os 9 + ^ -^ sin <p) , 

und es bleibt nur noch übrig, hier für q) den Werth zu setzen, wodu^^'* 

diese Spannung am grössten wird. Setzt man aber 6 — ^= tQ ß j so is* 

, ^ e . coslw — S) 

cos op + 6 — sinq)=i ^^ ^ ^^ 

^ s ^ cosß 



am grössten = - = f/l + ^8/? = ^l + 36 



e^ 



cosß i ^ r f g 



8 



6 

für (jp = ^ , also tg(p = ß — . Das fragliche Maxhnum von a ist alsc^ ' 






1 p|/7+36i^ 



s* 



n F P 

1 + 12^ 



oder mit p = ae^ und mit 2e = Ä= der Speichendicke: 



a« 



s« 



n F , , ^ a^ 
l + 3a~ 
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Dabei ist für einen rechteckigen Querschnitt « = — , für einen elliptischen 

ö 

a = -— , und man findet z. B. 
4 

für — = 0,04: 0,08 0,12 0,16 

mit a = —:Ä;= 1,006 1,022 1,048 1,082 
o 

mit a = — :ifc=l,006 1,023 1,051 1,088 
4 

Diese Anstrengung der Speichen, die sich etwas mehr als doppelt so 
gross ergiebt, wie sie sein würde, wenn die Kraft P sich als Zug- oder 
Druckkraft gleichmässig auf alle 2n Speichen verth eilte, ist natürlich nur 
als eine erste Annäherung zu betrachten. Eine zweite müsste die Defor- 
mation des Radkranzes berücksichtigen, wenn auch die Nabe ohne wesent- 
lichen Fehler als ein starrer Körper nach wie vor gelten kann. Auch 
pflegen die einzelnen Bestandtheile des Rades schon unabhängig von P 
eine von seiner Herstellungsweise abhängende Anfangsspannung zu haben, 
die z. B. für ein Locomotivrad als Wirkung des warm aufgezogenen Rad- 
reifens nach Nr. 32 zu beurtheilen ist. 



n. Combinatlon ron Zug- oder Druck- und SchubelasticitSt. 

128. — Ein Beispiel dieses Falles, der übrigens von weniger all- 
gemeinem Vorkommen als der vorige ist, gewährt das Verhalten der Niete 
zur Verbindung von Blechen, überhaupt von platteu- 
förmigen Körpern unter der Einwirkung von Kräften, 
Welche diese Körper längs einander zu verschieben 
streben. Bei dem gewöhnlichen Verfahren der warmen Nietung, wobei 
<ia8 Niet rothglühend durch die sich entsprechenden Nietlöcher getrieben 
^d aus dem vorstehenden Theile des Schaftes der Schliesskopf durch 
Hämmern gebildet wird, ist es nämlich nicht die auf das Niet wirkende 
Schubkraft allein, die seine Spannung bei der fertigen und beiästeten Con- 
struction bedingt ; zum Theil ist diese Spannung eine durch die Zusammen- 
ziehung des erkaltenden Nietes verursachte Normalspannung nach seiner 
•^xrichtung, die folgendermaassen ausgedrückt werden kann. Es sei 

t die Erwärmung des Nietes , t^ die der Blechtheile rings um das 
Niet hemm, insoweit sie innerhalb der durch die Ränder der beiden Niet- 
Köpfe gehenden Cylinderfläche enthalten sind, beide Temperaturen bezogen 
*^f den Zustand, in welchem das Niet so eben fertig gebildet wurde, und 
gerechnet von der gewöhnlichen Lufttemperatur aus (von der mittleren 
Temperatur des wieder erkalteten Gebildes), 

a der lineare Ausdehnungscoefficient des Nietes, a^ der des Bleches, 

a die Länge des Nietschaftes = der Summe von Blechdicken zwischen 
^«n Nietköpfen nach der Erkaltung, 

B in diesem Zustande (nach der Erkaltung) die specifische Dehnung 
des NieteSy e^ die specifische Zusammendrückung des Bleches. 
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Dann hi die Gleichung, welche ausdrückt, dass auch im warmen Zustande 
unmittelbar nacli der Herstellung des Schliesskopfes die Lange des l^kür 
ficIiaftc'S und die Blechdicke zwischen den Nietköpfen einander gleich waren: 

rt(l + «<-«) = «(! +«,<,+«,) 

und folgt daraus : €-|-€j=z=cr^ — ^^* 

Ist femer £ der Elasticitätsmodul , F der Querschnitt des Nietschaftes, 
iir*! der Elasticitätsmodul des Bleches und F^ der Querschnitt des Hohl- 
cylinders zwischen der Oberfläche des Nietschaftes und der durch die 
liänder der Nietköpfe gehenden Cylinderfläche , so ist die Gleichung, 
welche ausdriickt, dass die Spannung im Querschnitte F des Nietschaftes 
der Pressung des Bleches im Querschnitte F^ gleich ist: 

EFe = E^F^e^ oder— = ^^. 

€i EF 

Streng genommen findet freilich diese Gleichheit nicht statt ^ ist vielmehr 
die Spannung EFe = der Pressung EiF^e^ plus einer gewissen nach 
der Nietaxe gerichteten Schubspannung in jener durch die Ränder der 
Nietköpfe gehenden Cjlinderfläche, wodurch die Pressung auch auf einen 
ausserhalb dieser Cy linderfläche liegenden Theil der Blechmasse übertragen 
wird, ein Umstand, der indessen dadurch berücksichtigt werden mag, dass 
Fl nach Schätzung etwas grösser, als der obigen Definition entsprechend, 

angenommen wird. Aus den Gleichungen für e-^-e^ und — folgt mm: 

'= EF-fE,F^ ^"*~"^*'^ • ' ' ^^^^^' 

Dadurch ist auch a = Ee = der axialen specifischen Normalspannnng 
des Nietschaftes bestimmt. Was seine Schubspannung betriffl;, so ist Tor 
Allem zu berücksichtigen , dass dieselbe nicht durch die ganze Kraft P 
verursacht wird, die das eine gegen das andere Blech zu verschieben strebt, 
dass vielmehr ein Theil dieser Kraft durch die Reibung aufgehoben wird, 
die zwisclien den Blechen , dem Drucke EiF-^e^ = EFe = Fa ent- 
sprechend, stattfindet. Ist also fi der betreffende Reibungscoefficient , so 
ist nacli Gleichung (206), Nr. 84, die grösste Schubspannung im kreis- 
förmigen Nietquerschnitte : 



4 F'-fxFö 4 /P \ ,„^,, 



und somit nach Gleichung (68) , Nr. 24 , der aus a und t resultirende 
grösste Absolutwerth des Productes einer Dehnung und des Elasticitäts- 
modul : 

, m—1 , m-\- 11/ ^ , 64/P V f^^^\ 

2m ^ 2m ^ ^ 9 VF '^ / 
worin der etwas schwankende Werth des Coefficienten m im Durchschnitt 

= --, also 

—. = 0,35 und — -! — =0,65 

2m 2m 
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gesetKt werden kami. Natürlich setzen die Gleichungen (334J und (335) 
■Torana, dass P'^fiFa ist, widrigenfalla t=0 und k = a wäre. Auch 
-Getzen sie voraus , dass das Niet nur in einem Querschnitte auf Ab- 
echeerung in Anspruch genommen wird ; vortheilte sich die Schubkraft J* 
■unter zwei Querschuitto desselhen Nietbolzena, wie bei einer doppelten 
£and Vernietung (stumpf an den Rändern zusammengostoesene Bleche mit 
|ixwei die ätossfuge von beiden Seiten überdeckenden Blechbändem) , so 
,1 
wäre — P für P zu setzen. 

Was die Normalspannung a =^ Ee betriftl , so iat sie freilich aus 
Gleichung (333) nicht mit einiger Zuverlässigkeit zu berechnen wegen 
der Unsicherheit der für F^ , t und t^ anzunehmenden Worthe ; zu einer 
mehr zutreffenden BeartheÜung dieser Spannung tünneu nur Versuche 
dienen. Bei solchen , die in England bei Gelegenheit des Baues der 
Britannia'BrUcke, und bei anderen, die später in Frankreich angestellt 
wurden , hatte man nach Art der doppelten Bandvemietung zwei Bloch- 
streifen mittels zweier die Stossfuge von beiden Seiten überdeckender Stoss- 
platten durch zwei Niete so zusammengenietet , dass die Nietbolzen in den 
gestossenen Blechplatten Spielraum hatten , und fand dann die Zugkraft, 
die das Gleiten der letzteren zwischen den sie einklemmenden Stossplatten 
'bewirkte, = lOÜO bis 1400 Kgr. pro Quadratccntimetcr des Nietquer- 
Schnittes , im Mittel also ^u ff = 600 Kgr. pro Quadratcentim. mit Rück- 
sicht darauf, dass hier die Reibung in zwei Flächen stattfand. Hit ft = 0,4 
■iTürdc daraus ff:=:1500 Kgr. folgen, und aofem diese schon an und fflr 
'Bich ungewöhnlich grosse Spannung eine weitere Stoigening gemäss 
iGleichung (335) nicht gestattet, müsste 

P P 

-=-<;Uff oder F> - WfTn Quadratcentim. 

. Soljit man in Gleichung (333) 



1 folgt 



= Ee = 






und mit £=2000000, « = 0,000012 für Schmiedeiseu : 

woraus mit o^lSOO folgen würde: t — ^^100" Tempeniturdia'erenz 
des Nietbülzcns und der ihn umgebenden Blechtheile unmittelbar nach 
Herstellung des Scliliesskopfes. — 

Bei der Unsicherlieit der Annahmen, von denen nach vorstehenden 
lAuseinaudersetziingen die Üieoretische Untersucliung der Anstrengung eines 
.Nietbolzens ausgeben niuss , ist es vorzuziehen, die Widerstandsfähigkeit 
einer Nietverbindung auf Gi'und von Versuchen zu beurthcüen, bei denen 
die Belastung bis zum Bruche gesteigert wird. Solche Versuche , wie sie 
u. A. besonders von W. Fairbairn augestellt wurden , haben ergeben, 
dass , damit dyr Bruch einer einfachen Nietung mit gleicher Walu^cheinlicb- 
keit durch die Absaheorung der Niete wie durch Abs S.c\aawi 4^ "SiViääs, 
iierheigeführt werde, die Niete zusammen uugefalvv ätnacWiftti Q>\'ätft'JöJ»S\. 
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haben müssen wie das zwischen den Nietlöchem übrig gebliebene Blech. 
Bei der Berechnung und Anordnung einer Vernietung kann hiemach so 
verfahren werden , als ob die ganze auf relative Verschiebung der ve^ 
nieteten Bleche hinwirkende Kraft eine in den Nietquerschnitten gleich- 
förmig vertheilte Schubspannung hervorriefe, die in Folge entsprechender 
Wahl der Verhältnisse = der im Bleche selbst hervorgerufenen grössten 
Normalspannung sein soll. Diese dadurch allein noch nicht bestimmte 
Wahl der verhältnissmässigen Werthe von Blechdieke, Durchmesser der 
Nietbolzen und Entfernung der Nietlöcher von einander ist ausserdem von 
der Rücksicht auf möglichst geringe Schwächung des Bleches abhängig za 
machen sowie auf den Druck zwischen den Nietbolzen und ihren halb- 
cylindrischen Stützflächen in den Nietlöchem, welcher Druck eine gewisse 
crfahrungsmässig höchstens zulässige Grenze nicht überschreiten darf, wie 
es, angezeigt durch aufgeworfene Ränder an den Nietlöchem, der Fall 
sein kann, auch ohne dass die übrigen Theile der Vernietung schon bis 
zum Maximum iturer zulässigen Spannung angestrengt sind. 



in. Combination ron Zug- oder Druck- und Dreliungs- 

elasticitSt. 

129. — Ist P die nach der Axrichtung eines aus isotropem Materiale 
bestehenden geraden Stabes ziehend oder drückend wirkende äussere Kraft) 
M. das auf Verdrehung um die Axe wirkende Kraftmoment, so verursacht 
P eine gleichförmig in jedem Querschnitte vertheilte Spannung er, M aber 
eine Schubspannung t, die in einem gewissen Punkte des Umfanges am 
grössten ist, und in diesem letzteren Punkte jedes Querschnittes findet 
deshalb auch der nach Gleichung (58) zu berechnende grösste Absolut- 
werth h von Ee statt. 

Ist insbesondere der Querschnitt ein 'Kreis mit dem Radius /'• 
so ist: 

P 2Jf 

a = — 5 , max t = — = nach Gleichung (230), 

130. — Wenn z.B. durch eine Pressschraube, deren äusserer, 

mittlerer und innerer Gewindehalbmesser beziehungsweise = r^, r und r^ 

sei, der Druck P ausgeübt werden soll, und M das Kraftmoment ist, nai 

welchem zu dem Ende die Schraube gedreht werden muss, so ist naclJ 

Gleichung (336), worin für r der Halbmesser r^ des Schraubenkemes z^ 

10 
setzen ist , mit m = — : 

Von dem Moment M wird ein Theil durch die Reibung zwischen 
äer Schraube und der Pressplatte, überhaupt dem von der Schraube ao 
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-em Ende gepressten und an der Drehung nicht Theil nehmenden Körper 
Crleichgewichte gehalten, so dass, wenn diese Reibung in einer Kreis- 
che vom Radius r^ entsprechend dem Reibungscoefficienten ii* stattfindet, 
r das Gleichgewicht mit dem Drucke P und der Reibung im Mutter- 
winde das Krafhnoment 

»rig bleibt, dessen auf den mittleren Halbmesser r reducirte Kraft P* 
i Voraussetzung einer Schraube mit flachem Gewinde (rechteckigem 
evrindequerschnitte) nach den Gesetzen der schiefen Ebene bestimmt ist 
irch die Gleichung: 

P' cosa = Psin a + jti (P' sin a'\- Pcosa), 

iter fx den CofQcienten der Reibung im Muttergewinde und unter a den 
ittleren Steigungswinkel, d. h. den Winkel verstanden, unter welchem 
e Durchschnittslinie der Schraubenfläche mit der coaxialen Cylinderfläche 
im Radius r gegen eine zur Schraubenaze senkrechte Ebene geneigt ist. 
[ieraus folgt mit (iz=itgqi 

P' _ sina + ii€Osa _ tga + tgq _...s 
P eosa — iisina 1 — tgatgq ^ "* ^/> 

Iso das in Gleichung (337) vorkommende Verhältniss 

p;:= p- + Y^'7- = ^i/(«4-p) + yM'-7- . (338). 

Hat insbesondere die Schraube ein einfaches Gewinde qua- 
Iratischen Querschnittes, so ist die Steigung = 2 (r^ — r^) und 

^ Ttr 

^ird dann beispielsweise angenommen: 

/x = (i' = 0,l und ^2:^:^1=6 : 7 : 8, 

M 
äo findet man: a==b^l2', ^=5^43', -^- = 0,250 

k= «(o,35 + 0,65 Kl + ^W 1,35 ^. 

fet Je gegeben, so ist der nöthige äussere Durchmesser d^ der Schraube: 

IT. Combination ron Biegnngs- und ScIinbelastlcitSt. 

131. — Fär irgend einen Querschnitt des Stabes sei M das auf 
Biegung wirkende Krafhnoment, R die Schubkraft; die Ebene von M 
heule den Querschnitt in zwei symmetrische Hälften, und der Schnitt 



[ 
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1 lt. 



(die Symiiietrieftxe) »ei die RichtuDgslin 
dann senkrecht zu dieaem Sctinitte , und 

J dm Trägheitsmoment dea Querschnittes in Bezug aul' die '. 

y die Breite im Abstünde s von der letzteren, 

(fi den Neigungswinkel der Tangenten des QuerscImittHumfanges in 
den Endpunkten der Breitenlinio y gegen die ßichtungslinie von M, 

e den Maximalwerth von s, 

iiF=ydg einen der Bicgungaaxe parallelen Flüclienstreifen 
bedeutet, so ist in allen Punkten der Breitenlinie y die NonnabptumuDg; 

Ms 
a = — Y' n8.ch Gleichung (81), 






mA die Schubgpannung in ihren Endpunkten 

je 



gross teil 
JzdF vs-ch Gleichung (201) 



, nämlich; 



Jycosi 

ist, in denselben Punkten tblgücli nach Gleieliung (58) das Product von 
Elosticitätsmodiil und grösster Dehnung bei Voraussetzung isotroper Be- 
schofieulieit des Stabes : 






-1 



m+1 



' ' \Mycostp; / / 



\AIycosfi 

Der dem Maximum dieses Ausdruckes entsprechende Wertli von S ift 
von der Querschnittsform und von der Beziehimg zwiaclien M, B und Jtf 
die Grösse des Querschnittes hei gegeb« 
desselben abhängig. 



1 bestimmenden Dimension 



132. — Der Querschnitt sei z. B. ein Rechteck ^ bc, Ji>- 
Schubkraft It parallel den Seiten c, das Biegungsmoment M=Ra. In 
dem Ausdrucke (339) ist dann zu setzen ; 

,j=b, .=-, j=— , «,,,,=1, ßdii-=-^[-—,') 



+^>/-+-:-5('-«^')'-). 



nnd ergiebt sieb filr die Entfernung ^ a 

z. B. mit »1 = 4: 

Die Art und Weise , wie sich /"(et) mit a ändert und wie dieaei 
Aeuderuogsgesetz durch den "Werth des VerhäUnisses — bedingt 
mac-lit die folgende tabelkrische Zusammenstellung anschaulich. 



i 
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a 1 


a 1 


a 1 


a 5 


a 3 


ä 1 
















a 


c 16 


<; 8 


c 4 


c 16 


c 8 


c 2 




/"(«) 


m 


/"(«) 


/"(«) 


ficc) 


ficc) 


) 


40 


20 


10 


8 


6,667 


5 


),l 


39,903 


20,106 


10,213 


8,236 


6,919 


5,275 


5,2 




19,813 


10,252 


8,345 


7,078 


5,503 


),3 


er 

9 




10,123 


8,333 


7,149 


5,691 


3,4 


g |: 


ISri* 


9,835 


8,211 


7,146 


5,852 


0,5 


I'ä 


2^ G- 

55- g S- 


9,406 


8 


7,090 


6,007 


0,6 






8,868 


7,734 


7,016 


6,186 


0,7 


i* !> 


8,285 


7,476 


6,979 


6,430 


0,8 


? 




7,781 


7,329 


7,065 


6,786 


0,9 




8,590 


7,585 


7,450 


7,375 


7,299 


1 


8 


8 


8 


8 


8 


8 



Hiemach ist für — = -^: f{0)=f{0jh)=f{l) = 8, und liegt 

c 16 

fischen f(0) und f{0,b) ein Maximum, zwischen f(0,b) und f(l) ein 

inimum von f{a). 

Für grössere Werthe von — bleiben zwar das Maximum und das 



• * 



inimum zunächst noch bestehen^ allein sehr bald, z. B. schon für 

3 
-Ä— wird das Maximum kleiner, als der unveränderliche Grenzwerth 

1)=8. Wird — noch grösser, so findet, z. B. schon fär — = — , 

C C ' a 

Ständige Zunahme statt von f(0) bis /*(1). 

Wird — '^T^y ®^ ^""^ zunächst das Maximum verhältnissmässig 
eniger von f{0), das Minimum verhältnissmässig weniger von f(i) ver- 

hieden ; alsbald bei weiterer Abnahme von — fallt zunächst das Minimum 

c 

rt, z. B. schon fiir — = — , später auch das Maximum, z, B. schon 

c 8 

r — = — , bei welchem wie bei jedem noch kleineren Verhältnisse -^ 
C 16 ♦ c 

ae beständige Abnahme von f(0) bis f(l) stattfindet. 

Uebrigens ist das etwa noch vorhandene Maximum von f(a) für 

'> — Stets nur so wenig > /"(l) und für — < 7^ stets nur so wenig 

f(0) , dass es mit meistens unerheblichem Fehler dort = f(l) , hier 
' f{^) gesetzt werden kann. Das hier für m = 4 gefundene Grenz- 
et 5 
rhältniss — = — - ist allgemeiner dasjenige, welchem, wenn 
c 16 
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/•(a) = (in-l)a4-(«+l)K°*+T'&^^~"*>* 
gesetzt wird, /"(O) =/'(!), also — ^- = 2m entspricht , d. L 



c 4in 

Im Falle — = -— -> — ^^^— ist also max f(a) = f(i). 
c Rc 4in ^ '^ ' V /' 

im Falle — = ^<--^ „ „ max f(a) = f(0) 

a 
zu setzen (genau oder näherungsweise ^ jenachdem — mehr oder weniger 

c 

^ — — — ist), oder die Anstrengung des Materials in dem betreflfendeu 

Querschnitte dort nur mit Rücksicht auf Biegungselasticität , hier nur mit 
Rücksicht auf Schubelasticität zu beurtheilen. 

133. — Das Gewinde einer flachgängigen Schraube, 
die nach der Richtung ihrer Axe den Druck P auszuüben hat, kann, 
soweit es in der Mutter enthalten und deshalb durch die Kraft P belastet 
ist, näherungsweise als ein prismatischer Körper von rechteckigem Qae^ 
schnitte = hc betrachtet werden , dessen Dimension b die anderen bedeutend 
übertrifil , indem nämlich h = dem Umfange des Schraubenkemes muMpU- 
cirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungen , c = der 
Dicke des Gewindes zu setzen , die Länge aber = der Gewindetiefe t 
= rj — r^ ist , unter r^ den äusseren , r^ den inneren Gewindehalbmesser 
verstanden. 

Wenn das Gewinde ohne allen Spielraum in das entsprechende 
Muttergewinde passt , so ist eine Biegung unmöglich , die Anstrengung 
folglich nach der in der Anhaftungsfläche am Schraubenkeme hervor- 
gerufenen grössten Schubspannung zu beurtheilen, die nach Gleichung (205): 

3 P 

^^^ = '2"bc ^^^^^ 

ist. Wenn aber Spielraum vorhanden ist, der nur sehr klein zu sein 
braucht, um eine mit erheblicher Mehranstrengung verbundene Bi^nng 
zuzulassen , so entspricht dieser letzteren , falls der Druck P als gleich- 
förmig auf dem Gewinde vertheilt oder in der mittleren Schraubenlinie 
concentrirt angenommen wird, die grösste Normalspannung: 

2 2 3Pt 
»««^<^ = -T7ä— = t:^ .... (342) 



9 



6c* bc 

12 

gleichfalls in dem Querschnitte, mit welchem das Grewinde am Schranbeit- 
Verae haftet. Indem aber hier die in voriger Nummer mit a bezeidmete 
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AiUb / > (^ ist , — ^ — — ;> — , gewiss 

□s in diesem Falle das Gewinde auf blosse 

Biegung bereclmet, d. 1i. die Anstrengung nach jenem Mtutimalwerthe von 
V beurtheilt werden, der insbesondere bei quadratischem Gewindequerschnitte 
(< = c) doppelt so gross wie inax.T ist. 

iBt h die Höhe der Schraubenmutter , so kann man auch setzen : 

bei quadratischem Querschnitte und etwas Spielraum des Gewindes 
In der Matter; 

8P 
aa:a = j- . 

Fttr die in Nr, 130 betraclitete Fressschraube würde diese Afaximal- 
■pannung im Gewinde dem dort bestimmten Maximalwerthe von Ee : 
F 

I rerj* 

h 3 

im Schraubenkeme gleicli sein , wenn — ^= oder das Verliältniss der 

»■j 1,35 
Motterlifilie num äusseren Schraubendurchmesser : 

7t _ 1 T-g A _ 3 fe _ 9 _ 5 
(ii ~ 2 r, »"a ~ 8 r^ ~ 10,8 ~ G 
wäre. — Dieselben Fonneln (341) und (3i2) gelten für das Mutter- 
gewinde , wenn darin 

bc ^ TtTi k 

, gesetzt wird. Die Mutter läuft also geringere Gefalir einer übermässigen 
Anstrengung , sofern niclit etwa die Widerstands fälügkeit des Materials, 
woraus sie besteht , in bedeutenderem Maassc , als im Verhältnisse des 
inneren zum äusseren Gewinde durch mess er kleiner, als die des Materials 
der Schraube ist. 

134. — Aus der in Nr. 132 für einen rechteckigen Querschnitt 
ftngestelltcn und in ähnlicher Weise auch iUr andere QuerBclinitts formen. 
Rusfülirbaren Untersuchung ist zu schliessen , dass (iberhaupt in solchen 
Fällen, in denen die Breite des Querschnittes nirgend 
grösser, als in der Biegungsaxe, und derselbe nur von 
, solcher Form ist, dass die grösste Schubspannung iu 
der Biegungsaxe stattfindet, die Anstrengung iu ihm ohne 
wesentlichen Fehler nur mit Rücltsicbt auf die Normalspannungen öder 
nur mit Rücksicht auf die Schubspannungeu zu beurtheilen sein wbd, 
Jenachdem 

Es für = e^Ee für 3 = 
, folglich, mit Bücksicht auf den allgemeinen Ausdruck (339) von Ee, 



ik. 



i 



JgdF Ode 






ist, unter i/g die Breite ia der Biegungsaxo und unter tp^ den ent- 
aprechendeo Wertli von <p für s=0 verstanden. 

"Wenn sieh aber der Querschnitt mit wachsender 
Entfernung ä von d er Biegnn gsase verbreitert, so Itann c« 
der Fall sein , daos einem gewissen zwiacLeu und e liegenden Wertlie 
von 3 ein solcher Maximai wertli von Es entspriclit, der wesentlich grösser 
ist als Ee fiir e^e und für 0:^0 , indem dann, an einer solchen Stelle 
die Normalspannung eine erhebliche Grösse haben kann, oline dnss die 
viel kleiner als in der Biegimgsaxe wäre. 



Tfö 



135. 



■ Von der zuletzt 
a Quersch: 
D i s e n , nacli 



tzt erwähnten Art sind z. E. die doppelt- 
tte prismatischer Träger von gc- 
•"ig. 35 (Nr. 84) bestimmt durch die Dimen- 
sionen u, b, d, e, und zwar ist es liier namentlich zu erwarten, d^s liir 
3^/'=e- — d, d. i. an einer Stelle, wo die Schubspannung nur wenig 
kleiner als ihr Maximalwerth für s^O , die Normalspannung nur wenig 
kleiner als ihr Maximalwerth für s = e ist, die entsprechende grössto Deh- 
nung e erheblich grösser werden kann, als an jenen beiden Stellen 
{s=^0 und s^ze), um so mehr, je weniger sie an diesen letzteren Stellen 
verschieden gross ist und je kleiner die Dimensionen o, li im Vergleiüli 
mit den Dimensionen 1} , e sind. Haben dann ferner in dem- 
selbon Querschnitte dieSchubkrafti^ und dasBiegungs- 
momentiffihre grösatenWertho, so ist der S = f entsprechende 
gröaate Werth von e in diesem Quersehnitte zugleich der grösste im gamwn 
Körper, also maassgebend für die Beurtheilung seiner Anstrengung. DiM 
ist z.B. der Fall, wenn der Träger, dessenLänge^2? sei, 
bei gleichförmiger Belastung mit p pro Längeneinheit 
aa beiden Enden eingeklemmt ist; E und M sind dann in <hi' 
£^dqnerachnitten am grössten, und zwar nach Gleichung (116): 

R=pl und M= - =\- 

Damit und mit m^=3 sowie den Bezeichnungen: 

IIa =/zdF und Hi^fsdF 
folgt aus Gleichung (.339) 



Ja 



fiirß = 0: Ee = ka= — i>lj 



lue 3= 



Et^^l 



.!•'' 
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2 
und ißt darin: Jz= — [be^'-{b — a)/^] 



(344). 



Ans den Ausdrücken (343) ergiebt sich, dass in den Endquerschnitten 
des Trägers 



'-© 



2 



1 o rr 

h>K ist? ^enn l> -^ . ^"^ (345), 

und Äi>Ä?, wenn ?< ^ — . (346) 

ae ^ /. ^ . 



^''(-^■f-Ö 



ist, also Jci zugleich > Jcq und > Je j wenn l zwischen diesen beiden Grenz- 
werthen enthalten ist* 

Unter den Trägerprofilen der Burbacher Hütte befindet sich z. B. 
ein solches mit den Dimensionen : 

a = 9, 6=100, c?=ll, e=100 Millhn. 

Damit ergiebt sich : 

7=23898547, So = 139595, JBi= 103950 

nnd h>'kQ für Z>368 Millim., 

\>'k für i<1223 Millim. 

Läge { ^wischen diesen Grenzen, so würde die Annahme, dass der grössere 
der beiden* Werthe Tcq und h das absolute Maximum von Ee ist, voraus- 
sichtlich dann am meisten fehlerhaft sein, 

wenn JcQ=ky d, h. wenn 1 = . . • (347) 

Wäre, bei vorliegendem Beispiele für i=620 Millimeter. In diesem Falle 
ist allgemein 

^ = 1,249 , in der That also wesentlich grösser als 1 und als das 
Analoge Verhältniss bei rechteckigen Querschnitten, das nach Nr. 132 den 
«»gefahren Werth 

nuzx(Ee) _ 8,S4.b _^ 

k, = Jc — 8~-^'^^^ 

"^ Meistens wird freilich die halbe Trägerlänge l grösser, als der durch 
(346) bestimmte Grenzwerth sein, und ist dann die = e entsprechende 
ff^t» Normalspannung k zugleich das maassgebende Maximum von £€« 

OrMhof, BUwtieitit and Festigkeit W 
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136. — Wenn die Belastung des prismatischen Trä- 
gers von dopp elt- Tförmigem Querschnitte an einer ge- 
wissen Stelle C in den Entfernungen AC=ly JLiC=li von 
den Enden A^ A^ concentrirt, JK.li und der Träger an 
beiden Enden eingeklemmt oder an beiden gestützt ist, 
so ist R am grössten und zwar gleich gross in allen Querschnitten der 
Strecke ACy M aber im Falle der Einklemmung im Querschnitte A, im 
Falle der Stützung im Querschnitte C am grössten, und zwar ist das Yei- 
hältniss dieser Maximalwerthe von M und 22 

Kl + lt) 
im ersten Falle = ^^,T /^ nach Gleichung (109) und (110), 

im zweiten Falle = {. 

In demselben Querschnitte, also bei ^ im Falle- der Einklemmimg, 
bei C im Falle der Stützung des Trägers an seinen Enden, ist somit auch 
die Anstrengung desselben am grössten, und zwar im Abstände 

= Oy z=f oder s! = e 

von der Biegungsaxe, jenachdem — analog den Bedingungen (845) und 

M l 
(346) in voriger Nummer, wo aber -^' = "5" '^^ — ^^^ Werth von 

K 3 

'', . /^ im ersten, l un zweiten Falle 
3? + /i 

unter, zwischen oder über den Grenzwerthen : 






af 

1 + 



J/-'(|)" "^3(3-4-5) 



liegt. Im Bruchquerschnitte (A resp. C) ist i^ = i , wenn analog 
Gleichung (847) 

im ersten Falle ^, , , , im zweiten i = — — - 

3? + ^! 3a€ 

h 
ist. Das Verhältniss ^ ist aber in beiden Fällen das durch Glei- 

A/Q — — K 

chung (348) bestimmte , insbesondere also auch hier = 1,249 für das in 
voriger Nummer als Beispiel betrachtete Trägerprofil. 

137. — Für die Folgerungen in den zwei vorigen Nummern war 
es wesentlich, dass unter den dort vorausgesetzten Umständen die Maxima 
der Schubkraft R und des Biegungsmoments M in demselben Quersehnitte 
stattfanden. Wenn aber, was der gewöhnliclie oder wenigstens för die 
Anordnung meistens vorausgesetzte Fall ist, de rprisma tische Träger 
von der Länge 21 bei gleichförmiger Belastung p pro 
Längeneinheit an beiden Enden auf Stützen liegt, so i^ 
für einen Querschnitt in der Entfernung x=^l von .der Mitte: 

R=px=:pl^y 
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M=pl{l — x) — ^^ 2 ""^~2 =2^^^^' 

max It=pl für ^=1, d, L in den Endquerschnitten, 

pP 
maxM=^^ für ^=0, d. i. im mittleren Querschnitte. 

Mag nun auch in solchem Falle bei gewissen Stablängen und in gewissen 
Querschnitten derjenige Werth von JEe der grösste sein, der in einem ge- 
wissen zwischen und e liegenden Abstände von der Biegungsaxe 
stattfindet, so ist doph im ganzen Träger für jeden bestimmten Abstand 
die Dehnung 6 entweder im mittleren Querschnitte oder in den End- 
querschnitten am grössten, und zwar bei jeder Querschnittsform, so dass 
dann die grösste Anstrengung immer entweder (bei grösseren Stablängen) 
die den Normalspannungen im mittleren oder (bei kleineren Stablängen) 
die den Schubspannungen in einem Endquerschnitte entsprechende ist, nach 
Nr. 134 nämlich jene oder diese, jenachdem 



e 



- , . fgdF 

2 ^ m eyo cos g>o 

iBty falls der Querschnitt eine solche Form hat, dass seine Schubspannung 
in der Biegungsaxe am grössten ist. In der That ergiebt sich aus 
Gleichung (339) mit 

e 

m=:3, E=/gdF 

z 

und obigen Ausdrücken von R und Jf : 

mit /•(^) = l_^2+2Kl — 2w^2 + §* 

und n=l ^l^ 1 . 

2 Myzcosq)/ 

Bei gegebenem Werthe von Zy also gegebenen Werthen von y, 9), -ff 
entspricht nun das Maximum von f(J^) und somit von 6 der Gleichung: 

d^ J^l_2n|«+|* 

also 1=0 oderj/l — 2w|« + |*=2|2_2w, 

vorausgesetzt , dass der aus dieser letzteren Gleichung folgende Werth 
von §*f nämlich 



?* = « + 



V- 



— n^ 



3 

zwischen und 1 enthalten ist. Für ^ = ist aber /*($) wirklich ein 

14» 
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Maximum (für den anderen Werth von ^ also , falls er < 1 ist , ein 
Minimum); wenn der ^ = entsprechende zweite Differentialquotient 

^^ = -2 + 2(-2n)<0, d. i. »> — Y 
ist. Wäre dagegen w< —f also /*(0) ein Minimum^ so wäre 

„»>^ 1 . 1/1 — n* 1 , l/l — n« „ 

es würde also ein Maximum zwischen und 1 gar nicht geben^ yielniehr 
/•(l) vom Minimum 

/•(0) = 3 bU /■(1) = 2K'2(1— ») 

3' 

stetig wachsen, welch' letzterer Grenzwerth wegen 1 — ^>"^ jedenfalls 

> 2}/ 3 =3,464 wäre. 

Insbesondere bei doppelt- TförmigemQuerschnitte (Fig. 35) 
ist der Träger mit Bezug auf den Spannungszustand seines mittleren Quer- 
schnittes auf Biegungselasticität oder seiner Endquerschnitte auf Schub- 
elasticität zu berechnen, jenachdem nach Gleichung (349) 

l^^ (350), 

jenachdem z. B. bei dem in den vorigen Nummern betrachteten speciellen 
Profil l grösser oder kleiner als 413 Millimeter ist. 

138. — Man könnte sich die Aufgabe stellen, die Querschnittsform 
eines Trägers so zu bestimmen, dass die grösste Dehnung ein 
allen Entfernungen von der Biegungsaxe gleich gross 
wird. Sollte freilich diese Forderung für alle Querschnitte erfüllt werden 
so, dass die für jeden einzelnen constante grösste Dehnung auch für alle 
gleich gross ist, so würde sich eine Körperform ergeben, die nur durch 
Guss nach einem Modell realisirt werden könnte, dessen Kosten aber die 
dadurch erreichbare Materialerspamiss mehr als aufwiegen würden, falls 
es sich nicht etwa um die Herstellung sehr vieler unter gleichen Um- 
ständen zu benutzender Träger handelte. 

Bei prismatischen, durch den Walzprocess herstellbaren Trägem, also 
bei constantem Querschnitte könnte man sich darauf beschränken, die Form 
des letzteren so zu bestimmen, dass wenigstens im Bruchquer- 
schnitte, wo die Schubkraft JJ und das Biegungsmoment 
M am grössten sind, die grösste Dehnung unabhängig 
von ;8? und somit möglichst klein wird, wenn nicht dadurch 
diese Querschnittsform, um der Forderung zu genügen, an eine bestimmte 
Länge, Unterstützungs- und Belastungsweise des betreffenden Trägers ge- 
bunden sein würde , während im Gegentheil die Hüttenwerke darauf be- 
dacht sein müssen , die Mannigfaltigkeit ihrer passend gewählten Profile 
möglichst beschränken zu können, dieselben also so zu wählen, dass die 
betreffenden Träger unter möglichst verschiedenen Umständen mit Yortheil 
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verwendbar sind. Dazu kommt ^ dass in dem gewöhnlichen Falle eines 
beiderseits auf Stützen liegenden und gleichförmig belasteten Trägers die 
Forderung gar nicht erfüllbar ist, weil dann im mittleren Bruch querschnitte 
nur Normalspannungen, in den Bruchquerschnitten an den Enden nur 
Schubspannungen stattfinden, dort also behufs vortheilhaftester Material- 
vertheilung die Breite y nach der Mitte hin bis Null abnehmen, hier da- 
gegen umgekehrt nach der Mitte hin wachsen müsste. 

Immerhin würde es thunlich und zu möglichst mannigfacher vortheil- 
hafter Verwendbarkeit der betreffenden Träger zweckmässig sein, die^üb- 
lichen doppelt- Tförmigen Querschnittsprofile so abzu- 
ändern, dass die Dicke des Steges von der Mitte nach 
aussen hin wächst: von a für ^ = bis zu einer gewissen Grösse 
a^ für z = f (mit den in den vorigen Nummern gebrauchten Bezeich- 
nungen), und könnten dabei unbeschadet der nach den üblichen Abstufungen 
zu wählenden Dimensionen 6, d, e die Dimensionen a und a^ etwa so 
gewählt werden , dass , wenn der nach dem betreffenden Profil gewalzte 
Träger bei kleinster dafür in Aussicht genommener Länge beiderseits auf 
Stützen liegend gleichförmig belastet ist , die Anstrengung im mittleren 
Querschnitte für ^ = e derjenigen in den Endquerschnitten für ;8f==0 gleich 
ist , dass aber , wenn er unter übrigens gleichen Umständen eine in der 
Mitte concentrirte Last trägt, daselbst in den Abständen 2-=e und ^ = f 
von der Biegungsaxe die Anstrengungen (grössten Dehnungen e) gleich 
gross werden. Das Gesetz, nach welchem die Stegdicke y von a bis a^ 
zunimmt, könnte dabei willkürlich mit Rücksicht auf die Erleichterung der 
Rechnung und die praktische Ausführung der Walzen z. B. so angenommen 
werden , dass der Querschnitt des Steges von zwei gleichen Parabeln be- 
grenzt wird, deren Hauptaxen in der Biegungsaxe liegen, entsprechend der 
Gleichung : 

y — a ^^ 

»1 — a P ' 

Eine weitere Ausfülirung dieser Andeutungen würde nur mit spe- 
cieller Rücksichtnahme auf die Technik des Walzprocesses von Nutzen 
sein. Bei zusammengesetzten Trägern wird die wünschenswerthe Quer- 
schnittsform einigermaassen schon durch die Winkelcisen vermittelt, die 
den Steg mit den Gurtungen verbinden. 

139. — Schliesslich ist zu bemerken, dass auch dieErümmung 
der Mitte 11 inie eines ursprünglich geraden stabförmigen 
Körpers ausser durch die Biegungsmomente Jf zugleich 
durch die Schubkräfte R bedingt wird. Wird die gekrümmte 
Mittellinie (die elastische Linie) auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem 
der Xi Z bezogen, so dass die a;-Axe in der ursprünglich geraden Stab- 
axe liegt und die ^-Axe im Sinne der gegebenen belastenden Kräfte positiv 
ist, und dann für eine Stelle in der Entfernung x vom Anfangspunkte der 
Coordinaten die resultirende Ordinate 

gesetzt, unter d den durch die Biegung, unter d* den durch die Schiebe 
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verarsachten Bestandtheil verstanden^ so kann d nach den Regeln der 
Biegungselasticität bestimmt werden, während 

X X 

S^ = I yydx = YT l'^yäx 



zu setzen ist, unter yy (= y^z) und Ty (= r„) die nach der jer-Axe gerich- 
tete (gemäss Nr. 11 resp. Nr. 1 positive oder n^ative) Schiebung und 
Schubspannung im Schwerpunkte eines Querschnittes verstanden. Darin 
ist, wenn X die (gemäss Nr. 47 positive oder negative) Schubkraft eines 
Querschnittes , y^ die Breite desselben in der Biegungsaxe bedeutet und 
Hq die in Nr. 135 festgesetzte Bedeutung hat, nach Gleichung (200): 

Insbesondere fiir einen prismatischen Stab sind J ^ y^ und E^ 
unabhängig von Xj ist also 



X 



d' = yr^fxdx (351), 

während d stets auf den Ausdruck: 



— IXdz X 

ö = n—j^j-x^ = n^JXdx 



gebracht werden kann, wenn mit n ein Coefficient bezeichnet wird, der 
von der Stützungs- und Belastungswcise des Stabes und von dem Ver- 
hältnisse des Abstandes x zur ganzen Stablänge abhängt. Somit ist 

& ^1 E Hq 

d n G x^yQ 
und folgt daraus, da Hq eine cubische Function der Querschnittsdimen- 

sionen ist, dass, wenn letztere klein im Vergleich mit x sind, — r- im AU- 

o 

gemeinen eine kleine Grösse zweiter Ordnung, und somit meistens d' gegen 
d zu vernachlässigen sein wird, falls nicht etwa (wie z. B. bei Ein- 
klemmung des Stabes) n ein sehr kleiner Bruch oder (wie z. B. bei 
doppelt- Tfbrmigen Querschnitten) y^ sehr klein ist. — 

Wenn z. B. ein prismatischer Stab von der Länge 21 an den 
Enden gestützt und in der Mitte durch die Kraft 2P be- 
lastet ist, so ist daselbst, nämlich in der Mitte des Stabes: 

P P 



EJ 3 

und nach Gleichung (351): 



1 



S*— ^0 fpdx — —l^ 







j 
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also mit | = |:J^=8^ .... (352), 

z. B. bei rechteckigem Querschnitte (Breite = &) 

mity.=6, fio = — :-^=4(^-^j , 

^^Lgi^geTL bei dem doppelt - Tformigen Querschnitte von den in Nr. 135 
beispielsweise angeführten Verhältnissen, also 

mityo = 0,09e, flo = 0,139595 e» : *j= 12,41 (y) • 



Etwas kleiner ist --|- bei gleichförmig vertheilter Be- 
lastung = p pro Längeneinheit des an den Enden gestützten 
Stabes, indem dann nach Gleichung (147): 

,_ 5 p.2l{2lY _ 5 pl^ 
~ S EJ 4:8 ~24:JEJ 
und nach Gleichung (351) mit X=px (je von der Mitte aus gerechnet): 

** - GJyJ/'"^''- 2 ajyo ' 

folghchxnxt _ = _:_ = .__^=M^-^ . . (353), 

4 
d. i. nur —- so gross wie nach Gleichung (352) ist. 
5 

Wäre aber der Stab an den Enden eingeklemmt, so wäre 

d bei der in der Mitte concentrirt angreifenden Belastung — nach 

Gleichung (115) in Vergleich mit (147) — nur — so gross, bei gleich- 
förmig vertheilter Belastung — nach Gleichung (119) in Vergleich mit 

(147) — nur — so gross wie im vorigen Falle bei unverändertem Werthe 

5 

von d' , folglich bei der einen wie anderen Belastungsart: 

-^ = 32^ (354), 

insbesondere z. B. für jenen doppelt- Tförmigen Querschnitt fast = 50 (-y-) y 

wonach in solclien Fällen die Vernachlässigung von (}' gegen 6 in der 
That mit erheblichem Fehler verbunden sein kann. 



y. Combination Ton Biegungs- und Drehnngselasticität. 

140. — Dieser Fall liegt vor, wenn auf den geraden stab- 
förmigen Körper Kräfte wirken, die rechtwinkelig und 
(wenigstens theilweise) windschief gegen die Axe gerichtet 
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sind; ftir einen beliebigen Querschnitt F geben sie ein auf Drehung 
wirkendes Moment M^ , dessen Ebene parallel F^ und ein auf Biegong 
wirkendes Moment M^y dessen Ebene rechtwinkelig zu F isL M^ ändert 
sich im Allgemeinen beständig von einem zum anderen Qaerschnitte , Jfj 
nur plötzlich in den Querschnittsebenen , in denen solche äussere Kräfte 
liegen, deren Richtungslinien die Axe nicht schneiden. 

Die durch M^ bedingten Schubspannungen r sind in gewissen Punkten 
A i f die durch M^ bedingten Normalspannungen a in gewissen Punkten A^ 
des Umfanges am grössten und können nach den Formeln der Drehnngs- 
resp. Biegungselasticität berechnet werden. Fallen die einen und die 
anderen Punkte nicht zusammen, so bedarf es einer besonderen Unter- 
suchung zur Bestimmung der (ohne Zweifel auch dem umfange angehörigen) 
Stellen , wx> die aus r und a resultirende grösste Dehnung €y nämlich wo 
nach Gleichung (58) bei Voraussetzung isotroper Eörpersubstanz 

Ee = — — a + --^—ya^+4:T* 
2m 2m 

am grössten ist, sowie dieses grössten Werthes selbst, wobei 

-— =0,35 und -— -^ — =0,65 entsprechend w = ---- 

2m 2m 3 

gesetzt werden kann. Wenn aber die Punkte A^ und A^ zusammenfallen^ 
so findet in denselben Punkten natürlich auch das Maximum von Fe statt; 
insbesondere z. B. bei kreisförmigem Querschnitte, wobei das Maximum 
von T allen Punkten der Peripherie zukommt. 

Dieser letzte Fall ist üamentlich von technischem Interesse hinsichtlicli 
der Anstrengung einer Transmissionswelle, wenn bei grösserer 
Länge derselben die Schwerkräfte und ümfangskräfte von Schwungrädern, 
Zahnrädern , Riemenrädern etc. nicht so klein sind oder nicht so nahe bei 
den Lagern angreifen , dass ihre biegende Wirkung gegen die verdrehende 
des übertragenen Elraftmomentes vernachlässigt werden darf. Lst dann r 
der Radius des kreisförmigen Querschnittes der Welle, so ist 

2M. ^ 4Jfa 
maxr = f und m(ixa = f , 

also max(^6) = ~^(^^^Jlf2 + -^^^ • (355); 

^ ^ Ttr^ \ 2m ^ 2m ^ * / 

und wenn max {Fe) = Je gegeben ist , so ergiebt sich hieraus der nöthige 
Werth von r, indem für Jlfg das grösste Biegungsmoment in irgend einem 
Querschnitte des Wellenstückes gesetzt wird , welches das Drehungsmoment 
Ml zu übertragen hat. 



TL ComMnation Ton Schnb- nnd DrehnngselasticitSt 

141. — Wenn die das Kraftmoment Mi übertragende und dadurch 
auf Drehungselasticität in Anspruch genommene Transmissionswelle zugleich 
von transversalen Kräften angegriffen wird , so kann es bei kleiner Wellen- 
länge oder wenn diese Kräfte sehr nahe bei den Lagern angreifen, der 
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'all sein, dass dadurch die Welle in höherem Grade auf Schub-, als auf 
iegnngselasticität in Anspruch genommen wird. Ist dßxm R die resul- 
rende Schubkraft für einen Querschnitt vom Radius r, so ist nach 
rleichung (206) die entsprechende grösste Schubspannung 

^ 4 E 

~ 3 yrr» 

nd indem sie sich mit der durch das Drehungsmoment verursachten, an 
er betreffenden Stelle in gleichem Sinne stattfindenden grössten Schub- 
pannung 

30inbinirt , ist die grösste resultirende Schubspannung : 

maxx = r(-3fi + -r-Ur) 

Tir^ \ ^ 3 / 

sowie nach Gleichung (59) der entsprechende grösste Werth von Ee: 

max{Ee)= ^ ^ ^'^^ (m^ + ^Rt) . . (356). 

Sollte zugleich das in demselben Querschnitte etwa stattfindende 
Biegungsmoment M^ berücksichtigt werden, so wäre zu prüfen, ob dieser 
durch Gleichung (356) bestimmte, in den Endpunkten der Biegungsaxe 
stattfindende, oder der durch Gleichung (355) bestimmte, in grösster Ent- 
fernung von der Biegungsaxe stattfindende Werth von Ee der grössere 
wid somit maassgebende ist; denn dass in einer anderen Entfernung von 
der Biegungsaxe aus der Combination der Wirkungen der Kraftmomente 
•Jfi, JLfg und der Schubkraft B, nicht etwa ein noch grösserer Werth von 
■Be hervorgeht, ist schon aus der allgemeinen Bemerkung in Nr. 134 
zu schliessen. 

C. Allgemeine Untersuchung des Spannungs- und Deformations- 
zustandes eines belasteten isotropen prismatischen Stabes. 

142. — Die vorhergehenden Untersuchungen einfacher und zusammen- 
gesetzter Fälle der Elasticität gerader stabförmiger Körper, von denen die 
letzteren leicht noch durch die Betrachtung solcher Combinationen ergänzt 
^»den könnten, in denen drei jener einfachen Fälle oder alle vier 
zusammen vorkommen, sind mit Rücksicht auf das praktische Bedttrfniss 
»nsreichend. 'Weil aber jene Untersuchungen zum Theil von Annahmen 
Ausgingen , deren anderweitige Bestätigung^ wünschenswerth ist , auch der 
^eformationszustand des Stabes bisher nur unvollständig in Betracht gezogen 
^^wde, insbesondere die Deformation seiner materiellen Querschnitte uner- 
örtert blieb , so ist es von Interesse, den Spannungs- und Deformations- 
zustand eines belasteten geraden Stabes schliesslich noch von allgemeineren 
Gesichtspunkten aus und vollständiger zu untersuchen , vorläufig ohne 
einschränkende Voraussetzung hinsichtlich der belastenden Kräfte des 
Übrigens als isotrop und prismatisch angenommenen Stabes , demnäclist 
Aber zu prüfen, ob durch nachträgliche Specialisirung der so gewonnenen 
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allgemeinen Resultate sich die Annahmen bestätigt finden , von denen in 
gerade umgekehrter Weise im Vorbeigehenden bei den einfachen Fällen 
ausgegangen und dann zu zusammengesetzteren Fällen fortgeschritten wurde. 

143. — sei ein Punkt der Mittellinie des Stabes, also der Schwer- 
punkt des betreffenden Querschnittes F. Er wird zum Anfangspunkte eines 
rechtwinkeligen Axensjstems OX, OY, OZ angenommen von solcher Lage, 
dass OX mit der ursprünglich geraden Mittellinie , die Ebene YZ mit 
dem ursprünglich ebenen Querschnitte F zusammenfallt, und zwar sollen 
die Axen OY^ OZ in den Hauptaxen des Querschnittes liegen, dessen 
Trägheitsmomente 

für die Axen OX OY OZ 

beziehungsweise mit ABC 

bezeichnet werden. 

Wegen der Deformation des Körpers durch die belastenden Kräfte 
erfordert indessen das Axensjstem eine bestimmtere Fixirung, und zwar 
werde festgesetzt, dass, wenn im ursprünglichen Zustande P ein Punkt 
der y-Axe im Abstände dy von 0, ^ ein Punkt der ^er-Axe im Ab- 
stände dis von ist, immer der Anfangspunkt, P ein Punkt der 
^-Axe und Q ein Punkt der y^sr- Ebene sein soU, wie auch diese 
materiellen Punkte Oj Pj Q verrückt werden mögen. Diese Art der 
Fixirung des Axensystems gegen den seiner Form nach veränderlichen 
Körper wird dadurch ausgedrückt, dass, unter ^, 17, ^ allgemein die mit 
der Deformation des Körpers verbundenen Aenderungen der Coordinaten 
X, y, z eines materiellen Punktes desselben verstanden, 

für x—0, y = 0, ;8f = 

gesetzt wird: ^==0, i; = 0, ?=0, y^ = 0, "^ = 0? 'Y'~^ ^^^^^' 

Unter den äusseren Kräften für den Querschnitt YZ werden alle 
diejenigen verstanden, die den von diesem Querschnitte an gerechnet auf 
der Seite der positiven aj-Axe gelegenen Theil des Stabes angreifen; 
es seien 

XVx JBy -Bz 

die Componentensummen dieser Kräfte, algebraisch verstanden, so dass 
positive Werthe den Richtungen OX, OF, OZ, negative den entgegen- 
gesetzten Richtungen entsprechen, und 

My, My Mz 

die Momentensummen in Beziehung auf die Axen , in der Weise algebraisch 
verstanden, dass positive Werthe den Drehungsrichtungen YZ^ ZX, XI 
entsprechen. 

Wenn nun noch Form und Grösse = F des Querschnittes YZ 
gegeben sind, so besteht die Aufgabe zunächst darin , die Spannungen 
zu ermitteln, die in den verschiedenen Punkten des 
Querschnittes hervorgerufen werden. 



144. — Offenbar ist die Aufgabe, in dieser Allgemeinheit aus- 
gesprochen , noch nicht bestimmt. Vor Allem könnten , sofern nur der 



J 
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einzelne Querschnitt und die durch die sechs Grössen R und M charakteri- 
sirten äusseren Einwirkungen gegeben wären, dadurch, wenn überhaupt, 
jedenfalls nur die Spannungen a^j Ty, Tz bestimmt sein, die sich auf die 
Flächenelemente dieses Querschnittes selbst als Spannungsebenen beziehen, 
während die Spannungen (Ty, (Tz, r^ unbestimmt blieben, und es ist also 
nöthig, ein gewisses Stück des Stabes zu betrachten, das sich vom Quer- 
schnitte TZ bis -ZU einem um 00*=l im Sinne der positiven a;-Axe 
von jenem entfernten Querschnitte erstrecken , möge. Die Form dieses 
Stabstückes, die gegeben sein muss , wird hier als prismatisch voraus- 
gesetzt; für einen veränderlichen Querschnitt würden die Resultate der 
folgenden Untersuchung nur näherungsweise und unter der Voraussetzung 
gelten , dass OCy =1 unendlich klein ist. 

Denkt man den Stab durch den Querschnitt JP' bei 0- zerschnitten 
lind an der so entstandenen Endfläche des betrachteten Körperstückes FF^ 

die Kräfte R^' Ry' Ez' 

und Kräftepaare ikf My' M^* 

angebracht, worauf sich die jenseits des Querschnittes F* angreifenden 
äusseren Kräfte reduciren lassen, wenn sie an den Punkt 0' versetzt 
werden, so ist dadurch der Gleichgewichtszustand des betrachteten Stab- 
stückes immer noch nicht bestimmt, weil es unendlich viele Systeme von 
äusseren Kräften, in den Elementen der Endfläche F* angreifend, giebt, 
die sich auf 

die Kräfte R^ R^' R^' am Punkte 0' 

und die Kräftepaare M^' Jfy' Jfz' 

reduciren lassen, desgleichen unendlich viele Systeme äusserer Kräfte, an 
den Elementen der Umfläche (prismatischen Oberfläche) und an den Massen- 
elementen im Inneren des betrachteten Körperstückes angreifend, die 
zusammen mit den Kräften JB^', iJy', R^* und Kräftepaaren M^'} My^ 
Mz sich auf 

die Kräfte R^ Ry R^ im Punkte 

und die Blräftepaare Mx My Jfz 

reduciren lassen, und weil jedem besonderen solchen Kräftesysteme auch 
ein besonderer Gleichgewichtszustand des betrachteten Stabstückes ent- 
sprechen muss. 

Abgesehen davon indessen, dass bei solcher Specialisirung des Systems 
der äusseren Kräfte die wünschenswerthe Allgemeinheit der Lösung ver- 
loren ginge, stehen auch einer derartig strengen Behandlung des Problems 
kaum überwindliche Schwierigkeiten im Wege ; man sieht sich vielmehr 
genöthigt , die Aufgabe umzukehren : eine gewisse Art des Gleich- 
gewichtszustandes vorauszusetzen und die äusseren 
Kräfte zu bestimmen, die denselben herbeiführen 
würden, um daraus schliesslich die freilich nur angenähert zutreff'ende 
Folgerung zu ziehen, dass ein System von Kräften, welches 
dem gefundenen bezüglich der Wirkung auf den starren 
Körper äquivalent wäre, den vorausgesetzten Gleich- 
gewichtszustand des elastischen Körpers zur Folge 
haben werde. 
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145. — Gemäss den Annahmen , die schon in Nr. 24 diesem ganzen 
Abschnitte zu Grunde gelegt wurden , werde nun ein solcher Gleich- 
gewichtszustand des betrachteten Stabstückes vorausgesetzt, dass in allen 
Punkten desselben 

ist; dass also die fadenförmigen Elemente von der Länge! 
und vom Querschnitte dy dz, woraus man das Stabstück 
bestehend denken kann, weder einen Zug oder Druck 
noch einen transversalen Schub auf einander ausüben.*) 
Damit dies möglich sei , dürfen weder auf die Umdäche noch auf die 
Massenelemente im Inneren Kräfte wirken , die normal zur x - Axe 
gerichtet sind; hier soll aber die noch weiter gehende Voraussetzung 
gemacht werden, dass ausser den in den Endflächen i^^und 
F* angreifenden überhaupt keine äusseren Kräfte auf 
das betrachtete Stabstück wirken. 

Gemäss dem in Nr. 23 erklärten allgemeinen Verfahren sind nun 
zunächst die Gleichungen: 

mit c — ^^U,^^ und C? = — T-T-E 

ox oy oz 2 w+1 

zu berücksichtigen. Aus ihnen folgt 

wegen cr,= 0: || + (^_l)|l + ||=: 

und wegen (y, = 0: i|+ jf + (^+^)"df "^^ ^^ 

also --5- = ---^ = -i. (358), 

dy oz m öx 

und wegen Tx=0: --l4--i=0 . . . . . . (859), 

öz oy 

so dass nun wegen 



\ m/ 



^ nach (358), also ^ ^ = — j^ 
ox m — 2 m ox 



*) Das Problem, betreffend die Bestimmung der äusseren Kräfte, die einen 
solchen Gleichgewichtszustand zur Folge haben, ist in voller Allgemeinheit von 
de Saint-Yenant behandelt worden. Die folgende Darstellung schliesst sich 
in der Hauptsache der vonClebsch (Theorie der Elasticil^t fester K5iper) dem 
Problem zu Theil gewordenen Behandlungsweise an. 
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ist. Die Einftihrung dieser Ausdrücke in die allgemeinen Gleichungen 
(Nr. 23): 

ox öy 00 * 

mit X= Y= Z=0 giebt, was zunächst die erite dieser Gleichungen 
betrifflt, 

m dx^ hy^ hxhy bxdg dz* 
m+l b*i b (dtj b^\ b»i b'^_ 
m bx^'^ bx\by'^ bs/^ by^~^ bs* ' 
also nach Gleichung (358) : 

JSt JSt J2t 

'■d+w+-d=' • • • • ^'''^'' 

die beiden anderen Gleichungen, die sich auf -r-^ = und -r-^ = 

OiX/ 000 

reduciren^ liefern die Relationen: 

iTm die Grössen ^, i^, ^, die unmittelbar den Deformationszustand 
und durch Vermittelung der Gleichungen (360) auch den Spannungszustand 
des Stabes bestimmen , als Functionen der Coordinaten x, y, Z auszudrücken, 
dienen nun ausser den Gleichungen (358), (359), (361) und (362), die 
in jedem Punkte erfüllt sein müssen, noch die Grenzbedingungen, 
nämlich erstens diejenigen (357) , welche die Lage der Coordinatenaxen 
im Körper fixiren und mit Rücksiclit auf Gleichung (359) dahin erweitert 
werden können, dass 

'»--*='=»■ J = ,=.t=| = || = |l = |i = „ <363, 

sein muss , zweitens die Gleichungen (Nr. 23) : 

pcos% = a^cosa-\-XzCosß'\-TyCOS'y 

pcosf^=TzCOsa'\-ayCOsß'\' r^ cos y 

pcosv = TyCOsa-\'Tjs,cosß -^ Oz cosy, 

die für jeden Punkt der Umfläche erfüllt sein müssen , wenn darin ^ = 
gesetzt wird. Mit cTy = az = Tx = und cosa=0 (entsprechend der 
zur iP-Axe senkrechten Richtung jeder Normalen iei ^\\s\Mw\Aa0^fe\!L Q^Xä-^- 
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fläche) irerden aber die zwei letzten dieser Gleichungen identiscli, während 
die erste wegen cos'y = sin ß und mit Rücksicht auf die Ausdrücke (360] 
von Ty und Tz die Oberflächenbedingung liefert: 

(11 +S)-^+(ll+ll)*^=» • • <'"> 

Dabei ist zu bemerken, dass^ während in den allgemeinen Gleichungen 
die Winkel of, ß, y nur von bis 7C gerechnet waren , hier die Ersetzung 
von y durch ß vermittels der Relation cosy = sinß den Winkel ß in 
Gleichung (364) als von bis 2 7t im Sinne YZ gerechnet 
voraussetzt, so dass, wenn danach ß im ersten oder zweiten Qua- 
dranten liegt, also sinß positiv ist, der Winkel y spitz und somit auch 
cosy positiv ist, wenn aber ß im dritten oder vierten Quadranten liegt, 
also sinß negativ ist, der Winkel y stumpf und somit auch cosy 
negativ ist. 

146. — Aus den Gleichungen (361) und (362) folgt durch Differen- 
tiation beziehungsweise nach x, y^ Zi 

' A/v*A«iS * A/y*Atf2 



hx^ dxby^ bxdiS' 

bxdy^ bx^by 



(365) 



bxbz^ bx^bz 
und durch Combination dieser Gleichungen mit Rücksicht auf (358): 

Aus den Gleichungen (362) folgt femer durch Addition, nachdem die 
erste in Beziehung auf Zy die zweite in Beziehung auf ^ differenzirt wurde, 

bxbybz'^ bx^\bg'^ by) ' 

b^£ 
also mit Rücksicht auf (359) : ^ ^^^ = . 

bx by bis 

Wegen — j = geht jetzt die erste der Gleichungen (365) über in: 
ox 



und folgt aus den zwei anderen dnrch Subtraction mit BQcksIcht auf (35^) 

b^^ b^^ b^ /brj b^\ d«g b^^ ^^ 

bxby^ bxbjs^ bx^\by bz) bxby^ bxbz^ 

b^B bn 

Also ist auch -r r— r- = -r r— ^ = . 

bxby^ bxbz^ 
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Den so gefundenen vier Bedingungsgleichungen für die Function ^, 
oämlich 

dx^KdxJ hy^Khx) hz^^ix) bydz\bx/ 
kann dadurch genügt werden, dass -^ = einer ganzen Function von Xy 

X 

y, g gesetzt wird , die jede einzelne dieser Veränderlichen höchstens in der 
ersten Potenz enthält ^ während auch ein Glied mit dem Producte y0 
nicht vorkommt. Die allgemeine Form einer solchen Function ist: 

dB 
woraus nach Gleichung (358) folgt: 

und durch Integration beziehungsweise nach Xy y, z: 
l=x(a + (Hy'\-a,0)'h^(P + i,y'\^\0)+f{y,0) . (366) 

1/ Z^ X/ 0^\ P^^- 

Vollständig entsprechen diese Ausdrücke von ^, tj^ ^y in denen a, 
«1, Oj, 6, hl, 6a constante Coefficienten und f, (f, xp beliebige Functionen 
der bezüglichen je zwei Variablen bedeuten, vorläufig nur der Bedingungs- 
gleichung (358) in voriger Nummer, und es bleiben noch die Functionen 
f) (f) xfj gemäss den übrigen zu bestimmen. 

147. — Abgesehen zunächst von den Grenzbedingungen müssen die 

Functionen q) und xp in den Ausdrücken von tj und ^ den Gleichungen 

(359) und (362) entsprechend gemacht werden. Aus (362) folgt aber 

bB 
nüt Rücksicht auf den Ausdruck von -r— in voriger Nummer: 

ox 






^waos durch zweimalige Integration nach x, wobei als Integrationsconstante 
J^esmal eine Function von y und g hinzuzufügen ist: 



ic* , x^ 
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Die Yergleichung dieser Aasdrücke von rjy ^ mit den Gleichimgen 
(367) lehrt, dass die Functionen q)^ und q>^ keine Glieder mit y ausser 
den in (367) vorkommenden enthalten können, ebenso die Fonctionen xp^ 
und xp2 keine Glieder mit ^ ausser den in (367) vorkommenden , so dass 
bei Abtrennung jener Glieder mit y sich q^^ und q)^ auf blosse Func- 
tionen von , resp. bei Abtrennung dieser Glieder mit z sich i^^ und \\)^ 
auf blosse Functionen von y reduciren. Somit wird: 

+ Vi W + ^9t (^)— «1 -y— &1 Y 

Durch die Einführung dieser Ausdrücke, die vorläufig erst den 
Gleichungen (358) und (362) genügen, in (359) erhält man: 






«1 - „*1 



— ;^«' — «^« + Vi'(y) + «V»'(y) 



= 0, 



welche Gleichung, da sie für alle Werthe von x erfüllt sein muss, in die 
zwei Gleichungen 

und qp,' (ä) _ ^ « + t/zj' (y) - ;^ y = 



zerfallt, von diesen aber wiederum 



Ö5i 



^ 



die erste in: qp^ ' (^g?) z=: «o -] -z und xp^' (if)s=i — ö^o + y> 

die zweite in: q)^' (z) = iQ + -^0 und t/;^' (y) = — 6© +-^y, 

unter a^ und 6^ Grössen verstanden , die , da sie gemäss dem einen Paar 
Gleichungen nur Functionen von is , gemäss dem anderen nur Functionen 
von y sein könnten , in der That Constante sind. Durch Integration e^ 
giebt sich daraus: 

SPi(^)=a' + ao^ + ^Y; V^i(y) = a" — aoy + ^^ 
y,(,) = 6' + 6o^ + ^^; t/;,(y) = 6"-6oy + ^^,. 

unter a' , al* ^ 6% h'* abermals Constante verstanden, mid damit endlidi: 



1^ 
r 

ji ' 



r 
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1 / fj2 ^2 \ ^/ y2 g2 \' 



x^ , x^ 



+ a' + ao^ + ^(*' + i&o^) — ö^i y — &1 Y 



1 / ^2 y2\ ^/ ^2 y2\ 

S = — — \öf^ + «iy^ + «a — 2^j— — V^^ + ^y^ + ^a 2 / 



00 



+ a'' — a^y + x(b'' — bQy) — a2 Y — h Y 

Die Function fiyyZ) im Ausdrucke (366) von ^ muss nur der 
Gleichung (861) entsprechen, die dafür die Bestimmungsgleichung: 

liefert; dieselbe wird einfacher, wenn 

Ol o 

— ^2^ hyfs^-hy^^ + F{j/,z) . . (369) 

gesetzt wird. Dann ist nämlich die Function F(j/, z) an die Gleichung 
gebunden : 

148. — Durch die Grenzbedingungen wird die Function 
F{y, g) näher bestimmt, sowie auch die in den Ausdrücken von ^y f]} ^ 
Torkommenden Constanten 

a €1^ a^ ttQ af a" 

b \ fe, 6o V V 

dadorch auf eine geringere Zahl reducirt werden. 

Zunächst folgt aus den Bedingungen (363), Nr. 145 : 

0^ = 0; a" = 0; «0 = ^ 



'••=»^ Or"' 






Wobei der Zager den Werth der betreffenden Function für den An- 
^togsponkt der Co<»dinaten bezeichnet, oder vielmehr für i/ = g=() ^ da 
^ in der Fnnetion F nicht vorkommt. 



Die Obeifläcfaenbedingung (364), Nr. 145 ^ ertiält eine einfachere 
f onn, warn 

S^Mtit wird, mter Q eine neue Function von y tmd g verstanden, die 
P^^Sm CS70) der partiellen DifierentialgleichiiDg 
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(371) 



entspricht und die Eigenschafl hat, für ^ = jer=0 zu verschwinden, wäh- 
rend die obigen Gleichungen 

jetzt ersetzt werden durch: 



\dg).~ 



.0 



Was nämlich jene Oberflächenbedingung (364) betriffl, die nun in Ver- 
bindung mit (371) zur Bestimmung von Q dient, so folgt aus (368) 
und (369): . ' . 

— = a^x + \— — hy — \ts^ — 2h^y2 + -^ 



X 



2 



m 



r2 



>2 



= -a,x-h^.-l^^\y-^^-\^ + V + \z 



2m 



X 



dtj 

dx 

Y^ = ^^+h^—'bss — 2\y^—hy^ + 

T-^ = — cux — 0^-- — 

ox . 2 m 



m 



ÖF 
dz 



m 



r2 



*^^4^+*"-^^^' 



womit und mit^+&' = 4^, ^+&" = 4^ Gleichung (364) die 

dt/ dt/ OH 00 



Form annimmt: 



by 



( 



^jM+l , «« + (2w— 1)ä« , 2m+i 



m 



m 



y0 



+if)-^ 






2m 



+ ^)5in/?=0 (372). 



149. — Den Bedingungen für die Function Q^ nämlich den Glei- 
chungen (371) und (372) nebst der Forderung, für y = 0z=O zu ve^ 
schwinden, kann dadurch entsprochen werden, dass 

gesetzt wird , unter q, Qq , Q^ und Q^ Functionen von y und g ve^ 
standen von solcher Art, dass dieser Ausdruck von Q jenen Bedingungen 
genügt, welche Werthe die Constanten 6 , &q , b^ , &2 auch haben mögen; 
insbesondere also auch dann , wenn beliebige drei derselben a= Null ge- 
setzt werden. Diese Zerlegung der Function Q ist zunächst dadurch 
wichtig, dass sie den Werth der Constanten 6 ==: NuU ergiebt. Wenn 
nämlich 6^=6^=62 = gesetzt wird, so geht Gleichung (371)1 in: 
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+ 



iy 



2 



iz^ 







(373) 



und Gleichung (372) in: 



^cosß-]r^sinß = ''^^^^{ycosß + zsinß) . (374) 

über, und es müsste erstere Gleichung durch alle Werthe von y und z 
erfüllt werden, die einem Querschnitte, letztere durch alle solche Werthe 
von y und z , die dem Umfange eines . Querschnittes angehören , unter ß 
den (von bis 27r gerechneten) Winkel der Normale dieses Umfanges 
mit ^exf y-Ax^Q verstanden; indessen läsßt sich zeigen, dass diese zwei 
Gleichungen einander widersprechen, dass also g ihnen zufolge unmöglich 
ist, mithin & = gesetzt werden muss. 

In der That müsste wegen Gleichung (373) das über den ganzen 
Querschnitt ausgedehnte Integral 

oder das ihm gleiche über den ganzen Umfang ausgedehnte Integral 

hq 



sein, unter 



(If) 



\T^) und (t^) die Werthe von ^ für die Schnittpunkte 



des Umfanges mit der Gnaden z = Const. (Fig. 48) > unter 



die Schnittpunkte des Umfanges mit der Geraden y = Const. 



2 



(Fig. 49) verstanden. (Würde der Umfang von der einen oder anderen 
Geraden in 4 , 6 , 8 . . Punkten geschnitten, so wäre nur J in eine ent- 
sprechend grössere Zahl ähnlich gebildeter Bestandtheile zu zerlegen, um 
die folgende Schlussfolgerung in leicht ersichtlicher Weise auch auf solche 

Fälle ausdehnen zu können.) Sind nun aber 
ds^ und ds2 (Fig. 48) die Bogenelemente 
des Umfanges zwischen den Geraden z= C 
und z= C-\- dz, so ist wegen 




dz = 



ds^ sin ( /?! ^ j = — ds^ cos ß^ 



ds^ sin 



'2 



»(Ä+f) 



/-[a-a]=/[-.©. 



COS ß2 + ds 



- ds2 cos ß^ 



= Ids — cos ß 



tiber den ganzen Umfang ausgedehnt^ und ebenso ist nach Fig. 49, wenn 



U* 
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ds^ und ds^ jetzt die Bogenelemente des Umfanges zwischen den Geraden 
y=C und y=C'{'dy bedeuten, wegen 



Fig. 49. 




dy = 



ds^ cos f — -fi /?! j = — ds^ sinßi 
ds^ cos l~ /?2 j = ds2 sin ft 

= I ds-^sinß 



d0 
über den ganzen Umfang ausgedehnt, also 

J=jds(^cosß+^sinß^ = . . . (375) 

und somit nach (374) auch 

fds{ycosß + 0sinß) = O .... (376), 

falls das Integral wie in (375) über den ganzen Umfang ausgedehnt 
wird. Indem nun aber die Gleichungen (373) und (375) gemäss der 
vorstehenden Ableitung sich gegenseitig bedingen ^ und aus letzterer die 

Gleichung (376) dadurch hervorgeht > dass y für -r^, ;8? für -^ gesetzt 

oy 00 

wird, so müsste der Gleichung (376) auch eine für den ganzen Quer- 
schnitt gültige partielle Differentialgleichung entsprechen, die auf dieselbe 
"Weise aus Gleichung (373), d. i. aus der Gleichung 



dyXdyJ^ d0\d0/ 



dy\dy. 
hervorgeht, während doch im Widerspruch damit 

-— + -r- nicht = , sondern = 2 
by bz 

ist. — Es bleibt sonach nur ^brig, & = und 

Q^hQ^^hQi-^hQ^ • ' • • (377) 

zu setzen, unter Q^ ^ Q^, Q2 Functionen von y und verstanden, die für 
y = 0=O verschwinden, die femer — nach (371) und (872) beziehungs- 
weise mit 6j = 63 = , 62 = 6q = , 6^ = &j = — für alle Que^ 
Schnittspunkte den Gleichungen: 



by^ "^ bs^ 
by' ~ ^-« 



bs* 



(378) 
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l insbesondere für den Umfang eines Querschnittes den Gleichungen: 



-cos ß-\- -^ sinß = ysinß — cos ß 



dz 



i 



-cos 



* bis ^ 2m ' m 



bis 



yz sin ß 



. CO 

> ^ 

CD 



^ z^J^{2m—l)Y . ^ , 2m+l ^ 

/? = '— ^-^r ^-^-sinß-^ ■ — yzcosß 



Icosß + ^sin, 

^ dz 2m ' ' m 

sprechen, und die somit von der Querschnittsform abhängig sind. 



150. — Die Einführung der in den zwei vorigen Nummern erhal- 
3n "Werthe: 

F{y,z) = Q — h'y — rz 
die für §, i), ^ gewonnenen Ausdrücke (368) und (369) liefert: 

y (x^ , y^ — z\ y^ 1 i 

' m -\2' 2m/ ^m'" 

V z yz (x^ , z'^ — y\ , 

•aus folgt: 



-h 



(381). 



dg 



ergeben sich damit nach (860) die Spannungen in einem be- 
igen Punkte des betrachteten Körperstückes: 

— a^ = a-^a^y-\-a2Z-\-xQ){if-\-\z) . . • ^^"^ 
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G '~ '^ ' m ^^ ^* 2m ^ dz 

Cr " ^ 2 m ^ m ^ * dy 



,(383). 



Die Spannung e-n im Anfangsquerschnitte YZ ergeben 
sich liieraus mit x=0 , wodurch aber nur der Ausdruck von Ox speciali- 
sirt wird, wälirend Ty und Tz in entsprechenden Punkten aller Quer- 
sclmitte des betracliteten Körperstückes gleicli sind. 

151. — Das Stattfinden des vorausgesetzten Gleichgewichtszustandes 
erfordert nun streng genommen, dass in den Flächenelementen dF=dyi^ 
der Endfläche F* des betrachteten Stabstückes 0(y = l solche äussere 
Kräfte wirken, die sich durch Multiplication von dydz mit den Werthen 
(382) und (383) von a», % und t« fiir a;=? ergeben. Ist aber das 
System der äusseren Kräfte für den Anfangsquerschnitt YZ nach Nr. 143 
nur durch Ji^ jr^ j^^ j/^ jjf^ ]^^ 

gegeben, so lassen sich näherungsweise die Spannungen in diesem Quer- 
sclmitte nach Nr. 144 den obigen (382) und (383) für ä;=0 gleich 
setzen, falls nur die übrig gebliebenen sechs Constanten 

a «1 «2 &o &i &2 
so bestimmt werden, dass 

B^^^fa^dF Ry=fr^dF R^=fTydF 

Mj,=f{yXy — zx^;)dF\ My=fzOxdF\ — M^=fyaxdF 

ist, die Integrale über den ganzen Querschnitt F ausgedehnt gedacht. 

Diese Gleichungen reichen zur fraglichen Bestimmung gerade aus und 

geben mit Rücksicht darauf, dass nach den Annahmen und Bezeichnungen 

in Nr. 143 fydF=fzdF=fyzdF=0 

B=fz^dF', G=^fy^dF\ A = B-\-G 
ist, nach (382) und (383) mit ^=0: 

sowie für h^ , \ und 1)^ die Gleichungen : 

^__ c+(^-i)5 rö^^^ 

6r ^ 2m ' J by 

G * 2m ' ^ bz 

^=-i^c-i, ^J^±lfy^,äF- ,MäF+(^^- ^)fr^l 



(385) 



+/ 



4'^^ 



^o^+&/^^^^^+(^"- ^-^f^'^P+h ^-^fy^^dF 



2m *w 



-K'' 
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+'./^^^^±^i^^i^^^^=^*^^+/(4'-4»^ 1 



152. — Die Constanten &q, 6^ und 63 erscheinen hiernach als ab- 
hängig von den Functionen Qq , Q^ und Q2 , auf welche die Function Q 
durch die Gleichung (377) zurückgeführt wurde ; indessen ist es ein be- 
merkenswerther Umstand, dass, wenn auch diese Functionen selbst nur für 
bestimmte Querschnittsformen bestimmbar sind^ doch die Integrale 

und damit nach (385) auch die Constanten \ und 2^2 stUgemein aus- 
gedrückt werden können. In der ThÄt ergiebt sich durch theilweise 
Integration nach y : 

wo die Zeiger 1 und 2 sich gemäss Fig. 48 auf die Schnittpunkte des 
Querschnittsumfanges mit einer Parallelen zur ^-Axe beziehen, und da 
nach Gleichung (371) 

ist, worin jetzt die Zeiger 1 und 2 gemäss Fig. 49 den Schnittpunkten 
des Umfanges mit einer Parallelen zur ;s?-Axe entsprechen, so folgt 

oder, da nach Nr. 149, 

Fig. 48:,df^ = — ds^cosß^tszids^cosß^ 
Fig. 49: 0«/ = — dSiSinßisssds^sinß^y 

also 

ist, ergiebt sich: 

Nach Gleichung (372) ist aber wegen 6 = und mit den Bezeich- 
nungen 

TT r y^+(2m — l)z^ , , 2m+l , 
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also auch f-^ dF—Jy ( Ycos ß + Zsinß)ds 

oder, da gemäss einer der obigen entgegengesetzten Schlussfolge 

fyYds cosß =/[(yr), - (yY) J dg ==ff^ dy dz 

ßzdssmß==f(Z,-Z,)ydy=ff^ydyd0=ff^^dydi 
ist, mit dyde = dFi 

Ebenso hätte sich offenbar 

ergeben ; und da nun nach obigen Ausdrücken von Y und Z 

by ^ 2m ■ ^ m ^ o 

bjs ^ w ^ ' * 2m 

dy 2m m 

d;8? . we y T^ 2 2m ' ^^ 

ist, so folgt schliesslich 

Jiy ^\ 2m m / 

(4m+5)C+(2m — 1)JB 



= 6i 



2m 



J hg * \ 2,»» »» / 

_ (4w»+5).B-K2m— 1)(7 
"''* 2^ 

und damit nach Gleichung (385): 

Ey_, 4(W+1)C , _ 1 W jSy _ jgy 

G^ — ' 2»M '* ^~ 2 m+1 öC~"i:(7 

JR,_^ 4(wt+l)^ ^ 1 m Bz _B, \ 
G~' 2m ' ''*~ 2 m+lGB~EB} 



. (387). 
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Die Gleichung (386) erübrigt zur Bestimmung von &q und es 1 ä s s t 
sicli danach nur diese Constante nicht allgemein ohne 
Specialisirung der Querschnitts form ausdrücken; zudem 
ist es bemerkenswerth, dass^ während nach (384) und (387) 

die Constanten a a^ 02 h^ b^ 
nur resp. von iJ^ Mz My JBy jf^ 

abhängen, die Constante &o dagegen im Allgemeinen nicht nur von Jf^, 
sondern zugleich von b^ und Jg? ^.Iso von iJy und Rz abhängig ist. 

153. — Die Einführung der Werthe von a, «i, «3, \, b^ nach 
(384) und (387) in die Ausdrücke (382) und (383) von (T^, % und 
Tz für a? = , 
auf (377): 



d. h. für den Querschnitt YZ liefert mit Rücksicht 



Bx , My 



= Gbo{ 



F 



Jfz 

^ — ~y 



hg 



y)+\ 



m 



+1 



Tz = Gbi 






+ ') + -2 



+ 



m-\-l C \bg 
m Ri 

Ry 

2 w+1 G 
1 m Rz 



B - C 



(388) 



m 



Kdg 

\i>y 



m 



ys) 



s^+{2m—i)y 



2m 
y^+(2m—l)0^ 



2m 



-■) 
) 



(389). 



2m+l 



y^ 



2 m+1 B 
Darin ist b^ nach (386) bestimmt durch die Gleichung: 



+ 



m 



Ml 



(390) 



2 m+\ B 



^ J 2m 

^ J 2m ^ 

Der allgemeine Charakter dieser Formeln besteht darin, dass die 
resultirenden Spannungen in irgend einem Punkte des 
Querschnittes die Summen derjenigen Spannungen 
gleicher Art sind, die. von den einzelnen Kräften und 
Eräftepaaren 



JBx JBy JRz Jl/x 



Jfv M. 



herrühren. Dabei hängt die Normalspannung (T^ nur von JR^ , Jüfy, 
Mz und zwar von My und Jlfz in gleicher Weise ab, während die Schub- 
spannongen tjy %z nur von jßy, üz? J^x und zwar von i2y und i^z auf 
gleiche Weise abhängig sind. 
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154. — Der Deformationszustand des Stabes wird durch 
die G-rössen ^<, rj, ^ bestimmt, die nach (380) und (381) ebenso wie die 
Spannuügscomponenten lineare Functionen von a, a^^ ci^y h^y b^ b^, somit 
auch von JB,? Ryj üzj M^, Jlfy, Mz sind. An der Stelle eines 
gewissen Querschnittes betriffl die Deformation des Stabes die Gestalts- 
änderung dieses ursprünglich ebenen materiellen Querschnittes und seine 
Neigung gegen die Mittellinie, während die Deformation des ganzen Stabes 
oder eines gewissen Stückes desselben zugleich die Aenderung seiner 
ursprünglich geraden materiellen Mittellinie und die relative Verdrehung 
der Querschnitte in sich begreift. 

Die Gleichung der deformirten Querschnitts fläche 
ergiebt sich aus der Gleichung (380) für ^ mit o? = , ist also : 

Die Coordinatenebene YOZ berührt die Fläche im Punkte 0, da in 

demselben -^ und -r— = Null sind, und zwar berühren die Axen OY 
oy oz 

und OZ die deformirten Symmetrieaxen des Quetrschnittes , die sich im 

Punkte nach wie vor rechtwinkelig schneiden gemäss dem Umstände, 

dass daselbst nicht nur der Annahme (357) zufolge -r^ = 0, sondern nach 

oy 

(363) auch -5. = ist. 

OZ 

Was die Neigung der Querschnitts fläche gegen die 
Mittellinie betriffl , so ist für letztere , nämlich mit y = js? = 
nach (381): 






(392). 



■y 7 V- 

Die Werthe von ~- und -^ , welche hiemach ä = entsprechen, 

ax dx 

sind nach Gleichung (26), Nr. 11, da die zugehörigen Werthe von 

dB dB 

-^ und -r-^ = Null sind, die Schiebungen im Punkte des Quer- 
dy 00 

Schnittes nach den Richtungen F, OZ, für die sich also ergiebt : 

Zugleich sind sie die kleinen Winkel, unter denen die Projectionen der 
Mittellinie auf die Ebenen XY und XZ im Punkte gegen die rc-Axe, 
d. \h gegen die Normale der betreffenden Querschnittsfiäche geneigt sind. 



I 

j 
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Der kleine Winkel y, den die Mittellinie selbst im Punkte mit der 
x-Axe bildet, ist: 

Die Deformation der Mittellinie besteht in ihrer Längen- 
änderung und Krümmung. Die Längenänderung ist nach (380) mit 
t/ = z = 0, also Q=0, für ein Stabstück von der ursprünglichen Länge x : 

^ = ax, 
falls jRs., also a constant ist, widigenfalLs a nur die Dehnung im Funkte 
O, jene Längenänderung aber: 

X 

l=fadx (394) 



wäre , unter a = - ^^ die Dehnung im Abstände x von verstanden. 

Die Krümmung der Mittellinie ist bestimmt durch die 
Gleichungen ihrer Projectionen in den Ebenen Xl^ und XZ^, welche, 
wenn (gemäss der Voraussetzung in Nr. 145) ausser den in den End- 
flächen angreifenden keine äusseren Kräfte auf das betrachtete Stabstück 
wirken , nach (392) und (393) wären : 



ri = x'j/^ — a^—- — \—-\ f=a;}'y — «3- & 



2 a > 



2 ^ 6 ' = " "2 ='6 

wonach für a; = : -=-1- = — «1 , — — = — «^ 

3 3 ^ . • (395) 

und für jedes a; : -0 = -&, , ^=-h 

sich ergiebt. Im allgemeinen Falle bei beliebiger stetiger Belastung des 
Stabes setzt sich, was zunächst die Protection der Mittellinie in der 
xy - Ebene betrifil , ihre Ordinate tj im Abstände x von zusammen aus 

dem ihrer Neigung -—- = y^ im Punkte gegen die x - Axe ent- 
sprechenden Antheile = a^/z und aus den Antheilen, die den Aenderungen 
= , /g dx^ dieser Neigung für die einzelnen Elemente dx^ von x zusammen 

CvX 

entsprechen. Von letzteren ist derjenige, der durch das in der Entfernung x* 

d VI 
von befindliche Längenelement dx* verursacht wird, =(a? — oc')-^-j^dx% 

dx 

und ist somit überhaupt: 

ri = xY,+J{x — x')j^^dx' 



/d^T] rd^t] 





indem nach der Vorsetzung des in Bezug auf die hier in Rede stehende 
Integration constanten Factors x die unabhängig Variable unter dem 
Integrabseichen auch mit x statt x' bezeichnet werden kann , oder auch : 



938 



wmm 
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, = xy. + x/gÄi 






4/ 



d^tj 



Ebenso iat : 



^^^^F Da die Voraussetzungen der biaherigen EntwickeluDg auch im ftllge- 
^^^^ meinen Falle für ein nnendlicli kleines Stabstück als zutreffend zu betrachten 
Bind , 30 habeo die Differential Verhältnisse dieselben Bedeutungen wie nacli 
(396}, falls nur die Gröaseu Oj , a^, &i , öj jetzt auf einen beliebigen 
Pnnkt der Mittellinie bezogen werden , in welcher Bedeutung 
Belastungsgesetze des Slabes entsprechende Functionen von x sind und 
bezeiclinet seien. Wird also allgemein 






<iix. 



^dx. 



M, 


M, 


EO' 


« * 



d'ri d'i 

dx^ ^ dx* ^ * 

^eeetzt, so ergiebt sieb: 

tj = xy^ + a^^ — xjaidx—-^jß^x^dx 

x^ f i f 

^ = xyy+a,-^ — X J a^dx — YJ ^i^°^^ 

Wenn von bis zur Entfernung x davon keine äusseren EräfiM I 
i&tabe angreifen, so sind für diese Strecke Üy und Mi constant, 
P»nch (5, = 6^ und ß3=^bj, während aus 

K, ^ f(j -{- i^a; und orj^ft^-j- 633; 
Vlblgt, unter a^ und flj die Wertbc von «^ und Oj für a; = verstund« 
iDamit erhält man aus den allgemeinen Gleichungen (396) wieder wie ob« 

ij = xy^-\-(a^-\-hx)~ x{aiX-\~h,~j—bi~- 

— — ~ — h — 



i 



|aDd analog K=xyy — i^-^ ^~g~' 

Was endlich die Vordrehung des Stabes betrifil, so ■ 
Gleichung (239) in Nr. 94 der spceifisehe Drchungswinkel : 

»=(-^^) == ( "'"> \ 

\dxdi//^^(i \bxbe/y^(\' 

BjDdem auf Grund der dortigen Voraussetzungen die materiellen Hat 
Vrb (dort Symniefrieaxen) des QuetadmiUea eAs gcteÄn Weiiwvift 
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angenommen werden konnten. Hier ist das nicht zulässig, im Allgemeinen 
vielmehr der Drehungswinkel nur auf die Tangenten der materiellen 
Hauptaxen im Punkte zu beziehen , also 






zu setzen , wo der Index den betreffenden Werth für ^ = und 0=0 

bezeichnet. Da nun aus den allgemeinen Ausdrücken von ^r^ — und -r-^ in 

ox ox 

Nr. 150 sich 



=-h-^^+^y 



bxby mm 

dxb0 ® ' m m ixby 

ergiebt , so hat — fe^ die Bedeutung des specifischen Drehungswinkels, der 
dabei positiv . gesetzt ist , falls ein im Sinne der positiven x - Axe vom 
Anfangsquerschnitte YZ entfernter Querschnitt gegen jenen im Sinne von 
OY durch den rechten "Winkel gegen OZ verdreht wird. Ist diese von 
Mx, iZy, JRz abhängige Grösse 6^ variabel und wird sie dann für den 
Abstand x von mit ß^ bezeichnet, so ist die ganze Verdrehung des 
Stabstückes von der Länge x 

==—/ßQdx ...... (397). 



155. — Die Gleichung (390) für Iq wird einfacher, wenn der 
Querschnitt in Beziehung auf eine Hauptaxe oder in Beziehung auf beide 
symmetrisch ist. 

Ist OZ Symmetrieaxe, so ergänzen sich für je zwei solche 
Umfangspunkte, die in Beziehung auf OZ symmetrisch liegen, die Winkel ß 
der Normalen mit der ^-Axe zu 180^, sind also die betreffenden Werthe 
^^^ sinß gleich, von cosß entgegengesetzt, woraus folgt, dass sinß eine 
S^crade, d. h. solche Function von y ist, die der Gleichung 

f{-y)=m 

ßötspricht, cosß aber eine ungerade, d. h. der Gleichung 

f{-y)^-fiy) 

^^tsprechende Function von y. Denkt man sich diese Functionen in 
'Milien entwickelt, die nach wachsenden Potenzen von y fortschreiten, so 
'^thält die Entwickelung der geraden Function nur Glieder mit geraden, 
'^^ der ungeraden nur Glieder mit ungeraden Potenzen von y, und ist 
'^J^aus ersichtlich, dass der nach y genommene Differentialquotient der 
•^J^aden Function eine ungerade, der ungeraden eine gerade Function von 
' ist, dass femer das Product zweier geraden oder zweier ungeraden 
'^Uictionen eine gerade, das Product einer geraden und einer ungeraden 
^gegen eine ungerade Function von y ist. ' 

In den Grenzbedingungen (379) für die Functionen Qq, Q^, Q^ von 
y und sind somit die rechten Seiten der zwei ersten Gleichungen ungerade 
?tmctionen von y, während die rechte Seite der dritten Gleichung eine 
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gerade Function von y ist; indem dasselbe dann auch von den anderen 
Seiten gelten muss, sind Qq und Q^ ungeraden und ist Q^ einer geraden 
Function von y gleich zu setzen (unbeschadet der gleichzeitigen, vorläufig 
beliebigen Abhängigkeitsart von z)j so dass 

^ hz by 

eine ungerade Function von y wird. Sofern nun, unter f(y) eine 
ungerade Function von y verstanden, das Integral 

//•(y) dF= 

ist, wenn es über den ganzen in Beziehung auf die ;e?-Axe symmetrischen 
Querschnitt ausgedelmt wird, da die Elementarbestandtheile desselben sich 
gegenseitig aufheben, so verschwindet in diesem Falle das Glied mit Ba 
in Gleiclmng (390) und wird 

Wäre OrSymmetrieaxe, so würde in Gleichung (390) das 
Glied mit My verschwinden, und wären die im Ausdrucke von Jq übrig 
bleibenden Functionen Qq und Q,^ ungerade Functionen von z. 

Ist endlich der Querschnitt in Beziehung auf beide 
Ilauptaxen symmetrisch, so verschwinden die Glieder mit J?y und 
Ä,, und wird 

unter Qq eine in Beziehung sowohl auf y als auf z ungerade Function 
verstanden. 

156. — An der Lösung des allgemeinen Problems fehlt jetzt nur 
noch die Bestimmung der Functionen Qq, Q^, Q2 von y und z 
gemäss den Gleichungen (378) und (379) nebst der Bedingung, fiir 
y = Z = zu verschwinden. Das allgemeine Integral der Gleichung 

ay^i" ^^2 — "^ 

unter Q hier irgend eine der Functionen Qq, Q^^ Q^ verstanden , kann 
aber (wie überhaupt das einer partiellen Differentialgleichung ersten Grades 
mit Constanten Coefficienten und zwei unabhängigen Veränderlichen y, s) 
unter der Form : 

dargestellt werden, unter e die Basis der natürlichen Logarithmen und 
unter 2 das Zeichen einer Summe unendlich vieler Glieder von der Form 
^^my + nz verstanden, deren Coefficienten Ä im Allgemeinen verschieden 
sind und deren Constante m , n alle Werthpaare haben können , die 
der unbestimmten Gleichung entsprehen , welche durch Einsetzung von 
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^—-^my + nz jjj ^^ Differentialgleichung erhalten wird. Letztere, ist 
hier: 

also Qz=2Äe'^^^±''^) = 2Äe'^^^-^^'> + 2JBe''^-^^^ 1 . 

unter f und qp die Zeichen beliebiger Functionen von y -f- 10 resp. y — i0 
verstanden, als welche in der That jene mit 2 bezeichneten Summen 
unendlich vieler Glieder betrachtet werden können, in denen Ä, S, m, n 
vorläufig (vorbehaltlich ihrer Bestimmung gemäss den Grenzbedingungen) 
beliebige Constante sind. Die Reihenentwickelung von ß"»(y + '^) und 
gn(y— iz) ergiebt Q = einer Summe von Producten constanter Coefficienten 
mit allen ganzen Potenzen von y -\- iz und von y — ig , und zwar von 
der ersten Potenz angefangen, da für y = 0=O auch ^=0 ist, also 

Q = 2Ä{y'{'i0Y + 2B(y — i0y mit w=l, 2, 3 . . . 
oder 

Q = 2^(A+M-)(y + igY + S^(A-^)(y-iey . (401) 

bei veränderter Ausdrucksform der Coefficienten, die so gewählt ist, dass 
der imaginäre Factor i aus der Reihenentwickelung verschwindet. Wegen 

(y + i0y = y^ + niy^-^^0 — n^y"^—^ z^^n^iy^ —^ 0^ -{- n^^y'^-'^ 0^+ . . . 

n(n — 1) n(n — l)(n — 2) 

°"* '^=-T72 ' ^ = - 1.2.3 • • • • 

ist nämlich 

Y[.(y+i^y+(y—i^yi=y''—'^2y'"'^^^-^'^a''''^^^—"' 

•^[.(y + i0y — (y — i0y'] = ny''-'^0—nQy''-^0^+. . . , 

also nach Gleichung (401) : 

Q=2Ä(y''—n^y''-^0^-{-n^y'"^0^—. .)-\-2B(ny''-'^0-nQy''-^0^-\-..) 
= A^y + Bi0 
-\-A^{y^—0^) + B^.2y0 
J^A^{y^—^y0^)-\-B^{%y^0—0^) 
-\-A^{y^—^yH^ + 0^) + B^{4.y^0 — 4:y0^) 
+ A^{y^— 10 y^0^ + hy0^)'\- Bf,{hy ^0 — 10 y^ 0^ + 0^) 
-\-A^{y^—Uy^0'^+lhy^0^—0^) + BQ{(oy^0 — 2(iy^0^+%y0^) 
I .... I . • • . 

Ist nun der Querschnitt von algebraischen Linien 
begrenzt, so dass wegen 

sin ß dy 

cosß d0 

sinß und cosß ganzen algebraischen Functionen von y und proportional 
sind, so können die Constanten 

.29.4 -^2 "^3 • * * -^1 -^2 S ... 
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den Grenzbedingungen (379) entsprechend bestimmt werden mit Bücksicht 
darauf; dass, nachdem von den Veränderlichen y, Z die eine durch die 
andere gemäss der betreffenden Umfangsgieichung ausgedrückt und die 
Gleichung geordnet auf Null gebracht worden ist^ die Glieder mit den 
verschiedenen Potenzen dieser übrig gebliebenen Veränderlichen einzeln 
= Null sein müssen. Freilich setzt diese Bestimmbarkeit der Constanten 
voraus y dass ilire Zahl nicht kleiner ^ als die der Bestimmungsgleichnngen 
ist, denen sie Genüge leisten müssen , wie es insbesondere dann der Fall 
sein kann , wenn der Umfang Ecken , d. h. Stellen mit zwei verschieden 
gerichteten Tangenten hat ; die Schubspannung^ die jenen. Grenzbedingungen 
gemäss im Umfange tangential an denselben gerichtet ist, muss in der- 
gleiclien Eckpunkten zugleich den Werth Null haben , um weder g^en 
die eine noch gegen die andere Tangente geneigt zu sein. 

Wäre der Querschnitt von transcendenten Linien 
begrenzt, so müsste entweder auf die algebraische Entwickelung des 
Integrals (400) verzichtet werden, oder man könnte jene Linien . näherongs- 
weise durch algebraische ersetzen, d. h. die Proportionalwerthe von sin ß 
und cos ß in Reihen entwickeln^ deren Glieder, nach ganzen Potenzen von 
y und fortschreitend, von einer gewissen Ordnung an vernachlässigt werden. 

157. — Was nun die einfachen Fälle der Elasticität ge- 
rader Stab förmiger Körper betrifft, hinsichtlich welcher von der 
hier durchgeführten allgemeineren Untersuchung nach Nr. 142 u. A. die 
Bestätigung der Annahmen erwartet wurde, auf Grund welcher diese Fälle 
vorher behandelt und demnächst combinirt wurden, so hat dieses Combi- 
nationsverfahren schon durch die allgemeinen Bemerkungen zu Ende von 
Nr. 153 und zu Anfang von Nr. 154 seine Bestätigung gefunden, so dass 
nur noch die einfachen Fälle selbst aus den allgemeinen Formeln abzuleiten 
bleiben unter ergänzender Berücksichtigung der früher unerörtert gebliebenen 
Deformationen der materiellen Querschnitte des Stabes. 

Diese einfachen Fälle sind diejenigen, in denen von den sechs Grossen 

B^ Ry R^ Jfx My M^ 

alle ausser einer = Null sind ; wegen Gleichartigkeit der Einflüsse von 
JRy und i?2 , sowie von My und Mz sind aber nur vier dieser Fälle wesent- 
lich verscliieden, entsprechend nämlich den Voraussetzungen, dass 

1) nur J?x nicht = Null ist: Zug- oder Druckelasticität, 

2) nur My oder Mz nicht = Null ist : Biegungselasticität, 

3) nur Ry oder R^ nicht = Null ist : Schubelasticität, " 

4) nur Mjs^ nicht = Null ist : Drehungselasticität. 
Im Allgemeinen können zwar bei der Biegungselasticität My und Jlf« 

bei der Schubelasticität Ry und R^ beide von Null verschiedene Werthe 
liaben, doch genügt hier die Voraussetzung der praktisch allein wichtigen 
Specialfalle, in denen nur eine dieser Grössen nicht = ist. 

158. — Wenn nur I?xnicht = Null ist, so ist nach (388) 
und (389): 

iJx, ^ 

Gx — 'TT' 5 '^y — '^z ^-~ " 



Gerade stabförmige Körper. 241 

und nach (394) die Aenderung der ursprünglichen Stablänge x-, 

X 



beides in Uebereinstimmung mit Nr. 27. Wegen &q = &j=&3=0 ist 
nach (377) auch ^ = 0, und deshalb nach (391) die Gleichung der 
materiellen Querschnittsfläche : 

1=0, 

d. h. diese Fläche eine Ebene , die wegen yy = y2 = nach (393) zur 
Mittellinie senkrecht ist. 

159. — Ist nur My nicht = Null, so ist nach (388) 
und (389): 

in Uebereinstimmung mit Gleichung (81), Nr. 40. Von den in Nr. 154 
allgemein mit a^, «g > ßi j A bezeichneten Grössen , von denen die 
Krümmung der Mittellinie abhängt , ist hier nur a^ nicht = , jene 
Krümmung also bestimmt durch: 

d^__ _ My 

dx^~ '^~ EB 
übereinstimmend mit Gleichung (82), worin auch das Minuszeichen gilt, 
wenn die elastische Linie im Sinne ^ der positiven Ordinatenaxe (hier ;Sf-Axe) 
concav gekrümmt, d. h. wenn der hier mit My bezeichnete algebraische 
Werth von M positiv ist. 

Die materiellen Querschnittsflächen sind ebenso wie in Nr. 158 als 
zur Mittellinie senkrechte Ebenen zu erkennen. 

160. — Wenn nur H^ nicht = Null ist, werde zugleich wie 
früher bei Betrachtung der Schubelasticität (Nr. 81) die;8f-Axe als 
Symmetrieaxe des Querschnittes angenommen. Nach Gleichung (398) 
ist dann ^^ = und deshalb nach (389) : 

^^~ 2 m+1 B\d^ 2m , . 

1 m B.(hQ, 2m+l \ ^* ^ ^' 

"~ 2 »e+1 B\hy m . ^ J 

Nach Nr. 155 ist Q^ eine gerade Function von y und deshalb nach der 
allgemeinen Entwicklung der Functionen Q in Nr. 156 : 



dg 
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=:2Att,-i-6B^yg + iÄ^(y^-Byg^)-\- . . . 

= B^—2A^e+3B^iy^-g')+4.A^i-Sy^g^g^)+. 



k403), 
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wobei die Constanten B^ ^ A^ , JB^jA^... nach (379) bestimmt sind 
durch die Grenzbedingung: 

die in allen Umfangspunkten erfüllt sein mnss und, indem sie nach (402) 
auch in der Form : 

— ra = Ty^/9 

geschrieben werden kann j ausdrückt ^ dass die resultirende Schubspannung 

r=}/Ty* + T2* in allen Punkten des Umfanges nach der Tangente 
desselben gerichtet sein muss. 

Als Gleichung der deformirten Querschnittsfläche ergiebt sich ans 
(391) mit fei=0 und Q = l^Q^i 

oder nach (403) und mit 6, = ^^^ nach (387) : 

i=^(Q,-B,0-y*e) . . . . (405). 

Die Ausdrücke, die in Nr. 82 für Ty und r^ hergeleitet wurden, 
nämlich nach Gleicliung (199) und (200) daselbst mit 

It = Rzj J=B und q) = ß (siehe Fig. 34): 



e 



y = -g-^y yi Ä (?Ä ; —T^=:Tj-^tgß . . (406) 



sind von anderer Form, als die Ausdrücke (402) mit Bücksicht auf (403)' 
Insbesondere ist Ty nach diesen früheren Formeln eine blosse Function 
von z , nach (402) dagegen im Allgemeinen zugleich von y abhängige 
ebenso wie die Querschnittsfläche (405) nicht nur von Ebenen, die der 
o^iSr- Ebene, sondern im Allgemeinen auch von solchen, die der :ry-Ebene 
parallel sind, in krummen Linien geschnitten wird. Die in Nr. 83 
ausgeführte Prüfung der Ausdrücke (406) blos mit Rücksicht auf die 
erste der allgemeinen Gleichungen (2) in Nr. 2 war also nicht ganz aus- 
reichend zu ihrer Rechtfertigung, und es bleibt noch übrig zu untersuchen, 
ob ihre Fehlerhaftigkeit, besonders in Betreff des Maximalwerthes der resul- 
tirenden Schubspannung r in einer gewissen Entfernung z von der y-Axe 
und im ganzen Querschnitte , wenigstens klein genug ist , um für prak- 
tische Zwecke ausser Acht gelassen werden zu dürfen. 

Indem diese Untersuchung auf solche Querschnittsformen beschränkt 
werden soU^ die (entsprechend den in Nr. 84 betrachteten Beispielen) zu- 
gleich in Bezug auf die y-Axe symmetrisch sind, erleidet die Function Q^ 
eine weitere Einschränkung, sofern sie nach Nr. 155 jetet nicht nur 
eine gerade Function von y, sondern zugleich eine ungerade Function 
von z sein muss , somit bei Entwickelung nach ganzen Potenzen von Jf 
und 
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^=^6B,yz+2OB,(y'0-y0')+... L407) 

ZU setzen ist, und zwar sind die hier fehlenden Grlieder der Entwickelung 
von ^2 wenigstens von der siebenten, also von ^ und ^ wenigstens 
von der seclisten Dimension. 

161. — Für einen elliptischen Querschnitt mit der Um- 

fangsgleichung : 

y^ , 0^ ^ sinß dy h^z 

fr-+ — = 1, woraus ^ = — — ^ = -— - 

0^ c^ cosß dz c^y 

folgt, ergiebt sich durch Substitution der Proportionalwerthe c^y und h^z 
fßr cosß und sinß ia Gleichung (404) mit Rücksicht auf (407): 

Indem hier zugleich der Umfangsgieichung entsprechend 

gesetzt wurde, enthält diese Gleichung, wenn die Entwickelung von Q^ 
auf die Glieder mit S^ und B^ beschränkt wird, nur Glieder mit y^z 
und solche mit z^y und indem die Summe der einen und der anderen für 
sich = sein muss, sind dadurch S^ und B^ gerade bestimmt, nämlich 
durch die Gleichungen : 

B, + SB,(2e^ + l>^) = '-^c^ + '-^M^ 



c^ * 2m' 

die etwas weniger einfach sich auch ergeben hätten, wenn nach der Sub- 

stitation von 6^(1 ^j für y^ in der ümfangsgleichung die Summe 

ilirer Glieder mit z und die ihrer Glieder mit z^ jede für sich = Null 
gesetzt worden wäre. Aus ihnen folgt : 



s 






2m 



b^ 



m 



m4" 1 ,2 



h^+2^—^c' 
1 wi 

* * 2m 62_j_3g2 



16 



* 
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Wegen 



m4- 1 2 

m>2 ist 2 — - — = 2-\ <3, also n<l. 

ni m 



Mit 



ö«: 



2 



-( 






Wc2^^^__.j(y2_^2) 



ö«/ \"" mf^"' dz 
findet man nun aus Gleichung (402) : 



'Z 



2 wi + 1 J? 



(409) 



yz 



und aus (405) als Gleichung der deformirten Querschnittsfläche : 



Wenn insbesondere die Ellipse in einen Kreis übergeht^ wird mit 



iz=c = r und B = F 



.2 



% 



3m + 2 J^z 



^(i- 
j?'\ 



g* • m — 2 y 
2m+2F\' r*"~3m+2 
»»-|-2 üz^Ä 



rV 



(411) 



^J* 



[(^+i)S+S]- 



(412). 



Die Werthe von Ty und Tz, sowie von r = rTy*-^Ta*, die sich 

113 
hiemach mit m=3 für 0=0, — r, -Tr^y -j-r und r in der jgf-Axe 

4 2 4 

und im Umfange, nämlich für y=0 und y = y^ =yr^ — z^ ergeben, 
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt zur Vergleichung mit den 
Spannungen r^ , die der früheren Gleichung (206) in Nr. 84 für die- 
selben Werthe von z und ftir y = y^ entsprechen. 





IL 


— Tz 


F 


B^ 

^■F 






^ — 


y — Vi 


y — d 


y—Vi 


[y oj 


y—Vi 


Gl. (206) 


s — o 

■i 


1,875 


1,25 








1,375 


1,25 


1,833 


1 

Zr= — r 

4 


1,289 


1,172 





0,303 


1,289 


1,210 


1,291 


1 

Z T 

2 


1,031 


0,937 





0,541 


1,031 


1,082 


1,165 


3 

z r 

4 


0,602 


0,547 





0,620 


0,602 


0,827 


0,882 


— r 
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Während die Schubspannung r nach den früheren Annahmen in jeder 

Entfernung von der ^-Axe mit der Entfernung y von der ^-Axe nach 

beiden Seiten bis r^ zunehmen sollte, zeigt sich hier thatsächlich dieses 

Verhalten nur für die grösseren Werthe von 0, wogegen in der Nähe 

der y-Axe das betreffende relative Maximum von r in der 0'Axe selbst 

stattfindet. Auch ist es an diesen Stellen etwas > t^ , und ist deshalb 

auch das absolute Maximum von r für den ganzen Querschnitt etwas 

4 Rz 
grösser als — - -= nach Gleichung (206). In noch höherem Grade würde 

ö Je 

dies der Fall sein, wenn m > 3 angenommen würde, indessen ist in keinem 
Falle jene Gleichung (206) so fehlerhaft, dass ein praktisches Bedürfniss 
zu ihrem Ersätze durch die Gleichungen (411) vorläge. 

162. — Bei einem rechteckigen Querschnitte mit den 
Seiten 26 parallel der y-Axe und 2 c parallel der 0-Axe ist für diese 
letzteren Seiten: 

cosß = +l, sinß = 0, 

wodurch die Grenzbedingung (404) übergeht in : 

d^_2m+J. ^^^ oder t, = für y = + h 
oy m ^ — 

und alle Werthe von zwischen c und — c. Daraus folgt bei Be- 
schränkung der Entwickelung von Q^ auf die Glieder mit Bj^ und ^3, 
also nach (407) mit 



d© 



'ä ^^ « -r^ 2m+l 



by —3:^-—» 2m 

wodurch nun nach (402) für alle Punkte des Querschnittes Tz == 
wird, somit die Grenzbedingung für die mit der ^-Axe parallelen Seiten 
darauf hinaus käme , dass in allen Punkten derselben Ty = , dass also 
nach (402) 

^ ' 2m ^^ ^ 2m ^ 

sein müsste für jg? = + c und alle Werthe von y zwischen b und — 6. 
Indem aber dazu nicht nur die Glieder ohne y, was durch entsprechende 
Wahl von S^ zu erreichen wäre, sondern auch die Glieder mit y^ für 
sich die Summe Null geben müssten, erkennt man, dass die Erfüllung 
dieser Grenzbedingung unmöglich ist. Auch durch die Entwickelung von 
Q2 bis zu einer grösseren Zahl von Gliedern ist der Widerspruch nicht 
zu lösen, weil dann auch Glieder mit höheren Potenzen der Coordinaten 
in Betracht kämen, welche die Wahl der weiter hinzu kommenden Con- 
stanten bedingen würden; es liegt hier vielmehr einer der in Nr. 156 
erwähnten Fälle vor, in denen die Function Q^ trotz des algebraischen 
Charakters der Umfangslinien des Querschnittes doch nicht als ganze al- 
gebraische Function von endlicher Gliederzahl darstellbar ist. Dagegen 
würde den Grenzbedingungen vollständig zu genügen sein, wenn nach 
Fig. 50 die der y-Axe parallelen geraden Begrenzungslinien durch krumme 
Linien ersetzt würden, die der Gleichung (413), d. i. der Gleichung 
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JSj +-l-yt_^Ü;?« = oder 



1^ 
m 



0' 



y' 



m 



m 



B, 



mBi 



= 1 



Fig. &0. 




m+1 

entsprechen^ und die somit TheUe einer Hyperbel 
sind mit dem Mittelpunkte und der jer-Aze 
als reeller Hauptaxe. Damit diese durch die 
Eckpunkte des gegebenen Rechtecks gehC; muss 

m m 

sein, und ist dann ihre halbe reelle Hauptaxe: 



.=J/^*.=K^ 



6» 



m-j-1 ^ ^ " m-\-l 

Wenn die so bestimmte Querschnittsfigur dem 

gegebenen Bechtecke substituirt wird, was mit um 

/» 

so kleinerem Fehler geschehen kann, je weniger — von 1 verschieden, je 

c 

kleiner also — ist, so ergiebt sich nun mit 

nach (402): ry = -|-^(c»-««-^=^*); T.==0 . . (414) 
und als Grleichung dw Querschnittsfläche nach (406): 



? = 



B^ 



EB2m 



{y'- 



2m-^-l 



>2 



^ . . . (415). 



Bei gegebenem Werthe von wächst Ty = t mit der Entfernung von 
der 0-Axe bis 

oder, wenn schliesslich für das Trägheitsmoment B jener im Sinne der 
j?-Axe hyperbolisch begrenzten Substitutionsfigur 50 das des Rechteckes in 

Beziehung auf die y-Axe, also B'= — Fc^ gesetzt wird mit F=ibc: 

ö 

in üeberemstimmung mit Gleichung (205), Nr. 84. 

Indem somit die frühere Berechnungsweise der Schubelaadcität sich 

für den Fall eines rechteckigen Querschnittes als um so zutreffender er- 

''^sen hat, je mehr derselbe im Sinne der Schubkraft länglich gestaUflt 

werden insbesondere auch bei doppelt - Tföimigem Qaendmitte die 



I 
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fiüheren Formeln insofern wenigstens als hinlänglich zutreffend zu he~ 
^hten sein; als es sieh um die Schubspannungen in dem schmalen mitt- 
leren Theile desselben handelt. 

163. — Wennendlichnur Mx. nicht = Null ist (Drehungs- 
elasticität), so ist nach (389) : 

ax = 0;r,= Gbo(^-y); t. = G6o (^ + ^) (416) 

'^nd bei Voraussetzung eines doppelt - symmetrischen Quer- 
schnittes nach (399): 



Unter Qq eine in Beziehung sowohl auf y als auf g ungerade Function 
'^erstanden, so dass nach Nr. 156 gesetzt werden kann : 

Qo = 2Bty0-\-iBi(i,^e — yg»)+ ,..] 



^*^« =2P,y+4JS,(y»-3y««)+ . . . 



(417). 



Die in diesen Ausdrücken vorkommenden Constanten CoefHcienten B^, B^ . . . 
sind dadurch bestimmt, dass nach Gleichung (379) für jeden Punkt des 
Umfanges 

sein musS; eine Gleichung, welche nach (416) auch geschrieben werden 
kann : 



'Z 



= -cotgß^-^y 



und somit ausdrückt; dass die resultirende Schubspannung r in allen Punkten 
des Umfanges tangential an denselben gerichtet ist. 

Nach Nr. 154 ist der specifische Drehungswinkel •5'== — Jq ^^^ ^^^ 
Gleichung der deformirten Querschnittsfläche nach Gleichung (391) da- 
selbst mit Rücksicht auf (377): 

^ = ^0^0» 

da -^ und -^ für y = i2r = nach (417) selbst = Null sind. 
oy 00 

164. — Ist insbesondere der Querschnitt eine Ellipse mit der 

Gleichung 

y^ i 0^ ^ sinß dy h^z 

T«+"? = l> woraus ^ = -^=-^ 

&* ' c* cosß dz c^y 

folgt, so erhält die Gleichung (418) durch Substitution dieser Proportional- 
werthe für sinß und cosß die Form: 
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[(2B, + 1)^+ . . .]c*y+[(2-B2 — l)y+ • • .]6*-»=0 

und sie wird durch beliebige Werthe von y, 0, also auch durch die 
Coordinaten aller Umfangspunkte erfüllt, wenn 

Qo = 2B,ye und (2B, + l)c»+(2B, — 1)6« = 0, 

gesetzt wird, mit B=Jz*dF=^le'^, C—Jy*dF=^hh. 
Indem nun hiemach 

also G^6o = Tßc' ^^ 

ist, ergiebt sich nacli (416) : 



Ty 



in Uebereinstimmung mit Gleichung (227) in Nr. 90. Der specifischc 
Drehungswinkel ist: 

*_ ,. _ 1 -B+C -afx_ 1 /l , l\itfx 

wie nach Gleichung (241), Nr. 96, und endlich die Gkichung der Quer- 
schnittsfläche : 

Sie ist um so mehr gekrümmt, je mehr J5 und C, also h und c, ve^ 
schieden sind. Ein kreisförmiger Querschnitt (S=C) bleibt nach ^^ 
vor eben. 

165. — Für das Rechteck mit den Seiten 26 (parallel der y-Axe) 
und 2 c (parallel der js-Axe) ist in allen Punkten der Seiten 2 c 
Umfanges : 

cosß = + l, sinß=0, y = + b, 

nach Gleichung (418) folglich: 



hy 



+ = (2B, + 1);?+4B4(36«Ä — ;?»)+. ..=0 
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jedes Zj woraus sich JBj^ TT ^ J^^^F ^®r übrigen Coefficienten ^ 

) ergeben würde. In allen Punkten der Seiten 26 des Umfcaiges ist: 

cosß = 0, sinß = + ly i2=: + c, 
Gleichung (418) folglich: 

jedes y, woraus sich 5^ = — , jeder der übrigen Coefficienten wieder 

' ergeben würde. Indem aber diese zwei Werthe von JSg sich wider- 
chen , ist zu schliessen , dass entweder Qq nicht als algebraische 
ction gemäss (417) darstellbar ist, oder dass die dieser Eiit Wickelung 
rrunde liegenden Voraussetzungen (Nr. 145) hier nicht streng erfüllbar 
. Analog dem in Nr. 162 bezüglich der Schubelasticität eingeschlagenen 
'ahren könnte nun auch hier untersucht werden , wie etwa der Quer- 
litt mit möglichstem Anschlüsse an dks gegebene Rechteck zu ändern 
ö, um die Coefficienten J52 , JB4 . . . des Ausdruckes (417) von Qq 
anzupassen. Indessen können auch die Ausdrücke (221): 

ry = my + m^yz^ + w^2^^ rz = ni2 + ihy^z + n^m^ 

denen in Nr. 88 ausgegangen wurde , und welche für den Fall des 
iteckigen Querschnittes nach Gleichung (234), Nr. 92, zu 



Ty 



ie nach Gleichung (245), Nr. 96, zu 

ihrt hatten, als eine (dem nur unvollständigen Zutreffen der Voraus- 
ungen in Nr. 145 entsprechende) Verallgemeinerung der Gleichungen 

6) betrachtet werden ^^ die daraus mit Rücksicht auf die Gleichungen 

7) hervorgehen, wenn u. A. 

mi= — % = — 3^=3w, 

itzt wird. Indem aber jene Ausdrücke (234) von Ty und r^ für den 
Jteckigen Querschnitt diesen Beziehungen nicht entsprechen, sondern 
= it, = , während m^ und n^ nicht = Ö sind , ist ihre ünter- 
öung unter die Gleichungen in Nr. 163 nur bei Beschränkung der 
'Wickelung von Qq auf das erste Glied, also auf 

QQ=2B^yz 
i[lich, entsprechend: 

^ M 



250 Gerade stabförmige Körper. 

Daraus folgt: 

2B,+ l~ C ' ^^'-C+B' ^^'^^—C^fB 
a 7. 3 1 -8f. S/l.l\Jlf, 



3 1 Jtx _S/ll\ 

4 5(25, + 1) G ~ 8\B^ O) 



a 



wie oben nach Gleichung (246)> Al8 Oleiohong der deformirten Quei 
Schnittsfläche ergiebt sich dann mit derselben Annäherung : 

l = &oe. = -*eo = *|^yi' = |(-^-|r)^y* (420). 




. — Die einleitenden Erklärungen in Nr. 24 und 26 des vorigen 
bschnittes gelten auch liier , indem sie sich allgemein anf stabformige 
örper beaogen. Dergleichen mit ursprünglich krummer Mittellinie sind 
izüglich ihres Spannungs- und DelormationszuBtandeB unter der Ein- 
iiknng äusserer Kräfte besonders unter folgenden Voraussetzungen von 
chniachem Interesse : - 

1) dass die Mittellinie eine ebene Curve ist, 

2) doBB die Mittelebene (Ebene der Mittellinie) eine Symmetrie- 
Kne des Stabes ist und dass sie 

3) die Ricbtungslinien aller äuigeren Kräfte enthält, 

In diesem Falle eines einfaeh gekriiinraten , in Bezug auf die Mittel- 
Jens symmetrischen und in dieser heiasteten stabförmigen Körpers, der 
»dem als isotrop vorausgesetzt wh'd , bleibt offenbar auch die deformirto 
littelUnie eine ebene Curve, und es lässt sich das System der äusseren 
■rtfte für irgend einen Querschnitt = F dureh eine im Schwerpunkte 
bleiben angreifende resultirende Kraft nebst einem resultirenden Kräfte- 
*we , beide in der Mittelebene liegend , ersetzen. Das Moment des 
**teren = 3f werde positiv oder negativ gesetzt , jonachdem es auf 
orstarkung oder Verminderung der Krümmung im Punkte der Mittel- 
"le hinwirkt , d. h. auf Verkleinerung oder Vergrösaerung ihres ursprüng- 
-hen Krümmungsradius ^ r. Die resultirende Kraft kann in eine zum 
"erscbnitte senkrechte Componente (Normalkraft) = P und in eine im 
"erschnitte liegende (Sebubkraft) = R zerlegt werden , von denen erstere 
•sitiv oder negativ gesetzt werden soll , jenachdem sie einem Zuge oder 
l^ön Drueke auf den Querschnitt entspricht. Unter ähnlichen Umständen, 
'e bei geraden Stäben , kann auch hier vom Einflüsse der Schubkraft 
^gesehen werden , mit um so kleinerem Fehler nämlich , je kleiner die 
[»erschnittsdimens Ionen im Vergleich mit der Länge der Mittellinie sind, 
*(wii nicht etwa die Breite, d. i. die zur Mittelebene senkrechte Quer- 
-linittsdiniension , gegen die Biegungsaxe hin beträchtlich abnimmt. Unter 
ßf Biegungsaxe eines Querschnittes wird die durch seinen Schwer- 
tttkt gebende Monnale der Mittelebeno verstanden. 



1 
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A. Einfach gekrümmte, in Bezug auf die üittelebene symmetrische 

und in dieser belastete stabformige Körper 

I. ohne Rfickslclit auf die Wirkung der SehubkrSfte. 

167. — Im ursprünglichen Zustande , d. h. vor der Belastung und 
entsprechenden Deformation des Stabes seien 

Fj F' zwei unendlich nahe benachbarte Querschnitte, 
0, (y ihre Schwerpunkte, 
d8 = rd(p das Bogenelement OO* der Mittellinie, nämlich 
r ihr Krümmungsradius, dq) ihr Contingenzwinkel bei 0, 
P, P' zwei gleich gelegene Punkte der Querschnitte F, F\ 
tj ilire gleichen Entfernungen von den bezüglichen Biegungsaxen, positiv 
auf der convexen , negativ auf der concaven Seite der die letzteren 
enthaltenden, die Mittelebene in der Mittellinie schneidenden cylin- 
drischen Fläche. 

Die Entfernung dieser Punkte Pj T' ist dann: 

PP' = d^ = {r-\-7})d(p = d8-\-ridq>y 

und sie ändert sicli durch die Belastung um die verhältnissmässig kleine 
Grösse 

J ds' = ^ ds ••\- 7] Jdq> , 

wenn von einer Aenderung der Querschnittsdimensionen , also auch des 
Abstandes rj abgesehen wird. Bezeicbnet nun 

Cq = — y — die verhältnissmässige Längenänderung, 

w = , ^ die verhältnissmässige Aenderong des Contingenzwinkels 

im Punkte der Mittellinie, so ergiebt sich die Dehnung nach der 
Richtung PP' im Punkte P, überhaupt im Abstände ij von der Bi^ungs- 
axc des Querschnittes Fi 

Jds* Jds-\-i]Jd(p ^^ r . r 

^~'d^~~ds-\-rid(p - ^ r]_ -*o+(ö>-«o)— ^ 

' r • f 

und die entsprechende Spannung: 

a = E€=:E[eQ4-(ü)—€^)—^l . . (421). 

Während €q immer ein sehr kleiner Bruch ist, kann g> sehr gross 
sein und selbst unendlich gross, falls nämlich r unendlich gross und somit 
dq)= ist. In diesem Falle eines ursprünglich geraden Stabes erscheinen 
obige Ausdrücke von e und o in unbestimmter Form ; ist dann aber ß 
der Krümmungsradius der deformirten Mittellinie (elastischen Linie), so ist 
^d^ der Contingenzwinkel deiBelben, «lao 
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UebereinstimmaDg mit Gleichung (73), Nr. 30. 

168. — Die Grössen e^ und o) im Ausdrucke (421) von a »hui 
durch bestimmt, dass die Spannungen fiir alle Flüchonoloiuoiito doN 
terschnittes zusammen der E[raft P und dem Kräftopaare 3£ (Nr. 100) 
livalent sein müssen. Ist dF ein unendlich schmaler FlilchoiiHtrulfttu 
s Querschnittes im Abstände ij parallel der Biegungsaxe, so wird diontt 
Äquivalenz ausgedrückt durch die Gleichungen : 

F=fadF=E\eJdF+ (« _ e„)/2^^^ ] 

>n den darin vorkommenden, auf den ganzen Quersctmitt sich erstrofikondoii 
^egralen ist 

fdF=F, fridF^O 

frjdF - . . ^ 

i, wenn / = — -ra gesetzt wird, 

nit P = J?jP[€o — a(w — «o)]; M=EFru{o} — tf^). 
iraus folgt: 

Im G^ensatze zum Verhalten eines nnprünf^icU yLßnf^Afm hui^t^sk^ 'ah 
Kr die Dehnung c^ in der Bic^nngsaxe »eH/ist 'laon nkijt = v 'tU»: 
egungsaxe nicht neutrale Axej, wenn P= UfL fn 4er T^l«: jm; ^ 
ejenige Dehnung, welche ^LaehsaäHs&ig m allen Punkten de» <|»ee!^»2uucv» 
stattfände, wenn derselbe gegen anen onendlkrh iMh#r ^/(»«ito^nfMrMn 
verschnitt F' um die Krfimanmgiiae gedreht wird « d. L «u ^ Inr*^^ 
hnittshnie der Ebenen rem J* und Z'^, die ma der Bsi^tfmj^bia^ jn 
bstande r parallel iic Sc«Bk wird t^ r«gntnsu'}A djoj'^f, ^ XuuüniKnr- 
Qune der äoaseren Knut in Bezog aof die Kr^uai»ii:.:^%«z^. w*u*i\»*: «i'n 
^ch Versetzong der Kraft P tc«di JLnjpiiEtf^wik:^ <; a^ a»a v^nr^f&giJtt&L 
HimmungsmiCtdpiadct) = Pr -^ M erjrieM - «ntd dw*? ^rjf*si'j»wr.euu£. 
eses Momentes mit dem der glei(^ifs>rnajren .S(«m/.v.v«^ /;>^ 'rut.^^e^jii'nfiiei. 
^chfaUs aof die KrünsaontiEittxe 1>ez//^eK.^t;i S^«}ifrAri;;:,>;^«au',ai*!ati<»; ht^ J ' 
(steht wieder obiger A auin« r'>«i e^. 

Mit der Benkfonuf: P^ = P-r - ^-^' 
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und damit nach Gleichong (421): 



Fa = Po^^— T— (424). 



M jj 

ra r-^-f] 

Die groflBten Absolutwerthe Ton o finden in denjenigen Punkten eines 
Qnerschnittes statt, welche von der Biegnngsaxe am weitesten entfernt 
sind ; diese grössten Abstände seien ei für die convexe, e^ för die concaye 
Seite der Fläche der Biegnngsazen , sofern nicht «i = 6^ ist und dann 
beide grösste Abstände mit e bezeichnet werden. 

Ist Q der dorch die Deformation der lüttellinie geänderte Werth 
von r^ so ergiebt sich aas 

d8 = rdqf und ds-]- Jd8 = Q(dq>-{-Jd(p) 
durch Division beider Gleichungen: 



_ Q 
und daraus nach (423): 



l + «o = J(l + <») 



r l-\-(o ' ra 

Mit Rücksicht darauf , dass Eq stets ein sehr kleiner Bruch ist, kann auch 
näherungsweise gesetzt werden : 

— =l-fft) — €o; — = \--wwT- • • • (426). I 

Ist r sehr gross im Vergleich mit den Querschnitts- 
dimensionen; so ist mit sehr kleinem Fehler 

Fr^a = rf^^ =ff]^dF= J 

== dem Trägheitsmomente des Querschnittes für die Biegnngsaxe , womit 
nach Gleichung (424), wieder bei Yemachlässigung von tj neben r : 



=f+^.=*+^'- c.. 



wird, und nach Gleichung (426): 

Hieraus ergeben sich wieder die Gleichungen (81), Nr. 40, mit r=oo 
P=0, also Po = 0. 

169. — Die Grösse a ist nach voriger Nummer definirt durch die 
Gleichung : 

«=-^/^ '« 

worin das Integral zwischen den Grenzen ij = — e^ und tj=s=ei wat nehm» 
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ist nach Substitution des der betreffenden Querschnittsform entsprechenden 
Ansdmckes von dF. 

Z. B. für einen rechteckigen Querschnitt von der Breite h 
und Höhe 2e ist 

ei = ^ = c, F=^2ehj dF=bdriy 

also „ = _JL/Ä = _ 1 /fi L_\d, 

2eJ r+J/ 2eJ \ »•+»?/ ' 



— e — e 



2e \ r — e / '2c r — e 



(430). 



Nach einer bekannten y wegen e < r hier jedenfalls convergenten Reihe ist 



, 1+7 

r — e e_ 

r 



^\7+¥;^+T^+**7 



und deshalb auch 

a= -^ T + -= — r + -;; — «^ + (431). 

3 r* ' 5 H ' 7 r* 

Ist der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius e^ 'so ist 
ei = esi = c, F=7te^y dF=2ye^—rj^ dtj 

2 /ly/c«— -« 



a 



J r-A-V 



Tte^J ^-|-^ 



— e 



Setzt man , um den Ausdruck unter dem Integralzeichen durch Einführung 
einer neuen Variablen x statt tj rational zu machen. 

Befolgt — rj^= — 2e7jX-]-r]^x^; 7 = "rj~F 

1 —\ — X 

2ex / 2ex^ \ 

r]Ve^—7]^ ^ _ l + x^V l-j-xV 2e{l-{-x^) — 4:ex^ ^ 

r-^V ''~ , , 2ex {1 + ^^ ^^ 

'^1 + x^ 

g x{l — x^) 1 — x^ 

— ^^ r^2ex^rx^ {l^x^^^ 

= 4n6' ^^ I o — ^ — iwTn — 2\s" mit >>=: — , 
also; da för tjsssj^ei x = *—z=j^l ist, 



Sn r x{l — x^ydx 

''~~'^J (lJ^2nx + x^)(\ + x^Y • • ^^^^^- 
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Die Function unter dem Integralzeichen kann^ wie durch bekannte 
Methoden zu finden und übrigens leicht nachträglich zu Yorificiren ist, auf 
folgende Weise in Partialbrüche zerlegt werden: 

{l-{-2nx + x^){l+x^y ~ 
_ l—n^ ( 1 1 \ 1 X 2 x^ 

und wird dadurch das Integral in Gleichung (432) auf die folgenden vier 
einzelnen Integrale zurückgeführt : 

/dx r dx 1 f jjn»^ x-\-il_ 

\ + 2nx + x^ ~J 1 — w«+(^+n)« ~ yTT^U ^*^ )/l^ 

1 / , i/r+M ■ , i/i+«\ 1 ft 

= , - larctgy -— ' \- arceotg V 3— ' — ) = , --r- 

__^ = arc^ 1 — arrfflf (— 1) = 2afc^ 1 = y. 
—1 

/xdx 1 rd{\'\'X^) 11 o\ r ^^^ —0 

'(l+x^'~'2J Jp^x^~~'2 1 + x^' V (1+^'" ' 



r x^dx _ 1 f d{l + x^) _ ^ f . 1 

J (i+x*y~ 2J^ (i+x^y ~ 2J^2(i+x'y 

X . 1 f dx X ,1 f 1— x^-\-l-\-x 



1 r dx _ X \ ^ f 



4.{\+xy U {\ + x^y 4(l+ir2)2' 87 (l+x^ 

ä; , 1 r/ , X _j ^^ \ 

"'~4(i+a;2)2+W\ iTi"2+rqp:i'2y 

^ ,1a; , 1 ^ ic(l — x^) ,1 . ^ 

/x^dx 1 TT" 

(iq— y3=-8- f*^"^ ^ ~ «^c^(— 1)] = 16 • 

—1 
Hiermit ergiebt sich nach Gleichung (432) : 

"~ "TT L 2w3 \|/i_^2 2 T/~"n"l6J 



=|a-/i=^)-.=2i(r-^/^)-, . 



(433> 
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Ist w = — ein hinlänglich kleiner Bruch, so kann auch rmt 

T 

1 1.3 « 1 1.3.5 « 



W" — -: — :^ — -W . . 



gesetzt werden: 

n^\2 '24 '^28 '2 64 ' / 

= A4 + — 4 + — 4+ (434). 

Derselbe Ausdruck (433) resp. (434) von a gilt auch für eine 
Ellipse, deren Halbaxe in der Mittelebene = e ist; denn in der die 
Grosse a definirenden Gleichung (429) haben alle Flächenstreifen dF 
dieser Ellipse zu den entsprechenden (einerlei Abstand rj zugehörigen) 
Flächenstreifen des Kreises mit dem Radius e dasselbe Verhältniss wie 

■ der ganze Inhalt F der Ellipse zu dem des Kreises, nämlich das Ver- 
hältniss 6 : e , unter & die in der Biegungsaxe liegende Halbaxe der Ellipse 

' verstanden. — 

Beliufs allgemeiner Reihenentwickelung von a bei 
Voraussetzung eines kleinen Yerliältnisses der Querschnittsdimensionen zum 
Kruimnungsradius r ergiebt sich aus 

' r 
^egenJf]dF=0 und mit den Bezeichnungen: 



P=^ff]'dF, g^ = yffj^dF, h^ = ^ff3*dF...] 



o = /l _ li 4--^ _Ü _J_ 



(435). 



Ist der Querschnitt nicht nur in Beziehung auf die Mittelebene, sondern 
auch in Beziehung auf die Biegungsaxe symmetrisch, 
80 ist 

/r]^dF=/r]^dF. ..=0, also gf = i. . . = 0, 

f2 7,4 7,6 

folglich a=-!-^-^^-]-^+ (436), 

worin die Reihen (431) und (434) als besondere Fälle enthalten sind. 

170. — Die Grössen P und M, welche bekannt sein müssen , um 
nach Grieichung (424) die Spannung a in jedem Punkte berechnen zu 
können, enthalten neben den gegebenen primären auch die secundären 
äusseren Kräfte , d. h. die Reactionen von Stützpunkten und Befestigungen, 
die häufig nur mit Rücksicht auf die Deformation der Mittel- 
Hnie gefunden werden können. 

^ Orftshof, ElutidtKt nnd Feftigkeit. VI 
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il) OX unil OY reclitwi 

Äq und A zwei Punkte der Milttl 

linie mit den CoordinDten Xq, y^ ""'' ^ri 

(ff, und (p die Winkel der ,- 
mit den Normalen Ä^N,) und AN i 
Mittellinie in den Punkten Ag und Ä, 
so ist die Aendening, welche die gegoB- 
seitige Neigung dieser Normalen durch 
die Deformation der Mittellinie erfiilirt: 

J{tf'~(pa)=/jd<p=/(ad^ . (437), 

und wenn diese Aenderung für ein Punktepaar Af^, A den Bedingungtn 
der Aufgabe gemäga gegeben, insbesondere z. B. = Null gegeben ist, so 
erhält man dadm-ch bei Substitution des Ansdruckes ('133) von cu oioe 
Bestimmungagleichnng für die in den Ausdrücken von P und M to> 
kommenden unbekannten Constanten. 

Nöthigen Falls können ferner die Aendernngen 
J{x~Xa) und J(j/ — t/a) 
der Coonüinötennnterschiede in Betraclit geflogen werden , die vielleiaht für 
dasselbe oder für ein anderes Punktepaar gegeben oder an eine gewisse 
Bedingung geknüpft sind. Dieselben sind bestimmt durch die verliältnias- 
mäesigeu Aendernngen ti) und e^ des Krümmungawinkels und der Länge 
aller Elemente rfs des zwischenliegenden Bogcns A^A zusammen , 
durch die Richtungsänderung z/fjpd oder /J{p dieses Bogens am Ende J 
resp. A. Was zunächst die Differentiale 

ä^lx^x^) und dJ{i/ — 5„) 
betriSl, die von der Aenderung J dip^= fääqi des Conti ngonzwink«la i 
von der Dehnung e^ des Bogenelenientes ds bei A herrühri 
vermiige der einer Dreliung um die Bieguugase Ä gleich komrneujj 
Aenderung (o d<fi der Punkt Ag relativ gegen den Punkt A nach 
Richtung A^ S der Senkrechten zur Sehne A .-lg versclinben , Und xii 
om die Strecke AA„.iijdifii vemiüge der Delinnng £„ dagegen erfl 
eine relative Verschiebung parallel der Tangente AT im Punkte A uOT' 
Strecke £|jds. Daraufl ergiebt sieh, wenn der Winkel A^SX mit J 
bezeichnet wird, 

dJ(Xo — x)^ — AAo- oidq>-cosx}i-\-B^ds.sinip 
dJ {y — y^^^^AA^.ta d<f . sin ip -\- e^ds .cos^ 
oder wegen AA^-cosip^jf — yg, A Af, . stn \l> =, Xg ^ X 
nnd , wenn dx nnd dtf die Aenderungen der Coordinaten j;, y/ 
Uebergange vom Punkte A /-n einem im Sinne TA t ' ' ' 

unendliuli nahe benachbarten Punkte, — ,— und -^ folglich = • 

ds ds 

und mms des Winkels zwisdien den Biclitungen TA und OX i 
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ds 
dy 



cos ( — -j- qp j = — sing) 



dJ (xQ'r-x)=^ — (y — 2^0) f^dq) — €Qdx 

dJ (y — 2/0) = (^0 — ^) w dy 4" «0 ^y 
id daraas durch Integration , d. i. durch Summirung der von allen 
lementen des Bogens ÄqÄ zusammen herrührenden Bestandtheile : 

J(xQ — x) = Cy,—/yo)dq)-^yQ/o)d(p—/€Qdx 
J{y — yo) — Cy—/x(od(p-\-XQ/(od(p-\-/€Qdy. 

Die Integrationsconstanten Cx und Cy sind diejenigen Aenderungen 
ron Xq — X resp. y — «/o ? ^^® ^^^ ^^^ Richtungsänderung ^Jg) der Nor- 
male AN oder von der Richtungsänderung ^g>Q der Normale ÄqNq 
herrühren ; und indem erstere eine relative Verschiebung von Aq gegen 
^ im Sinne SAq im Betrage AA^^Jq) zur Folge hat, ist 

Cx=AA^.Jq).cos\p = (y — yQ)J(p=={y — yQ)(Jq}o'\-J(od(p) 

Cj= — AAq . Jq) . sinip = (x — Xq) Jq> = {x — Xq) (^q>Q -]-/(^dcp) 

lut Rücksicht auf Gleichung (437). Hiemach ergiebt sich schliesslich: 
^[x—XQ) = — {y'-y^)JcpQ'^fyo}d(p — yf(ad(p^feQdx 

^(H'-yo) = (^—^0) ^Vo —/^ o)dq)-j- xfio d(p -\- f% dy 

Ke Integrale sind dabei von gpQ, x^^ y^ als unterer bis y, Xj y als 
oberer Grenze zu nehmen. 



(438). 






171. — Als Beispiel werde zuvörderst ein stabförmiger Körper mit 
constantem Querschnitte J?' und kreisbogenförmiger Mittellinie JBJBqjBi = 2rß 

(Fig. 52) betrachtet, welcher, bei JB 
und Bi verschiebbar gestützt, aber 
durch' die entgegengerichteten Kräfte 
JByB bezüglich seiner Ausstreckung 
längs der Sehne 13 B^ beschränkt, in 
der Mitte bei Bq von einer Kraft 
= 2Q, normal gegen BB^ gerichtet, 
angegriffen wird. 

Für einen beliebigen Querschnitt, 
dessen , Schwerpunkt A durch den 
Winkel Bq OA == q> bestimmt ist, 
ergiebt sicli mit Rücksicht auf die 
b^i B angreifende Kraft B und Stützenreaction Q : 

P = — Qsincp — Bcoscp 

Jlf= — Qr (sin ß — sin (p) -j- Br (cos cp — cos ß) 

M 

— == — Qsi/nß — Bcosß-\-Qsvng)-\-Bcosq) 




P^^ = pQ = —Qsinß'-Bcosß 



(439) 



\T 
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und nach Gleichung (424) für die Spannung o in der Entfernung ij von 
der Bicgungsaxe : 

F(y = Po4--L(Po-f ()5my + JScö59)— J-- . (440). 
Im Querschnitte bei JBq (qp = 0) ist 

Fa = P, + ^{Po-^B)-^ . . . (441), 
und im Querschnitte bei B(<p = ß): 

Zwischen JBq und B liegt ein relativer Bruchquerschnitt JB', wenn für 
einen zwischen und ß liegenden Werth von gp 

Q sin q) -\- B COS q) ein Maximum, . 

also Qcosq) — Bsin(p = 0, 

Q 

d. h. wenn der hieraus folgende Werth von tg(p=:-^ <,tg ß iBt Ist das 
der Fall, dann ist an dieser Stelle 

und 

Fa = Po-{-^(Po-\-yQ*-\-B^)-^ . . (442). 

Der grösste Absolutwerth von a ist einer der Absolutwerthe der Spannungen 
(jj und (Tj , welche, beziehungsweise i? = ^ und 7] = — ^ entsprechend, 
nach Gleichung (441) und (442) im Querschnitte Bq oder J5' statt- 
finden. 

Was die Deformation der Mittellinie betrifft, so ergeben 
sich mit Bezug auf das aus Fig. 52 ersichtliche Coordinatensystem, indem 
die Punkte Bq und B an die Stelle der Punkte Äq und A in Fig. 5l 
gesetzt werden , die durch die Belastung verursachten Aenderungen J^ 
und /^h der Dimensionen 

h = MBQ==XQ — X und b = MB = y — y^ 

nach (438). Da die Mittellinie offenbar symmetrisch in Bezug auf die 
X'AxCy diese ihre Normale 'im Punkte Bq bleibt, also Jq)Q-=:^ ist> 
ergiebt sich zuvörderst mit 

a?:=r cösgp und y = r smg) 
— Jh =Jr sinq).a)dq) — r sin ßJ(odq) -\-Jbq dx 

r 

oder nach (423) und (439) mit 

p 1 r 1 1 
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EF 



i-Jh) 



D /< fl\ I 1 Ft» f< a\ I ,^ß — sin ß COS 8 1 „siw^/S"l 

= Po(l — oos/?) + — |_Po(l — cos/S)+e^^ ~ - + ^^^\ 

— smß[Poß-\-\iPoß+Q{^ — cosß)-\-Bsin^^ — F^il-cosß) 

= — Pf^ßsinß-\- — \p^{\—cosß — ßsinß)-[- 

,^/ß — sinßcosß ' n s ' o x>\ ü^^^^/^l 
+ vi* 2 - — sinß + stnßcosß) — ^— ö J • 

Mit Rücksicht auf den Ausdruck (439) von Pq kann diese Gleicliung auf 
die Form gebracht werden: 

^(-Jh) = Q[l-ß(l-cos2ß)-{.l^f(ß)] 



-\-B[l.ßsin2ß-^<p(ß)] 
mit f(ß) = ß—2sinß-\-^sin2ß — ^ßcos2ß 



} (443). 



yC/?) 



3 1 

-f-cöS/J -r'COs2ß — — ßsin2ß 

4: a 



Weiter erhält man nach (438) mit obigen Ausdrücken von e^ und w: 

ß 8 TB'mß 

Jb = — Jr cosq),o)d(p-\-rcos ßjoa dcp -^JBq dy 







EF 



^■L T> ' o 1 Fü • -o I r^sin^ß 1 ■r.ß-^sinßcosß^ 
Jb= — P^ stnß — — \PQ sinß-i- Q—^-^ + B^^ — --^ ^J 

= Poßcosß^—\Po(—smß + ßcosß)-\- 

, ^/ sin^ß . ^ 9o\ \ -Df ß-\-sinßcosß , . ^ AI 

+ Qy 2"^+ cosß — cos^ ßJ^B[-- ^--^ — ^ — ^+ smßcosßj | , 

eine Gleichung, die mit Rücksicht auf den Ausdruck (439) von Pq aut 
die Form gebracht werden kann: 

^ ^6 = (2 [-- 1 /S si« 2^ + -^ ^ (/?)] 

- i? [y /? (1 + cos 2 /?) + -^ t// (i?)] [(444), 

mit xl)(ß) = ß — ^^n2ß-{-^ßeos2ß = 2(ß—sinß)—f(ß) 
>KöZ;ß/ /(/^) und q)(ß) die oben unter (448) aiige5ü\\T\ßti'B^^'ö\v\M5i%^^ 
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Für einige besondere Winkel ß haben die in den Gleichungen (443) 
und (444) vorkommenden verschiedenen Functionen von ß die folgenden 
Wertlie : 



/? = 30« 



45^ 



60* 



— ßsin2ß = 0,2267 0,3927 0,4534 



900 




~ß(l—cos2ß) = 0,1309 0,3927 0,7854 1,5708 



■^ß{l-{-cos2ß) = 0,3927 0,3927 0,2618 

tu 







f(ß)=^0 0,0422 0,1212 0,2265 0,3562 

(p(ß) = 0,0143 0,0644 0,1715 0,5 

tp(ß)=:0 0,0050 0,0354 0,1359 0,7854 

Ist ß ein kleiner Winkel, so findet man durch Beihenentwickelang 
bis zu den Gliedern mit ß^ : 

!/?(!- cos2/9) = /?ä; i-/S(l + cos 2/?) =/? — /?» 



172. — Wenn der kreisbogenförmig gekrümmte stab- 
förmige Körper (Fig. 52) längs den Stützflächen bei B 
und Bi ohne Widerstand gleiten kann, so ist j5==0, also 

Q 

-^^tg ß 1 die Spannung im Querschnitte Bq am grössten und zwar nach 



(441) 



dem Absolutwertlie von 

Qsinß 



a= 



(,+i.j_) . . . 

\ a rA-n/ 



Jb \ a r-\-rj/ 

für r] = ei oder ij = — Cg • ^^ kleiner e^ und eg im Vergleich mit f 
sind, mit desto geringerem Feliler kann diese Spannung: 

Qsinß 1 t] , , ,.««. P 

a=— ^ j^ — -f ^^^ iiach (436): cc = ^y 



a r 



also auch 



a = — ^^-^jt=Qrstnß-jA 



gesetzt werden = der Spannung im mittleren Querschnitte eines geraden 
Stabes von der Länge BB^ = 2r sin ß bei Belastung durch die in der 
Mitte angreifende Kraft 2Q. 

In diesem Falle, dass die Querschnittsdimensionen im 
Vergleich mit r klein genug sind, um a=^ setzen z« 
könnon^ kann im Ausdrucke (443) von ^Jh auch 
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lß{l— cos 2 ß) gegen ^f iß) 

vernachlässigt werden, da —ß{l — cos2ß) und f(ß) von einerlei Grössen- 
Ordnung sind, so dass sich ergiebt: 

-Jh = ^^lf(ß)=±r^f(ß) . . . (446). 

Ist zugleich ß ein so kleiner Winkel, dass nach voriger Nummer 
f(^ß)= — ß^ gesetzt werden kann, so ist diese Senkung des Scheitels ^o 

ö 

des schwach gekrümmten Stabes: 

EJ S EJ 3 EJ 4:8 

ebenso gross wie die eines geraden Stabes von gleicher Länge in Folge 

seiner Belastung = 2^ in der Mitte gemäss Gleichung (147), Nr. 61. 

Uebrigens ist auch , wenn ß nicht sehr klein ist , dodi die Senkung des 
Scheitels nur wenig gröäfeer; setzt man 

— z/Ä = |^^^ mit b = rsinß, 
EJ n ^ ' 

so findet man für ß = SO^ 45<> 60^ 90^ 

w = 47,4 46,7 45,9 44,9. 



In dem Ausdrucke (444) von z/& darf, wenn auch — = -;;r eine 

a p 

grosse Zahl ist, doch nicht allgemein 

— ßsin2ß gegen —q){ß) 

Vernachlässigt werden, weil, wenn ß ein kleiner Winkel ist, — ß sin 2ß 

eine mit /9^, dagegen (f>(ß) eine mit ß^ vergleichbare Grösse hat. Somit 
ist dann 

= ^ »•' [9' W - Y ^ s*»» 2 /? ^] (447). 
Ist zugleich ß so klein, dass nach voriger Nummer 

2 
gesetzt werden kann, so ist in letzterem Ausdrucke -^ ß^ gegen ß^ zu ver- 

f , , 

nachlässigen, falls der kleine Bruch -^ eine mit ß vergleichbare Grösse 
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mit b = rß, oder wegen Ä=r(l — cosß) = 



"^^mi-k^'-^^y • • • • ^^^ 



24 
Wäre b^ = -— p = 4:,8 P, z. B. bei rechteckigem oder elliptischem Quifr 

5 

schnitte mit /^ = ~e2 resp. -j-e* : 6^=1,6 e^ resp. 1,2 e^, so wate 

ö 4: 

^{)=rO, das Verhalten des Stabes folglich dasselbe, als ob er an den 
Enden um feste Axen drelibar wäre. Indessen würde das einen Stab 
voraussetzen, dessen Länge seine Dicke nur wenig übertrifil. Anderen 
Falles ist z/& positiv und unter sonst gleiclien Umständen der Pfeilhöhfi 
h proportional. 

173. — Ist der kreisbogenf ormig gekrümmte Stak 
(Fig. 52) an den Enden bei^ undjBj umfesteAxen drehbar, 
so ist ^6 = 0, folglich nach (444): 

g)(ß) — a.—ßsm2ß 
B = Q . . (449), 

V^(/^) + «-Y/^(i+cö52/5) 

und ergeben sich durcli Substitution dieses Werthes von JB in (441)) 
(442) und (443) die Spannungen in den Querschnitten bei H^ und V 
sowie die Durchbiegung = — z/Ä im Scheitelpunkte j?q. 

Ist z. B. die Mittellinie ein Halbkreis (/5 = 90^), so ist 



f{f} Y 



B ^\2/ 2 2 

= — = — = 0,6366 



Q , / TT \ 7C 7C 



V'xo/ 4 



und die Lage des Bruchpunktes B* bestimmt durch den Winkel 

7t 

cp = ardg -^ = arc tg — = ^7^ 31'. 

Nach (439) ist ferner Pq = — Q und deshalb die Spannung in der Ent- 
fernung 1^ von der Biegungsaxc im Querschnitte bei Bq nach (441) : 

FL ' a\ 7t/r-\-i]J F\ ' a r+'/^ 

und im Querschnitte bei j?' nach (442): 



_ (g / 0,1854 V \ 

~ F\ ■!" a rA-vJ' 
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welchem dieser zwei Querschnitte und ob auf der convexen oder con- 
7en Seite in grösster Entfernung von der Biegungsaxe der grösste Abso^ 
werth von a stattfindet, hängt von der Form und von den verhältniss* 
issigen Grössen der Dimensionen des Querschnittes (verglichen mit r) 
; unmittelbar ist aber ersichtlich , dass er in grösster Entfernung = e 
oder 62 } jenachdem e^ > c^ oder Cg > Cj) von der Biegungsaxe des 

lerschnittes bei JB« stattfindet, wenn — ein kleiner Bruch ist. Ist letz- 

er so klein, dass a = ^ gesetzt werden kann, so ist jene Maximal- 
Eumung näherungsweise 

= 0,3634 |f ^ -^ = 0,3634 (gr -j , 

i. im Verhältnisse 0,3634 kleiner, als unter übrigens gleichen üm- 
nden im Falle der vorigen Nummer. 

Die Durchbiegung im Scheitel des halbkreisförmig gekrümmten Stabes 

_ 2 ^ 

nach Gleichung (443) und mit JB = — Q: 

-^»=^«{f+i.[r('f)-i,(f)]} 

= (0,0379 + 1,57 a)^ 

P 
d wenn der Stab verhältnissmässig so dünn ist, dass a = ^ gesetzt 

Tden kann: 



Jh= (0,0379 + 1,57 ^)^rK 



Für einen verhältnissmässig (verglichen mit r) dünnen 
id zugleich schwach gekrümmten Stab sind a und ß kleine 
Qche, und kann dann nach (449) mit Bücksicht auf die Angaben am 
hlusse von Nr. 171 

Q a(/9 — /?8) a 1— /S« 
setzt werden, oder auch noch einfacher: 



l=4(Ä^'-«)' 



Q 

i. mit b = rß und h=r(l — cosß) = — rß^ , 

mit flieh nacli (411) — (443) die Spannungen in den relativen Bruch- 
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P^neracl mitten und dio DuruhbiegnDg ha Scheitelpunkte B,^ ergi 
äieser Gleichung (450) folgen auch wieder die aclion in voriger Nim 
Migeluhrten zuflammengehnrigen Werthe 

S = 0, Jh^O für bi=z'^p. 



174. — Ausser den in den zwei vorigen Nummern betrachl« 
durch Ji^:ö resp. Jb^O ehiirtikterisirten Füllen iat femer nocb i 
Fall hemerkenawerth , dass B und i/o nach einem gewissen. Vevhältm 
einander proportional sind , indem etw» die Enden B und B^ des S 
durcli eine gerade elastiBche Stange verbunden sind ; ist Ei der I 
I citätsmodiil und Fj der Querschnitt derselben, so iat 



wodurch in Verbindung mit Gleichung (444) B und Jb beatimmt b 
Wäre der Stab an den Enden so eingeklemmt , dass die Norm 
Meiner Mittellinie daselbst die Richtungen BO und B^O (Fig. 52) 1 
üssen, so käme das Spanniingamoment in diesen Endquerschnil' 
! weitere Unbekannte liinzu, die in die Ausdrücke von P und M, t 

'on Pj und — einginge, nach (437) aber durch die Gleichung 

f 

mit Rücksicht auf den Ausdruck (423) von w bestimmt wäre. Hierbei 

könnte der Slab bei B und B^ in zwei Körpern eingeklemmt sein, die 

längs der Sehne BB^ widerstandslos verschiebbar (JB ^= 0) , oder o"' 

rboweglioh (_y&^=0), oder durch eine nachgiebige dastische Stange vW- 

n resp. aussen gegen elastische Widerlager gestützt sind ( -^^ Consl.j- 

Durch gleichzeitig veränderte Annahmen limsichtlich der Belaitungfr 
weise und ursprünglichen Form der Mittellinie könnte eine noch gt^ff* 
Mannigfaltigkeit besonderer Aufgaben gebildet werden, die auch zum Tliöl 
^on techoiscliem Interesse sind (z, B, für den Brückenbau und bei ant 
iEiflenconstructiimen), auf deren Besprechung aber hier verzichtet winlj 
hie neue Gesichtspunkte von priucipieller Wichtigkeit kaum darbieten, 



175. 



Der Zu summen h 
Qu«, 



sehn 



i Ring«. 



nd kr 



• för 



J3' 



i e (Radius ^ r) sei an einer Stell» 
(bei A, Fig. 53) so unterbruuhen. dass die End- 
flfichen sich daselbst oben ohne gegenseitigra i 
Druck berühren. Wie weit ^ 2a kann I 
Ring geöffnet werden durch zwei entgegen gesetiU 
Kräfte (^ , die in den Endpunkten tangential * 
die Mittellinie goriclitet angreifen, und wie groj! 
ist m ViAgc iesacn iw gt&s«te im Ringe . 



(451). 
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Wenn die Punkte Ä, Äq in Fig. 53 dieselben Bedeutungen wie diie 
leich bezeichneten Punkte in Fig. 51 haben, so ist mit Bezug auf das 
tts Fig. 53 ersichtliche Coordinatensystem nach Gleichung (438) mit 

Jq)Q = Oy x:=rcosg)y if=rsinq> 

n n n 

a=zj{\f — ^o) = — I'^ coscp.iadcp — rfo) d(p-\-JtQ rcosq)d(p 



der wegen F=^Qcosq> und Jf= — Qr{\^cosq^y 

M 
[80 nach (422) : Po =-PH = — Q 

ad nach (423): e„=-^; a, = -^(l +-^n_^J 

r Q a 2^\ ^ a/ \ ^ 2a/ 

'' = V + Ya)''EF 

'ür die Spannung hat man nach (424) die Gleichung: 

\ ' a r-\'rjJ 

lie ist am grössten im Querschnitte bei ^Q(qp=0) = dem Absolut- 
^erthe von 

a = ~|(l+i-^) .... (452) 

är 1^ = ßj oder ij = — ^j . 

Sind die Quersclinittsdimensionen so klein im Ver- 

leich mit r, dass nach (436): a=^ zu setzen ist, so kann 

ie halbe OeflTnungsweite : 

id der grösste Absolutwerth von o", entsprechend der grössten Ent- 
mung = e von der Biegungsaxe : 

i = 4A± = 2(2r4 .... (454) 
F a r ^ J 

setzt werden. Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit 
m Radius e, so ist die Grösse der Kräfte Q, durch welche der Ring 
i 2a=2e, d. i. so weit geöffnet werden kann^ wie nöthig ist, um 
len anderen gleichen Ring (zur Bildung einer Kette) einhängen zu 
anen, mit 



a = e und J= 



~4~" 



h (4B3); Q=- -.__ = .--E— ^ .... ^^.^V^ 
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und ist dabei nach (454): 



3 r* 7te^ OTT \r / 



\ 



(456). 



Sollte dadurch der Ring keine bleibende Deformation erleiden und deshalb 
etwa A?< sein, so müsste 

r ^ 1/8000 ^ . r' ^^ , « 
— >l/— — , d. 1. —> 29,13 

e ^ o7t e 

sein, woraus ersichtlich ist, dass fragliche Forderung nur bei ungewöhnlich 
weiten und dünnen Ringen erfüllbar wäre. Ob es eher möglich ist, wenn 
die Kräfte Q normal zur Mittelebene gerichtet sind, ergiebt sich aus der 
Untersuchung in Nr. 189. 

176. — Ein ringförmiger Körper von constantem Quer- 

schnitte= F und kreisförmiger Mittellinie (Radius = r) 

sei an einer Stelle so weit offen, dass, wenn er (nach Art 

der Ramsbottom' sehen Kolbenringe) in einen etwas engeren 

J.J g^ Hohlcylinder eingezwängt wird, die 

Endflächen an der Ringöffnung bei J. 
^^ p*-^ (Pig* 54) sich fast berühren. Wie vertheilt 

/ Q Q \ ®^^^* dann die Pressung =p pro Längeneinheit der 

\ Mittellinie zwischen dem Ringe und der Cylinde^ 

r~ j-^/ wand, und welches ist die grösste im Ringe hervo^ 

\\W gerufene Spannung? 

\/N^ Insoweit die Berührung stattfindet, ist die de- 

formirte Mittellinie wieder kreisförmig, aber von 
kleinerem Radius = q , werm der innere Radius des 
Hohlcylinders = q -j- e^ <ir -\- ßi ist. Unter der Voraussetzung , dass 

p p 1^ 

— und — hinlänglich kleine Brüche sind , um a= ^ setzen zu können, 

y T T 

ist dann in den betreffenden Ringquerschnitten nach (428) das Spannungs- 
moment : 

also constant. Das kann , da das Moment des vom Hohlcylinder auf den 
eingezwängten Ring ausgeübten Normaldruckes für die Querschnitte von 
A bis A^ offenbar stetig zunimmt, nur dann der Fall sein, wenn bei k 
ein gewisser Radialdruck = Q (Fig» 54) auf jedes der beiden Ringenden 
concentrirt ausgeübt wird, und zwar kann es auch nur in der dieser Stelle 
A gegenüber liegenden Ringhälfte A-^ A^ A^ der Fall sein, längs welcher 
von A^ resp. A^ bis zur Mitte A^ das Moment der bei A angreifenden 
betreffenden Kraft Q stetig abnimmt. Daraus ist zu schliessen, dass auch 
die Berührung zwischen dem Ringe und dem Hohlcylinder nur bei A nnd 
von A^ resp. A^ bis A^ stattfindet, dass also der Krünunungsradius der 
deformirten Mittellinie des eingezwängten Ringes nur von A^ und ^ bis 
konstant = ^ ist , während er von A \m A^ und A^ stetig von r 
abnimmt. 
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Nun ist, wenn der Winkel AQC0==g)9 und yenn ÄQCB:=tp ein 

7t 

ischen y und — liegender Winkel ist, das Moment der von ^ bis 

■ den eingezwängten Ring wirkenden Kräfte, bezogen auf die Biegungs- 

3 des Querschnittes bei 0: 

n 
T 

M:=:Jp Q dtp .Qsin{ip — q))-\-QQSin(p, 

d da dieses Moment fiir jeden Werth von 9<-^ nach Gleich. (457) 
istant ist, so folgt: 



n 

"2" 



M r Q 

— z=lpsin(ip — q))dxp-{-—sinq) = Const . (458). 



rin ist p eine Function von xp. Ist aber allgemein 



z 



u= Ifixj a)dxj 



7 

ter j/ und Functionen von a verstanden, so dass auch u eine Func- 
a von a ist, so ist bekanntlich 

z 

du 



d 



a ' ^^ ^ da ' ^^^ ^ da ^ J da 



TZ 

i folgt danach aus (458) bei Substitution von '^ ^ ^ -^ 

u 



"" dz 2 



£iir X a y 

TC 



da'^'dw""^ und/'(y,a)=psm(<)P— (j()) = 0: 

n 

jJ^ = —jp(^s{x\)—i)dyp-\-^costf = ^ 

1 daraus weiter, indem hier 

df ""df"^^ ''''^ /*(2/,«)=i>Cös(gp — 9))=jp, 

\r -^r- wieder =0 ist: 
da 

n 

T 

d^ 



l—-j = p — I psin(ip — f)dxff —sin(p = 0. 



fp 
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Hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf Gleichung (458): 

M ^ M , ^ 

jp = — 2 , während Q= — . . . . (459) 

sein muss, damit das Moment von Q in Bezug auf die Biegnngsaxen dei 
Ringquerschnitte von Ä bis Ä^ stetig von bis üf zunehme. 

Was die Spannung des in den Hohlcylinder eingezwängten Ringej 
betrifft, so ist im Querschnitte bei (Fig. 54): 

n 



P= — Qsinq) — I pQdipsin(x(ß — (p) 



9 

M , M ,^ . . M 
= stnw (1 — sinq)) = , 

9 ^ ? Q 

also p^=p^^ = 

und nach (424), wenn die Querschnittsdimensionen im Vergleich mit r so 

P 
klein sind, dass nicht nur a = -^ gesetzt (entsprechend im Falle 61=63=« 

der Vernachlässigung von — gegen 1) , sondern selbst — gegen 1 ver- 
nachlässigt werden kann : 

M^r^ T] Mt] 

^ ~Fr'p V^~ IT 

, und der grösste Absolutwerth von a mit Rücksicht auf Gleichung (457): 

Mit der dieser Entwickelung zu Grunde liegenden Annäherung kann dabei 
unter r und q schliesslich statt des mittleren auch der äussere Radius des 
Ringes beziehungsweise vor und nach seiner Einzwängung in den Hohl- 
cylinder, unter q also auch der innere Radius des letzteren verstanden 
werden. — 

Wenn ein solcher Ring nach seiner Einzwängung in 
den Hohlcylinder vomRadius ^ denselben ringsum unter 
constantem Drucke = p pro Längeneinheit berühren 
sollte, das Spannungsmoment im Querschnitte bei (Fig. 54) folglieb 

n 
M=JpQdxp . Q sin (ip — tp) =PQ^ (1 -|- cos q>) 

sein sollte, so müsste, wenn der Ring ursprünglich nach einer Cylinder- 
fläche vom Radius r abgedreht war, das Trägheitsmoment J seines Quer- 
schnittes von ^ bis J. stetig abnehmen, gemäss der Gleichung (457): 



\q r / 



Krumme siabförmige Körper. 271 

Insbesondere bei rechteckigem Querschnitte von con- 
inter Breite h müsste die Dicke = 2e veränderlich sein gemäsß der 



Eichung (entsprechend J= — he^): 

iraus, wenn Cq den Werth von e bei Äq (tp = 0) bedeutet, 

3 8 



«0 



-1 / ^PQ' . e-e ]/J±^±- . (461) 



113 
Igt, z. B. für g) = -—7t -rr-Tt —-TT tc 
^ ' ^ 4 2 4. 

— =1 0,949 0,794 0,527 0. 

177. — Solche Fälle, in denen die Querschnittsdimensionen nicht 
10 klein im Vergleich mit dem Krümmungsradius r sind , dass , wie bei 

ka vorhergehenden Beispielen, ohne wesentlichen Fehler a = ^ gesetzt 

werden kann, kommen namentlicli bei ringsum gesclilossenen ringförmigen 
Körpern vor, die durch zwei entgegengesetzt gleiclie Kräfte diametral ge- 
logen oder gedrückt werden, wobei ersteren Falles (z. B. bei Ketten- 
nngen) der Querschnitt ein Kreis, letzteren Falles (z. B. bei hohl ge- 
gossenen zur Unterstützung beweglicher Lasten dienenden Walzen) ein 
Rechteck zu sein pflegt, während die Mittellinie dort kreisförmig oder oval, 
bier kreisförmig ist. 

Ist die ursprüngliche Mittellinie eines solchen Ringes 
von constantem Querschnitte = F ein Kreis mit dem 
Radius r, undwird er an diametral gegenüber liegenden 
Stellen von auseinander ziehend wirkenden Kräften 2Q 
•Jigegriffen, so bleibt die deformirte Mittellinie offenbar symmetrisch 

in Bezug auf die rechtwinkeligen Axen CX und C¥ 
^^' ^** (Fig. 55), von denen letztere mit den Riclitungslinien 

der Kräfte 2Q zusammenfällt, und werden überhaupt 
die vier Quadranten des Ringes, wie AB in Fig. 55, 
auf gleiclie Weise in Anspruch genommen. Un- 
beschadet des Gleichgewichtszustandes dieses Ring- 
quadranten kann er als im Querscimitte B befestigt, 
im Querscimitte A durchschnitten angenommen werden, 
falls dann nur in dieser Schnittfläche die äussere 
Kraft Q im Sinne BG und em äusseres Kräftepaar 
= dem Spannungsmomente Mq des Ringquerschnittes A 
••P«ifeiid gedacht wird. Damit ergiebt sich für den beliebigen Quer- 
icimittbei 0: 
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P=zQcosq> und M=Mo'{'Qr(l — cosg>)f 



al 



so 



Po=P+^ = 



r r 

und nach Gleichung (424): 



M 
r 



M 

"^0 ^Q „^^ ^ = Pq — Qcos(P 



worin die Unbekannte Pq nach (487) mit Rücksicht auf (423), nämlicb 

durch die Gleichung 

n n 

2" "2" 

0= Jo)dq)=jyPQ'{'—iPQ — Qcos(p)^ dcp 



=(^+i)f^.-i« 



bestimmt ist, woraus folgt: Pq= ^ — 

(1 -j- ö) ^ 



und somit 



, F 2 , 1 r 2 "1 

lt--r.<; = 7— j r I y— i r COS q) I 

ö (H-aW * ö 1.(1 + a) 7t ^J 



V 



_ - . (462). 

Q^ (l + a)7V * ö L(l + a)7r -^"^Jr+i? 

Die grössten Werthe von a sind die Spannungen a^ und (^2 '^ 
den äussersten und innersten Funkten der Querschnitte bei Ä und £ 



{(p=0 und 9 = y)- 



Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis vom Radius e» 
also nach Gleichung (433): 



«=^t(t-^1^^)-'' 



so findet man im Querschnitte 









A 


B 








F 


F 


F 


F 




r — 




-Q'^ 


q'^ 


q'^ 


e"' 


für 


Se 


— 2,62 


7,10 


5,87 


— 9,88 


9J 


r 


4:6 


— 4,00 


8,35 


8,39 


— 12,32 


77 


r — 


he 


— 5,41 


9,69 


10,93 


— 14,82 



Bei Ä findet also aussen Pressung, innen Spannung im engeren Sinn« 
statt, bei B umgekehrt aussen Spannung, innen Fressung, und letzte« 
ist der grösste Absolutwerth k von o im ganzen Ringe, nämlich 

= -±—(-1+1.-1-)%. . . (468). 
(l-{-a)7t\ ' ar — 6/ F 

Wenn die Kräfte 2^ gegeneinander drückend wirken) 
so ändert sich weiter nichts, als dass alle Spannungen sstt Ptressungflt 
werden und umgekehrt. Ist dabei derQuerschnitt ein'K echteck} 



Je 
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ingförmige Körper eine hohlcylindrische "Walze mit dem äusseren und 
m Radius =r-j-e und r — e, so ist nach (430): 

a = — 1-4 — In — ■ — 

* 2 Q r — e 

jrgiebt sich nach (463) der Maximalwerth von G (hier eine Spannung 
igeren Sinne) 



für r = 4e: 



q 

' F 





Fig. 


56. 




I 


^ 






B 




s. 


\ 


1 


t 


\ 
V 

\ 


4\ 



178. — Die Mittellinie eines ovalen Kettengliedes 
kreisförmigem Querschnitte (Radius =6) sei aus 

ierlei Kreisbögen mit den Radien r und r^ zusammen- 

gesetzt; deren Mittelpunkte natürlich 
in den Symmetrieaxen CX und CY 
(Fig. 56) liegen, von denen letztere 
diejenige sei, längs welcher das be- 
trachtete Kettenglied von den zwei 
eingehängten benachbarten Gliedern 
durch die Kräfte 2 Q auf Zug in 
Anspruch genommen wird ; sind dann 
CA = a und GH = 6 die betreffenden 
Halbaxen der Mittellinie, so ist & > a. 
Auch hier braucht wieder nur das 
_-y.* Verhalten eines Ringquadranten wie 
AH ^ Fig. 56, untersucht zu werden, 

1 Mittellinie aus den mit gemeinsamer Tangente in einander über- 

den Kreisbögen AO^ und 0^3 besteht mit den Radien NA = NOi=r 

Sind a und h gegeben , so sind r und r^ zunächst nur der Be- 
ngsgleichung 

J2=(r— a)2+(j— ^J2 oder— 2rri + 2ar+26ri=ö^^+^^ (464) 
?7orfen, gemäss welcher sie auf unendlich mannigfache Weise inner- 
der Grenzen 

ri = 0, *■ = — 2"^ — und ri = a, r=-^— — ^ = 00 

ilt werden können. In diesen beiden Grenzfallen wäre — möglichst 

r 

= , und da ihnen die grösste Abweichung der Mittellinie von 

üblichen ellipsenähnlichen Form entspräche, so lässt sich erwarten, 

diese am vollkommensten durch zweierlei Kreisbögen erreichbar ist, 

deren Radien r, r^ so gewählt werden, dass umgekehrt -— so gross 

löglich ist. Aus dieser Forderung 

f. 

— i- = max folgt r dr^ — r^dr = 

T 

a nach Gleichung (464) auch 

ishof, Elasticität und Festigkeit. 



oder -=, — =: — 



dr^ 



r 



18 
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— T dr^ — r^dr -\-adr'\- hdr^ = , also -j— = 



dr^ a — fi 
ist , ergiebt sich als zweite Bestimmungsgleichung von r, r^ : 

r T — 6 

oder 2rri — ar — 6ri=0 . • (465). 



*i «— ^1 



Hieraus und aus (464) folgt 

ar + &ri = a« + 6« ...... (466), 

daraus und aus (465) : 

2rri = a« + &«; 4aferri=: 2a6 (a^ + i«), 
endlich hieraus und aus (466): 

ar — feri = +f/(a« + &«)« — 2a6(a«4-6«)=+(6— a)V'a* + *'t 
so dass mit den Bezeichnungen: 

q = j/a* + &* und w = 6 — a 

nun r und r^^ durch die Gleichungen bestimmt sind: 

ar+i^^i = ?* ^"^^ (x,r — 6ri = + g'w, 

, g(g + w) , «(?+««) 

ans denen r = ~, und r. = ' — ^ 

2a ^ 26 

folgt. Was die doppelten Vorzeichen betrifft , so kann man bemerken, 
dass wegen r^r^ 

l^>ldL., also j(_^_)> + .(^_ + _), . 

folgUch gf = j/a« + 6«>:4:(a + 6) 

sein mussy was nur mit den oberen Vorzeichen der Fall ist. Somit 
ergiebt sich: 

^~ 2a ~ 2a 

_ g(g— ^) _ a^+h^—{h—a)}/a^+b^ 
^*~ 2& ~ 26 

entsprechend der Construction (Fig. 56): 

ÄF=b — a; BG = FG; NN^^ normal m AB im Punkte 6f. 
Gemäss dieser Construction ist nämlich 

und wegen Aehnliehkeit der Dreiecke ÄGNj ACB^ N^GBi 

o,q — 2 --^-^^i» -o-^u — 25 — !• 

Was die Dimensionen o, 6 selbst betrifft , so dnd sie im Yeriialtnisf 
tum Radius e des Querschnittes nicht grosser annmehmeny als durch d; 
reiblive Beweglichkeit der Kettenglieder erfordert wird, jedenMb a>2< 



. . (467), 
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6>3e, wie ein Blick auf Fig. 56 erkennen lässt. Dabei erscheint es 
am vortheilhaftesten , die Verhältnisse femer so zu wählen , dass r^=2e 
ist, dass also je zwei auf einander folgende Kettenglieder sich in zwei 
»ich rechtwinkelig kreuzenden Kreisbögen berühren, wie Fig. 56 zeigt, 
wo DE die Hälfte eines dieser Kreisbögen ist. Dadurch wird die Defor- 
mation der Mittellinie nebst entsprechender Anstrengung des Materials von 
JB bis Ol fast ganz verhindert, während sie sich von Ä bis S erstrecken 
würde , wenn sich die Kettenglieder im Falle r^ > 2 e nur in einem Punkte 
Z) berührten , wogegen im Falle r^ < 2 e bei Berührung in vier wie E 
gelegenen Punkten ein gegenseitiges Festklemmen der Kettenglieder durch 
den Einfluss der Zugkraft 2 Q zn befürchten wäre. Mit den Bezeichnungen 

^ AP ^ 

cf = — und a = — 

e e 

entspricht jener Forderung ri=2e gemäss dem Ausdrucke (467) von r^ 
die Gleichung: 

die auf die Form gebracht werden kann : 

Sß — {4: — a)(a^-^ß^) = 0\ . . . (468). 

Wenn nun eines der Verhältnisse a, /? (ot > 2 , j5 > 3) angenommen 
irird, so ist das andere durch Gleichung (468) und "dann auch nach (467) 
das Verhältniss 



f^_a^+ß^ + (ß-a)Va*±ß^ ausser !i- = 2 . (469) 



e 2a e 

bestimmt; schliesslich ist e und sind also a, h, r, r^ bedingt durch die 
Forderung , dass die grösste durch die Zugkraft 2 Q in der Kette ver- 
iirsachte Spannung absolut genommen einen gegebenen Werth k nicht 
überschreiten soll. 

179. — Wenn z. B. im Anschlüsse an die üblichen Formen solcher 
Kettenglieder a=2,5 angenommen wird, ergiöbt sich aus (468) sehr 

nahe/? = 3,6 entsprechend -^ = 2; damit — =4,8 aus (469) und, 

wenn (Fig. 56) GN=c^ CN^ = c^ und Winkel CNN^= (p^ gesetzt 
wird, 

-^ = ~ — a = 2,3; ■^ = /9 — •^=1,6 ; 9)1 = ard^ ^ = 34^50'. 

^«m nun der Bogen EO^ und somit der Winkel cp^ als unveränderlich 
*ö betrachten sind , ist die grösste Anstrengung in dem Ringstücke zwischen 
«4 und Ol zu suchen, für welches wie in Nr. 177 die Gleicimng 

S^^ m der nur mit 
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n 

T 

die Unbekannte P^ statt durch die Gleichung : =Jo) dq) jetzt durch die 



P / 1\ 1 
Gleichung : = / ci)dq>= ll-| j^PiJ^o Qsinq>i bestimmt ist, 



woraus 



und -n(J= ,, I \ L, . ^ cosy — f- . (470) 

folgt. Der grösste Absolutwerth von a findet im Querschnitte bei A oder 
bei Ol statt, nämlich für y = oder q> = q)^ und iy:=r-J-e. Den 
oben bestimmten Dimensionsverhältnissen entsprechend ergiebt sich aber 
a = 0,0111 nach (433) oder (484) und damit 

Q 

f 1?= c:(Ti = — 0,171 -f 

für (p = undi ^ ^^^ -^ 

' \ r]=: — e:a^= 2,608 „ 

{r]z=: e: Oi= 2,615 „ 
i,=:-^:(T,= -l,648 „ 

also Ä?= 2,615-^ (471). 

Dass diese Maximalspannung im äussersten Punkte des Querschnittes bei 
Oj nur so wenig grösser ist, als im innersten Punkte des Querschnittes 
bei Ä, bestätigt die Zweckmässigkeit der gewählten Verhältnisse. 

Wenn für eine aus bestem Stabeisen verfertigte solche Kette der 
Durchmesser des zu den Gliedern benutzten Bundeisens etwa 

2e= 0,04^2^ Centim., also F = 7t e^ = O^OOOS 7t Q 

gesetzt wird , unter 2 Q Kgr. die grösste in Aussicht genommene Zag- 
belastung der Kette verstanden, so folgt aus (471) die specifische 
Maximalspannung : 

Je = — -^ = 1 040 Ker. pro Quadratcentim. 

0,0008 TT 6 r ^ 

180. — Die Tragkraft einer Kette kann wesentlich vergrössert resp. 
die Maximalspannung Je bei gegebener Zugkraft verkleinert werden dnrcli 
Aussteifung der Kettenglieder nach Art der Fig. 57. Mt 
Rücksicht auf die Dicke des eingefügten Steges ist dabei ß etwas grösser 
zu wählen , und wenn z. B. ß = 4: angenommen wird , ergiebt sich 
a = 2,59 nach (468) gemäss der Forderung ri^= 2e und unter der 
Voraussetzung , dass wieder die Mittellinie aus zweierlei Kreisbögen mit 
den Radien r und r^ zusammengesetzt wird, von denen r im Verhältnisse 
zu e durch (469) bestimmt ist. Für einen Querschnitt des nach diesem 
Radius r gekrümmten und somit durch ein folgendes Glied nicht unter' 
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stStzten Theils des 

ng. 67. 



ist dann, unter 2iS die Kraft verstanden, 
durch welche der Steg zusammengedrückt 
wird und womit er also auch beider- 
seits im Sinne CA und CA^ auf das 
Kettenglied zurückwirkt (je mit S auf 
jeden der beiden durch die Querscbnitte 
A und A^ , Fig. 57 , getrennten Qua- 
dranten) : 

P^ Qcosq)-\-Ssinqi 

M= Ma-{-Qr(l — cos y) — Srsmq> 



Qcosif) — Ssintp, 
^A also nach (424): 

i^ff = Po + -i- (Po — e COS gp — Ä OT« 7>) ^^-^ . 
Unbekannten Pg und S dieses Änsdruckes sind durch die 




Die zwei 
Gleichung 

9', 1 r 1 
0=Jo)dq> mit w=r-== I PoH -(A— Qcosif — S sin <p)\ 

nnd durch eine zweite G-leichung bestimmt , die dadurch erhalten wird, 
dass die Längenändemng (Verkürzung) dev Halbaxe CA sowolil nach 
(438) , wie auch als halbe Znsammendrückung des Steges als Function 
seiner Dimensionen , seines Elasticitätsmodul und der Kraft 2 S ausgedrückt 
wird , nnd dann beide Ausdrücke einander gleich gesetzt werden. 

Von dieser ziemlich umständlichen theoretischen Bestimmung des 
Spannangszustandes ist hier indessen kaum ein praktischer Gewinn zu 
erwarten, indem bei den üblichen Terhältnissen solcher Kettenglieder ihre 
Tragkraft erfahrungsmässig nur wenig kleiner ist, als diejenige eines 
geraden Stabes vom Querschnitte 2 F. Nach Versuchen , welche die 
englische Admiralität über die Tragkraft von Ankerketten mit 
anagesteiften Gliedern anstellen Hess, ergab sich die Zugkraft, 
durch welche die Kette zerrissen wird , im Durchschnitte : 

2Q= i,G EF, 
unter K die Zugfestigkeit des betreffenden Eisens verstanden, die im 
Mittel etwa 4300 Kgr. pro Quadratcentim. betrug. Bliebe das Ver- 
theilungsgesetz der Spannungen bis zum Bruche unverändert, so würde 
hieraus bei irgend einer auf das Kettenglied ausgeübten Zugkraft 2 Q die 
Masimalspannung 
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Flg. 68. 



181. — Als ein hierlier gehöriges Beispiel Ton technischem Interesse 
mag schliesslich noch die Anstrengung eines Schwangring es 
berechnet werden, d. h. eines um seine geometrische Axe, mit welcher 
er durch symmetrisch vertlieilte, radial gerichtete gerade Arme verbunden 
ist; mit einer gewissen Geschwindigkeit rotirenden kreisrunden Ringes. 
Die belastende Kraft ist hier die Centrifugalkraft, indem von der Schwere 
abgesehen wird. 

Der Querschnitt = JF\ jedes Armes wird ebenso wie derjenige = F 
des Ringes als constant vorausgesetzt; und es seien femer: 

W die Winkelgeschwindigkeit, 

r der Radius, v = rtp die Peripheriegeschwindigkeit der Mittellinie des 

Ringes, 
E der Elasticitätsmodul , m die specifische Masse (Masse der Volumen- 

einheit) des Materials , woraus der Ring besteht, 
El und nii die entsprechenden Grössen für das Material der Arme, 
2 y der Winkel , unter welchem die Mittellinien CS und CB^ (Fig. 58) 

zweier auf einander folgender Arme gegen einander geneigt sind. 

Ist CA die als a;-Axe angenommene 
Halbirungslinie dieses Winkels, so brauchen 
nur die Spannungsverhältnisse des Ring- 
Stückes AB untersucht zu werden, indem 

27t 

sich dieselben mal wiederholen. sei 

ein beliebiger Punkt des Bogens AB der 
Mittellinie, Winkel OCX= cp, 0^ ein 
Punkt des Bogens AO, Wmkel ÖCOi= ^' 
A und (A) seien die Werthe von P und 
M (Nr. 166) im Querschnitte bei Aj so 
dass, wenn durch letzteren ein Schnitt 
geführt wird , das Ringstück AB in un- 
verändertem Gleichgewichtszustande bleibt, 
falls in seiner Endfläche bei A jene Kraft A und ein Eräftepaar mit dem 
Momente (A) in dem durch den betreffenden PfeU in Fig. 58 angedeuteten 
Sinne ziehend resp. drehend angebracht wird ; denn die Schubkraft B 
(Nr. 166) ist hier offenbar = Null. 

Ist Cdrp die Centrifugalkraft eines Ringelementes zwischen zwei unter 
dem Winkel dtp gegen einander geneigten Querschnitten, so ergiebt sich 
mit den aus Nr. 167, 168 und Gl. (435) ersichtlichen Bedeutungen von 
7], dF und f mit Rücksicht darauf, dass die Centrifugalkraft eines Massen- 
elementes dM = m dF {r -j- rj) dtp in der Entfernung r -|- i; von der 
Rotationsaxe = w^ dM (r -j- 1?) ist : 

Cdip=/w^mdF{r-\-r]ydxp 

= w^md\p{r^/dF'\'2r/r]dF-^/r]^dF) 

= t(;2mdT/;F(H-|-p) = mi^t;2^1 + ^) dt/; . (472) 

id damit für den Querschnitt bei 0: 
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F= Acos q) -\- f G d^p smxp ^=^ Acos q> -{- C (1 — costp) 



= (7 — Bcosg) mit B=C — Ä, 

M 

ferner nach (422): — = Pq— P= Pq — C+ Bc05qp 

T 

und nach (424): JPör = Po+ — (P«— C+Bcosy) — |— . (473). 

Hieraus erkennt man^ dass die eminenten und deshalb einzig in 
Betracht kommenden Spannungen in den äussersten und innersten Punkten 
der Querschnitte bei Ä und bei S stattfinden ; um sie aber nach (473) mit 
q) = resp. y = y berechnen zu können , müssen zuvor die statt der 
ursprünglichen unbekannten Ä und (A) hier eingeführten Constanten 

Y T 

ermittelt werden , während durch (472) bestimmt ist. Zu dem Ende 
hat man nach (423) : 

*« = Ä' « = ]^[-Po + -^(-Po-C^+-Bcos«p)] 

und weil die Querschnitte bei A und B ihre gegenseitige Neigung nicht 
ändern, so ist 

^=Jmd(f (474), 



woraus die erste Bestimmungsgleichung : 

= [Po(l + a) — (7]y + 5smy . . . (475) 

hervorgeht. Eine zweite ergiebt sich daraus, dass die Verlängerung Jr 
des Armes OB auf doppelte Weise ausgedrückt werden kann. Erstlich ist 
nach (438), wenn hier A und B als die dort (Fig. 51) mit A^ und A 
bezeichneten Punkte angenommen werden, mit Rücksicht auf (474) und 
auf obigen Ausdruck von t^\ 

r P 

^(y'-yo) = ^r.siny=—Jxo)dq) + ^ rstny, 
woraus wegen 

y 



J xo)dq) =J r cos (p -^^ 1 Po H (-Po"^ ^^4" ^ ^^^ 9) 1 ^9 

fr-D /i i \ ni ' 1 -ryy+sinycosyx 
\lPo (! + «) — Gl stny + B^ — ^ ^J 



Q 

r 



EFa 
oder nach (475): 

y 



/, Br / sin^y , y'{' sinycosy\ B .. . 
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mit f(^y)=,} cosy + ^-J ^^ . . . (476)- 

folgt: EF—=Po — B^^ .... (477). 

r a 

Die Längenänderung Jr des Armes kann als aus zwei Theilea 
bestehend betrachtet werden: J r = /J^r -\- J^r> Der erste Theil rührt 
her von den nach C3 gerichteten Componenten der auf das Ringstück, 
von welchem JB die Mitte und A ein Endpunkt der Mittellinie ist^ 
wirkenden Kräfte , nämlich , wenn hier der Winkel \p von OB «b 
gerechnet wird, 

B = 2jCdipcosilJ — 2 Ä siny = 2 B siny y 

ü 

und es ist also , wenn der Arm als von der Axe bis zur Mittellinie des 
Ringes reichend in Reclmung gestellt wird : 

J^r B 2BsinY 

Der zweite Theil J^r wird durch die Centrifugalkrafb des Armes selW 
verursacht und ergiebt sich durch die Ei-wägung , dass die Centriftigalkraft 
des von B bis zu einem Querschnitte in der Entfernung e von B si 
erstreckenden Armstückes 



= tv^m^F^z yr --j 



ist und die Länge des in dieser Entfernung z von B befindlichen Elementes 
dz der Armmittellinie um 



^^2^ = -^rJr««^^%^i^(^— y) 



vergrössert, woraus 



J<^r = 



^t(;^m,F,/(r.~^)d. = ^tc;^m,F,(^-^; 







A!:=-^ mit G^ = ~ni^F^v^ .... (478) 

folgt. Somit ist 

Jr ^1^1 ^2^ 2Bsiny'\- C^ 

r r r E^F^ 

und geht damit jene zweite Bestimmungsgleichung (477) der Unbekannten 
B und Pq über in: 

■^(25smy + CJ = Po-S-^ . . (479). 

Die Anstrengung des Schwungringes selbst ist hierdurch bestimmt 
"Was aber die Maximalspannung der Arme des betreffenden 
iSc/iwungrades betrifft, so ergve\)t sve svcVw 
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JJ + w'i«iJ^ir-- 



(4ÖÜ). 

Dadurcli, daas dio Armlänge bei vorstehendor Eatwickelung ^ r, 
\o mit Bucksiclit »ui' die radiale .DiiDeueioD des Scliwungringes und nuf 
n Badius der Nabe zu groas gesetzt wurde , ist auch der Beetandtlieil 
,r von Jr zu gross in Rechnung gebraclit und somit die verliäitmss- 

Jr 
iBBige Längenänderung — des Radius der Ringinittellinie etwas zu 

jss gefunden worden. Zur Ausgleichung dieses Fehlers kann man, wie 

iger Ausdruck von erkennen läsBt , den Querscimitt F, der Arme 

r 
Fas gröaser in Rechnung stellen , als er wirklich ist , bei thalaächlich 
eh aussen bin verjüngton Armen folglich F^ etwas grüsscr setzen , als 
n mittleren Armquerschnitt. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (480) 
r die grössto Spannung der Arme , die in ihren äusaersten Quersclmitten. 
der Nabe etatCfiudet. 



182. — Gewöhnlich" sind die Querdimensionen des Schwuugtinges 
Vergleich mit r klein genug, um mit einem nur sein kleinen FeÜer 

=: — j- setzen siu können ; indem auch der Querflchnitt F symmetrisch 

SezDg auf die Biegungsaxe zu sein pflegt, wird dadurch nach Gl. (436) 
r eine kleme Grösse zweiter Ordnung gegen 1 vernachlässigt. Wird 

EF , 1 m^F ^,_^ 

^^^^"'^'^T^;^'^ ■ ■ ■ ■ f^''^' 

o mit Eücksicht auf (472) imd (478) 

EF (\_ EF 1 ».-F, _ q q_ 

F,Fi " 



IkFi 



mF 



••0+^) 



getzt, Bo erhält man aus den Gleichimgen (47ö) und (479) der \ 
immer, die sich schreiben lassen: 



S = bC mit b = 



1 

2))si«)') = j4r;0 

l-o 



f+a+«)(Ä)-+2,».,)| 



S»7! 1 



1-6- 



,— i>«Cii 



1 + " 

i endlich nach (173) mit ü=mFii^{\-^ a): 
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o = \po + ^(j?o—i + bcosip)j^']il + a)mv' . (483) 

Rgr. pro Quadratm. y wenn m und v durch das Kilogramm und Meter 
als Einheiten ausgedrückt werden. Für die Maximalspannung der Arme 
ergiebt sich nach (480) mit 

B=hC=bmFv^il + a) 

F 1 

Ä;i = 2feT=-^wy(l + a)mt;* + — mjt;* . . (484). 

Ist z. B. y = 80®= 0,5236, also /"(y) = 0,00169, sechs Armen 
entsprechend; femer 

Ei= E und m^ = m , also ^ = — , 

t> 

entsprechend einerlei Material von Bing und Armen; 

Fi = — Fy al80|) = 3; 

der Querschnitt F ein Rechteck mit der radialen DimeoBion : 2e = — fi 

7 

so findet man h = 0,1345 ; Pq = 0,8700 

= ro,87 + 588 (— 0,13 + 0,1345 cos (p) — p- 1 (1 + «) wv«, 

also mit ^=0 und 30®, i^ = + e: 

(Ti = 1,0464 (1 + a) mt;« = 1,048 mv^ 

Tg = 0,6665 (1 + a) mv« = 0,668 mv^ 

r(ri= 0,3408 (l + a)mi;«= 0,341 mv« 

^^ l (rj= 1,4805 (l+a)m«;»= 1,483 wv«. 

Die Maximalspannung des Schwungringes findet also in den innersten 
Punkten der wie JB gelegenen Querschnitte statt und ist 

i= 1,483 mt?», 

wogegen sie sich für die Arme nach (484) zu 

;fcjL= 0,904 mt?»= 0,61 & 

ergiebt, ein Verhältniss, das insofern nicht unpassend ist, als die Arme 
bei nicht ganz gleichförmiger "Winkelgeschwindigkeit der Schwungradwelle 
durch die Trägheit der rotirenden Masse (wegen relativen Voreilens oder 
Zurückbleibens des Ringes gegen die Welle) zugleich auf Biegung in 
Anspruch genommen werden. 

Ist das Material Gusseisen , dessen specifisches Gewicht zu 7200 Kgr. 

7200 
und dessen specifische Masse folglich zu w =^ "^'^T P^^ Cubikmeter ange- 

nononen werden kann, so wüd '''' 

h = j^ÖQ Tm "* ^ 0,1088 «* Kgr. pro Quadratcentim., 
weBn V in Metern pro Seconde ausgedrückt ist. 



bei^r« 
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II. WlrhnDg der Schubkräfte bei einfach gekrümmten, In 

Bezug auf die Mittelebcne symmetrlscken und In dieser 

belast«teu stabfürmlgeii £Vrpern. 



183. — Die im Vorhergehenden einstweilen aueser Aciit gebliebena 
ihubkraft R (Nr. 166) verursacht Schubapannungen i, die sicli in irgend 
aem Putikte dca betreffenden Querschnittes in zwei Componenten ig und 
zerlegen lassen beziehungsweise normal zur Biegungsaxe und parallel 
rrselben , bezüglich auf deren Verhältnias zu einander hier dasselbo Gesetz 
igenommen werde wie im Falle eines geraden Stabes nach Gl. (199) in 
r> 82 , indem auch hier die resultirende Schubspannung r in allen 
mfangspunktcn des Querschnittes tangential an den Umfang gerichtet sein 
OBS, und die weitere Annahme , dass die Riclitungslinien von r für alle 
unkte einer Farallelen zur Biegungsase sich in demselben Funkte der 
rmmetriease (der Richtungslinie von R) schneiden , hier dieselbe Be- 
cbtigang hat wie dort. Auch werde hier wie dort die /ur Biegungsaxe 
ukrechte Componente Ty von t als gleich für alle Punkte einer solchen 
Krallele zur Biegungsaxe , d. h. für einen gewissen Querschnitt als blosse 
nnction des Äbstandes e des betreffenden Punktes von der Biegungsaxe 
igenümnien , da zur Correction dieser freilich nicht ganz zutreßenden 
nnahme nach Nr. 160 — 162 wenigstens ein praktisches Bedürfniss nicht 
»liegt. Nur der Ausdnick von Zy wird hier ein anderer sein, da die 
xt , wie diese Schubspannungs componente ' 
'r. 82 abhängig gefunden wurde, wesentlicl) 
rsprünglich geraden Mittellinie gebunden v 
»Innung a selbst hier nach Gleichung (424) 
'ie dort. Wenn diese Sc hubspann ungscomponente Tj- der Einfachheit 
■egen vorläufig mit r bezeichnet wird , so ergieht sich zunächst eine 
P,„ j„ Diiferentialgleichung zwischen ihr und der Normal- 

spannung rJ für dieselbe im Abstände e mit der 
Biegungsaxe parallele Gerade des betrefi enden 
QnerachnittOB dtirch folgende Betrachtung. 

Es sei (Fig. 59) 00, — (Zs ein Bugen- 
eloinent der Mittellinie , deren Ebene zugleich die 
des Momentes M ist und die Riclitungslinien der 
Kräfte P, E (Nr. 166) enthalt; C sei der 
KrünimnngBmittelpunkt , CO ^= r der KrilmmungB- 
halbmesser, OCO^^ d^ der Cuntingenzwinkel an 
der betreffenden Stelle. AA-^SB, sei ein unendlich 
kleines Körpcrelement, enthalten zwischen den den 
Punkten und 0, entsprechenden Querschnitten 
und zwei um die Kriimmungsaxe (die Normale 
der Mittelabene im Punkte Ü) mit den Radien 
und r -\- s -{- dz beschriebenen Cy linderflächen. Die Schnitt- 



der Normals pannung in 
1 die Voraussetzung einer 
und auch die Normal- 
inderen Ausdruck hat 
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AB ÄÄj^ A^B^ BB^y 

wodurch das Körperelement begrenzt ist, sind 

^=dz {r'\'0)d(p de {r'\-z-\-dz)dq> 
multiplicirt mit den betreffenden Breiten: 

y y y-\r^dcp y+^d,, 

und wenn die mit den Breiten multiplicirten specifischen Spannungen, 
welche auf die Seitenflächen AB und AA^ des Körperelementes von der 
angrenzenden Körpermasse nach den Richtungen der Pfeile Oy r und t 
(Fig. 59) wirken, 

mit oy und zy für AlB , 

desgl. mit zy für AA^ 

bezeichnet werden mit Rücksicht darauf, dass die specifischen Schab- 
spannungen im Punkte A der Flächen AB und AA^ nach Gleichung (1), 
Nr. 2, einander gleich sind, so sind die entsprechenden, mit den Breiten 
multiplicirten entgegengesetzt gerichteten specifischen Spannungen der gegen- 
über liegenden Seitenflächen 

mit ay + ^^p^d(p und zyJ^^yldq) für A^B^ 

sowie mit Ty-| \-^ dz fiir BB^ 

zu bezeichnen. Wegen des Gleichgewichtes der Kräfte an dem betrach- 
teten Körperelemente muss nun ihre Componentensumme nach OX. (d. i. 
nach der Tangente der Mittellinie im Punkte 0) = Null, also 

dz I — ay +\Gy -^---—dqncosdq)-^ \^y + -j^ dqA sindA 

— {r + z) dcp .xy -{- {r '\- z '\- dz) dcp yvy -| — ^-^ dz) = 

sein , woraus bei Vernachlässigung der unendlich kleinen Glieder von 
höherer, als der zweiten Ordnung: 

dz\-^^dfp + ryd(pj + (r + z)d(p-^^ 
oder bei Division mit dzdcpi 

folgt, oder endlich mit ds = rd(p und bei Voraussetzung eines constanten 
Querschnittes, so dass y nur mit z, nicht mit (p oder 8 variabel ist: 

ry^^(r-^z)^^ + 2Ty=0 . . (485> 
öS dz 

Die Voraussetzung eines constanten Querschnittes entspricht der fs^ 
in Nr. 81 gemachten Voraussetzung einer prismatischen Stabform; dod 
werden gemäss einer in Nr. 83 gemachten Bemerkung die unter diestf 
Einschränkung gefundenen Resultate hier wie dort als wenigstens nahenmg!^ 
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weise zutreffend zu betrachten sein auch für den Fall eines veränderlichen 
Querschnittes und zwar mit um so kleinerem Fehler ^ je allmählicher die 
Querschnittsänderung längs der Mittellinie stattfindet. — 

Von den beiden übrigen Gleichgewichtsbedingungen des hier vor- 
legenden ebenen Kräftesystems würde die = Null gesetzte Componenten- 
mmme nach der Richtung 0^^ in Fig. 59 , d. i. nach der Richtung des 
betreffenden Krümmungsradius der Mittellinie^ nur dann ein zutreffendes 
Resultat erwarten lassen, wenn gleichzeitig auf die hier stets ausser Acht 
gelassenen transversalen Normalspannungen (in den Seitenflächen ÄA^ 
md JBJ5i) Rücksicht genommen würde, während die Momentengleichung, 
1. i. die = Null gesetzte Momentensumme der Kräfte für irgend eine , zur 
SIraftebene ZX senkrechte Axe zu einer identischen Gleichung führt; sie 
vürde die Gleichheit der Schubspannungen nach den Richtungen der x-Axe 
md der iS^-Axe in demselben Punkte einer beziehungsweise zur ;8r-Axe und 
;ur X'Axe senkrechten Fläche ergeben haben, wenn diese Gleichheit hier 
licht schon als bekannt vorausgesetzt worden wäre. 

184. — Indem es sich hier nur um eine (übrigens auf den gleichen 
rereinfachenden Annahmen beruhende) Verallgemeinerung des in Nr. 82 
mtwickelten Ausdruckes der Schubspannung behufs seiner üebertragung 
iuf krumme stabfbrmige Körper bandelt, dort aber bei Voraussetzung der 
Biegungsaxe als neutrale Axe (bq = 0) gesetzt wurde : 

(r = — y-, entsprechend Gleichung (427) mit Pq=0, 

80 ist auch hier nach (424) mit P^ = : 

M z 1 ^^_ 1 _0_^dM 

Frar-\-0^ bs Frar-^z ds 

zu setzen, wenn nicht nur der Querschnitt, sondern auch der Krümmungs- 

do 
radius r constant ist , widrigen Falles freilich dieser Ausdruck von -^ 

3Ur angenäherte Gültigkeit hat mit um so kleinerem Fehler, je langsamer 
'er Querschnitt und der Krümmungsradius längs der Mittellinie variabel 
ind. Wird nun die Schubkraft JJ, betrachtet als Resultat desjenigen 
Systems äusserer Kräfte, das an dem vom Querschnitte bei aus nach 
®r Richtung OX gelegenen Körpertbeile angreift, positiv gesetzt für die 
•Richtung COZ j so ist sie, wenn betrachtet als eine Kraft, womit der im , 
^Une XO gelegene Stabtheil auf den Querschnitt bei wirkt, fiir die 
'Jagekehrte Richtung ZO positiv zu setzen, und ist dann die Aenderung 
Jf des (gemäss den Festsetzungen in Nr. 166 positiven oder negativen) 
^i^ftmomentes M beim Uebergange vom Querschnitte bei zum Quer- 
^hnitte bei Oj (falls nur dazwischen keine äussere, zur Mittellinie normale 
^J*aft von endlicher Grösse concentrirt angreift) : 

dM=Rds, also auch r— = -= ; — , 

ds Fra r-^z 

''Omit und mit d statt d, da jetzt nur noch z, nicht mehr $ als unab- 
^gig Variable in Betracht kommt, die Differentialgleichung (485) vo- 
ger Nummer geschrieben werden kann : 
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dz '^r + s^'^ Fa {r->t8y~ 
Entsprechend ihrer allgemeinen Form : 

ist bekanntlich ihr Integral: 

unter 6 hier die Basis der natürlichen Logarithmen und unter C eine 
Constante (von z unabhängige Grösse) verstanden. Indem aber 

ff(^)d&=2j-^ = 2ln{r + e), also eff('>^' = (r + ßy 
ist, ergiebt sich: 

mit dF=ydz. Die Constante C ist bestinunt 

für positive Werthe von z durch = ei und ry = , 
für negative Werthe von durch = — gj und r^^ = ; 

damit wird, wenn im einen oder anderen Falle e^ resp. e^ durch e be- 
zeichnet wird : 

±0 

z 

oder, wenn absolut genommen und für % wieder sein ursprünglicher 
Ausdruck Ty gesetzt wird: 

e 

B 



T, 



Fay{r + 0y 



jzdF .' . . . (486), 



wobei sich, was das doppelte Vorzeichen vor betrifil , das obere auf die 
convexe, das untere auf die concave Seite der Mittellinie resp. der in iltf 
die Mittelebene rechtwinkelig schneidenden cylindrischen Fläclie bezieht. 
Wegen 

a = ^ — ^+ ... und FP = J nach (435) 

geht dieser Ausdruck von Ty, je grösser r im Vergleich mit den Que^ 
Schnittsdimensionen ist, desto mehr in 

e 
z 

Über in Uebereinstimmung mit Gleichung (200), Nr. 82^ woselbst die 
Dimension y mit 2^^ bezeichnet wurde. ^ 
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Was endlich die resultirende Schubspannung t betriflll, so 

. sie gemäss den aus Nr. 82 hier beibehaltenen und dort bewährt ge- 

Qdenen betreffenden Annatimen in der Mitte der in der Entfernung z 

it der Biegnngsaxe parallelen Sehne = Ty und nimmt nach beiden Seiten 
itig zu bis 

ß 



cosß Fay{r^zycosß 



JzdF • • f487j 



z 



den Endpunkten fraglicher Sehne, wenn ß den Winkel bedeutet , unter 
m die Tangente des Umianges daselbst gegen die in der Z'Axe liegende 
ichtungslinie von 12 geneigt ist. 

185. — Nach Gleichung (487) ist die Scliubspannung im r'irjfaiige 
s Querschnittes dort am grössten, wo 



—T—Tz j / z dF= nuix 

r + zycosßJ 



L Im Allgemeinen nnd jedenfalls bei Quersctinitten , die cugleieli iu 
ezüg auf die Biegungsaxe symmetrisch sind , ist dies der FaU «uf Uer 
mcaven Seite der Mittellinie, aho da^^elbrt in der durch die Oieichun^ 






(A.hH) 



stimmten Entfernung r von der }jiH^ji*^r>ax*i. wr/mit Mt ergiebt : 

li 1 ... 
nuu:T = ~., — innxl(t) f^^u 

Z. B. für einen rech : eck i ^«ru ^^ u e rfc«:h uiii von der bmr^ i, 
id Höhe 2e ist 

«• 

J i 









nn 15t na'::» io. : '. ^ ..f. 



^ 



zt mas. weux en %i<fuii#ei t^um ^n«»; .u. 
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— JL fi _I_ i- il -L. Jl ^ O. 



80 findet man auch: 

maxx 
oder sehr nahe: 

maxT 



^ 3 B / 2 e» , 58 c* , \ 
~ ¥ F V + T r« "^" 176 r* "T" • • 7 

3 E /. , 2 e« 1 e*\ 

Für einen kreisförmigen Querschnitt mit dem Radios 6 ist 

z=esmß, y=2ecosßy 



n 

e V ß 



J zdF=^J esinß.2ecosß.ecosßdß=:^2e^Jcos^ßdcosß=—e^m^^^ 



ß ZL 

2 



'^^^~ 2e{r — eycos^ß ' 3 ^ ^ '^~ 3 {r-zy~ 3 (r-iEf)^ 
und findet man 

... 1 e "I / 7" .^ ^ 1 , i/TTT^ 

maxf(0)= — 7= — 1/ -; T-TT mit — = ?r + r "r+^-r 

V VT"; (492), 

endlich hiermit moa; r nach (489), worin nach (433): 

«=^T(i-|/S^)-'- 

Ist — ein kleiner Bruch, so findet man durch Reihenentwickelung da 
r 

dem Maximum von r entsprechenden Werth von 

^=2-(^l-2^4-8^-...), 

dazu f„axf(0) = — -^[1 + 2-^+2 ■^+ ...) 

und mit a = ^^(l+i-l^ + A£_+ . . .) nach (434): 



maxr 






oder sehr nahe: ^wa:r r == — -= f 1 -f- "s" — 2 H — 4) • • • (493> 

186. — In der Regel, selbst bei krummen stabformigen Körpern von 
verhältnissmässig kleiner Länge ihrer Mittellinie, wie z. B. bei Ketten* 
ringen, wird sich die grösste Schubspannung r wesentlich kleiner^ als 
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Nonnal Spannung a ergeben, beeondera wenn zugleich der Quer- 
in der Biegungsaxe am breitesten Ut, Auch zur Berücksichtigung 

sammenwirkens dieser zweierlei Spannungen jji Verursachung der 
ileichung (58) in Nr. 24 zu berechnenden groesten resulürenden - 
lg ist dann meistens keine Veranlassung vorbanden, da die Mazi- 
the von IT und t nicht an derselben Stelle stattfiaden, vielmehr 
in grösster, letzterer in einer kleinen Entfernung von der Biegnngs- 
iVenn aber in gewissen QnerechniWen das die NormalBpannimgen 
iweise bedingende Kraftmoment Jlf sehr klein oder gar ^= Null ist, 
a es der Fall sein, dass hier die Schubspannungen wesentlich mit. 
lein in Betracht kommen. 

eines solchen Falles diene ein Seil- oder Ketten- 
0. Der Veränderlichkeit seines Querschnittes liegt die 
Idee zu Grunde, möglichst einen „Körper von glei- 
chem Widerstände" herzustellen, d. h. einen Körper, 
der bei gegebener Belastung in allen Querschnitten 
gleich stark angestrengt wird. Die Bestimmung des 
dieser Forderung entsprechenden Aendeningagesetzes 
der letzteren, in der erforderlichen Weise angegriffen, 
nämlich mit gleichzeitiger Beriicksichtigung der Nor- 
mal- und Schubspannnngen, führt indessen zu Schwie- 
rigkeiten, die zu der beschränkten Wichtigkeit der 
Sache in Missverhältniss stehen. Für das praktische 
BedlirfnisB genügt es , nur die beiden Querschnitte 
bei A nnd B zu bestimmen, in deren erstem die 
Schubspannungen fehlen , während sie im anderen 
allein maassgebend sind, und dann beide mit will- 
kürlich stetigem Üebergange zu verbinden. 

Wag zunächst den Querschnitt bei A betrifll, 

so mag , wenn a den Eadius des Kreises bedeutet, 

elcliem der Mittelschnitt des Hakens (Fig. 60) von Innen begrenzt 

: Krümmungsradius für den Punkt A der Mittellinie näherungs- 

esetzt werden : 




dann , unter P die den Haken in der ans Fig. 
belastende Kraft verslanden, das Kraftmoment 



ersichtlichen 



M=-P(a + e,) = 
ach (422): Po = 

!h (424); 

1 « 

a = - 



-Pr, 



äussersten nnd innersten Punkte des Querschnittes bei 



'■•?= — es): 
ff, := — 



a a + e^ + e^F 
förmigem Querschi 



P __I_^^ 



" a F 
tte mit dem 1 



(494). 
I e bei .^ 
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ist Cj = ^2 = e und a^ der grösste Absolutwerth Ton a. Wird derselbe 
= 2; gesetzt^ also 

h=^ — — — — ^ 



so ergiebt sich mit 

a = 2^(i4^-j/(^y-l)-l nach (483) 

die folgende Beziehung zwischen a; = — und ki 

|[(l+.)(l+.-K(l+.)»-l)-0,5j = ^-, (495). 

Ist d die Dicke des Rundeisens einer mit dem Haken zu verbin- 
denden Kette von gleicher Tragkraft P, also nach Nr. 179: 

d!=0,04f/PCentim., 

entsprechend einer Maximalspannung =1040 Egr. pro Quadratcentimeter, 
und nimmt man, wie Fig. 60 darstellt, a=^dj so ist 

P 25^^ 

Man findet dann aus Gleichung (495) 

z. B. für e = d 1,2h d 1,5 d, 

4 2 
also :r=l -— -T- 

5 o 

Ä; = 2780 l'?30 1190 Kgr. pro Quadratcenthn. 

Wird hiernach bei Voraussetzung eines Materials, das die Maximal- 
spannung A;=1730 als zulässig erscheinen lässt, 6 = 1,25 e2, d. i. der 
Durchmesser des grössten Hakenquerschnittes 2,5 mal so gross, als der 
Durchmesser des Ketteneisens genommen, so kann nun der gleichfalls als 
kreisförmig vorausgesetzte Querschnitt bei S so viel kleiner gemacht 
werden, dass nach Gleichung (59) in Nr. 26 die Schubspannung in ihm 

mit 4=1730 und w== — : 

Wh 

maxT höchstens = j — Z;= 1330 Kgr. pro Quadratcentim. 

m-\-\ 

ist , wobei es aber rathsam sein wird , den Maximalwerth von r unter 
dieser Grenze zu halten, da bei einer zufallig etwas schiefen Richtang 
der Kraft P auch im Querschnitte bei JS ein Kraftmoment wirksam werden 
kann, das zugleich Normalspannungen von unbestimmt bleibender Grösse 
verursacht. Der Krümmungsradius der Mittellinie werde auch fiir den 
Punkt B'. 

r =: a-|- e = d-(- e = 1,8 6 

gesetzt wie vorhin flir den Punkt A (thatsächlich ist er bei ^ etw«B 
kleiner , bei S etwas grösser) ; wird dann versuchsweise der Radios des 
Querschnittes bei J3: 
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T 

e' = 0,45e, also — t-=4 



angenommen, so ist nach (433) der entsprechende Werth von 

und nach (492) mit — statt — : 

T r 

— = 0,11235; ww3w:/'(0) = 0,02362; 

somit nach (489) : 

P . ... P 



möw?r = 61,98. 0,02862 — 7^-= 1,464 ,, 

oder wegen 

ef = 0,45 e = 0,45 . 1,26 . 0,04 ]/P = 0,0225 VP 

1 464 
9waÄ?r==-^— ^— -g — = 920 Kgr. pro Quadratcentim. 

Die Annahme e' = 0,45 e bei ^ = 1,25 tu erscheint hiemach passend. — 

Bei dem hier Yorausgesetzten kreisförmigen Querschnitte des Hakens 
wird übrigens seine Widerstandsfähigkeit gegen Druck nur sehr unvoll- 
kommen verwerthet, indem das Verhältniss der Pressung im äussersten 
zur Spannung im innersten Punkte des Querschnittes bei Äy das nach 
(494) allgemein 

— Ol 61 a 



ist, für e^ = 62 = e wird : 



ff. 


a- 


-Ci + e, 


«i 


riT/i • 


«^1 
ff. 


a 




rliu • 


a-\-2e 




2 

7 


för a= 


=.-± 


e> 



nnd insbesondere 

wie oben angenommen wurde. Dieses Verhältniss wird günstiger, die 
Verschiedenheit der Absolutwerthe von a^ und a^ vermindert durch die 
Wahl einer solchen Querschnittsform, dass ßj > (^ ist. 



B. Beliebig gestaltete und belastete stabfdrmlge Körper. 

187. — Es werde jetzt ein stabförraiger Körper vorausgesetzt, dessen 
Mittellinie eine beliebige im Allgemeinen doppelt gekrümmte Curve ist, 
und der von beliebigen äusseren Kräften angegriffen wird. Von einem 
Punkte der Mittellinie aus seien die rechtwinkeligen Axrichtungen OX, 
OYj OZ so gezogen, dass OX in der Tangente, 01^ in der Binormale 
(der zur Schmiegungsebene senkrechten Normale) , OZ also mit dem 
K'riimmungsradius = r für den Punkt der Mittellinie in derselben Ge- 
raden li^ft, und zwar habe OZ die Kichtung vom Krümmungsmittel punkte 
gegen den Punkt hin (wie in Fig. 59, Nr. 183), OY aber die üblicTie 

19* 
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Richtung der Axe einer im Sinne ZX stattfindenden Drehung (in Fig. 59 
die Richtung nach vom gegen den Beschauer hin). Indem unter den 
äusseren Kräften für den Querschnitt YZ alle diejenigen verstanden werden, 
die den von diesem Querschnitte an im Sinne OX gelegenen Theil des 
Stabes angreifen , seien jß^ y Ryj Rx die Componentensununen dieser Kräfte, 
positiv für die Richtungen OX, OYi OZ, und Mxy Myj Mz ihre Momenten- 
summen in Bezug auf die Axen , in der Weise algebraisch verstanden, 
dass positive Werthe den Drehungsrichtungen YZ, ZX, XY entsprechen. 

Die Anstrengung, nämlich die grösste Dehnung, die in 
irgend einem Punkte (y, jg} des Querschnittes YZ durch 
die Belastung verursacht wird, ist nun nach Gleichung (58), 

Nr. 24, bestimmt, sobald die Spannungen (Tx nnd r = J^Ty^-j-Tj.* bekannt 
sind , die durch die Kräfte l?x ? Ryy Hz und Kraftmomente Mx , My, Jtf, 
bedingt werden. Im Anschlüsse an die seitherigen Annahmen und mit 
Rücksicht auf die thatsächlich meistens stattfindenden Verhältnisse seien 
dabei OY und OZ als Symmetrieaxen des Querschnittes 
vorausgesetzt; Aj B , C seien die Trägheitsmomente des letzteren 
in Bezug auf die Axen, nämlich 

B=fz^dFy C=fyUF, Ä=/(y^ + z^)dF=B']-C 
bei Ausdehnung der Integrale über den ganzen Querschnitt = F. 

Die Kraft üx und das Kraftmoment ilfy verursachen aber zusammen 
die Normalspannung: 

(T,= ^(i?.+ -^ + -^^ nach (424), 

worin a durch Nr. 169 bestimmt ist. Dazu kommt eine weitere Normal- 
spannung, die von Mz herrührt und gerade so, als ob es sich um einen 
geraden Stab handelte, gesetzt werden kann: 

ft — 7lf -^ 

Die durch JRy verursachte Schubspannung ist nach Nr. 82, die durch 
iJz verursachte nach Nr. 184 zu beurtheilen, die eine wie die andere 
aber meistens als nebensächlich ausser Acht zu lassen. 

Von erheblicher Grösse kann dagegen die von Mx herrührende 
Schubspannung sein, die ebenso wie im Falle der Drehungselasticitat 
eines geraden Stabes, also nach JNr. 88 — 93 . zu berechnen ist. Für 
einen elliptischen Querschnitt z. B. mit den Halbaxen h, c beziehungs- 
weise in OY und OZ wäre 



K Ir + ^ nach (228), 



7t hc 
am grössten in den Endpunkten der kleinen Hanptaxe, nämlich nach (229): 

2 Mx 2 Mx . , , 1. ^ . * 

maxT = 7-T~ resp. — i—^-j jenachdem o^c ist; 

für einen rechteckigen Querschnitt mit den halben Seitonlängen &, t 
parallel OY resp. 0Z\ 
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am grössten in den Mittelpunkten der längeren Seiten, und zwar nach 
(236) : 

max i;=i— -p— resp. — -j-j , jenachdem o^c ist. 

188. — Die Deformation des stabförmigen Körpers 
ist in der Regel nur in Betreff der Aenderung seiner Mittellinie von 
technischem Interesse. Diese ist bestimmt durch die relative Verrückung 
jedes Punktes P gegen einen anderen Punkt Pq der Mittellinie, welche 
Verrückung selbst als die Resultante von unendlich kleinen Verrückungs- 
elementen betrachtet werden kann , die durch die Deformationen der den 
Elementen 00^ = ds des Bogens PqP der Mittellinie entsprechenden 
Stabelemente verursacht werden. In der Regel genügt dabei die Berück- 
sichtigung der Wirkungen der auf die Axen OX, OYy OZ (Nr. 187) 
bezogenen Kraftmomente Mxy My, Mzy welchen gemäss die der Defor- 
mation des Stabelementes 00^ entsprechende Verrückung von P gegen 
als das Resultat von drei unendlich kleinen Drehungen um die Axen OX, 
OYy OZ erscheint, die sich wie folgt berechnen lassen, wenn mit ^x? 
Pyj Pz die Perpendikel vom Punkte P beziehungsweise auf die Axen OX, ' 
OY, OZ bezeichnet werden. 

Das Kraftmoment Mx verursacht eine Verdrehung = ^ds des Stab- 
elementes OOi um seine Mittellinie, d. h. um die Axe OX, und somit 
eine Verrückung des Punktes P normal zur Ebene XOP: 

PPx=Px&ds. 

Nach Gleichung (247) in Nr. 98 kann dabei der specifische Drehungs- 
winkel 






gesetzt werden , insbesondere mit n= 1 für kreisförmige und elliptische, 
n=l,2 für quadratische und n=l,2 bis 1,5 für mehr und mehr 
längliche rechteckige Querschnitte, während JB und C die in voriger 
Nummer angegebenen Bedeutungen haben und Cr den Schubelasticitätsmodul 
des betreffenden Materials bedeutet. Somit ist 



^^ n Jlfx /l , 1\ ,^ 



(496), 



Das Kraflmoment My verursacht eine Aenderung des Contingenzwinkels 

ds 
clq> = des Bogenelementes 00^ der Mittellinie , entsprechend einer 

ds 
Drehung = €odq) = (o um OF, also eine Verrückung des Punktes 

P normal zur Ebene YOP: 

PPy=i>y«— , 
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wobei nach Gleictiung (423) (bei Vernachlässigung von Jq, entsprechend 
der hier zugelassenen Yemachlässigung der Delinung €q der Mittellinie) 

My 

ist, unter a wieder die in Nr. 169 bestimmte, dort ebenso bezeichnete 
Grösse verstanden. Hiermit ist auch : 

M 

Je grösser der Krümmungsradius r in Vergleich mit den Querschnitts- 
dimensionen wäre, mit desto geringerem Fehler würde nach (435) 

M 
Fr^a = Fp = B, also PP^=p^^ds 

gesetzt werden können. Vollkommen zutreffend mit den entsprechenden 
Vertauschungen ist dieser Ausdruck in Betreff der durch das Kraflmoment 
Mz verursachten Verdrehung um OZ, die somit die Verrückung: 

M 
PP^=P -^ds (498) 

des Punktes P normal zur Ebene ZOP zur Folge hat. 

189. — Beispielsweise werde die in Nr. 175 behandelte Aufgabe 
dahin abgeändert, dass die entgegengesetzt gleichen Kräfte 
Q (Fig. 53) in den Endflächen des bei JL aufgeschnittenen 
Ringes normal zur Mittelebene desselben gerichtet an- 
greifen, indem wieder ermittelt werden soll, in welchem Betrage = 2a 
dadurch der Ring an dieser Stelle geöffnet wird und wie gross seine ent- 
sprechende Anstrengung ist. 

Sind p^ und p^ die Perpendikel vom Punkte Ä beziehungsweise 
auf die Tangente und auf den Radius irgend eines Punktes der halben 
Mittellinie ÄÄq, der durch den Neigungswinkel qp (Fig. 53) seines Radius 
gegen die x-Axe gegeben ist, so sind es hier die Momente 

M^ = Qp^ lind Jfg = Qp^ , 

entsprechend den in Nr. 187 und 188 mit M^ und M^ bezeichneten Kraft- 
momenten, welche (bei Abstraction von untergeordneten Umständen) dieDefo^ 
mation der Ringmittellinie verursachen und mit gewissen Antheilen a^ und o^ 
an der Grösse a = Oj -4- o^ sich betheiligen , um welche der eine Endpunkt 
A nach der einen , der andere nach der anderen Seite normal zur Mittel- 
ebene verrückt wird. Nach (496) ist aber 



n 



oder wegen ^^ = r (1 + COS y) ; 1 pi^dq) = r^ (tc + -^) = — mr^ 



3 Qr^ 



(i+i)^ 
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femer nach (498): 



n n 

r Om« , Qr r . n 





n 



oder wegen p^ = r sin q) ; / pi^ d(p = *^^ "^ : 



Mit G = -z r-z-E= ~r-Ej entsprechend m = 3, ereiebt sich somit 

2 m + 1 8 

« = «, + «, = .^[«(-1+^) + ^] . (499). 

Darin ist B das Trägheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die zur 
Mittelebene senkrechte, C dasselbe in Bezug auf die in der Mittelebene 
liegende Normale der Mittellinie, die zugleich beide als Sjmmetrieaxen 
des Querschnittes vorausgesetzt sind. Ist dieser insbesondere ein Kreis 
mit dem Badius e, wie hier vorausgesetzt werden soll, so ist 

n = l, jB = (7=-^; al8oa=10-^-^ . (500). 

4 E e^ 

Was unter derselben Voraussetzung die Anstrengung des Ringes 
betrifft , so ist in dem beliebigen , seiner Lage nach durch den Winkel (p 
(Fig. 53) bestimmten Querschnitte die durch das Kraftmoment M^ = Qp% 
verursachte grösste Normalspannung 

und die durch das Kraftmoment M^ == Qp^ verursachte grösste Schubspannung 

Da diese in allen Umfangspunkten , insbesondere also auch in den zwei 
Funkten stattfindet, auf die sich jene grösste Normalspannung bezieht, so 
ist ebendaselbst das Maximum von Ee für diesen Querschnitt nach 
Gleichung (58) mit m = 3 : 



d7t e^ 



j sin 9) + 2 |/sm* y + (1 + cos 9?)* 1 



Es ist am grössten == k für den Querschnitt, für welchen 

cosw — 2sm-^=l — 2sin^^ — 2sm^=0 

2 J ^ 
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ist^ und ergiebt sich damit 



Ä;= 1,869-^ 



(501). 



Um den Ring so weit zu öffiien, dass ein anderer gleicher Ring 
eingehängt werden kann, müsste nach (500) mit a==e: 



10 - r» 



sein und wäre dann nach (501) : 

*= 0,1869 -E(-) 

E . r 



(502) 



2 



(503), 



insbesondere k < 



2000 f-7>^'^^' d.i.-> 19,33. 



Die Vergleichung mit Nr. 175 lässt erkennen, dass eine gewisse 
Eröffnungsweite des Ringes durch kleinere Kräfte Q und mit geringerer 
Anstrengung des Materials erreicht werden kann, wenn die Kräfte normal 
zur Mittelebene , als wenn sie in dieser Ebene entgegengesetzt gerichtet sind. 

190. — Eine Spiralfeder von constantem Quer- 
schnitte, deren Mittellinie auf einer ümdrehungsfläche 
liege, sei am einen Ende befestigt, am anderen durch 
eine Kraft P angegriffen, deren Richtungslinie mit der 
Axe der Spirale (der Axe jener ümdrehungsfläche) zusammen- 
fällt. Es soll die axiale Ausdehnung oder Zusammendrückung d der 
Feder nebst ihrer damit verbundenen Anstrengung berechnet werden. 

Zur Unterstützung der Anschauung werde ihre Axe vertical stehend 
gedacht, und es seien von irgend einem Punkte ihrer Mittellinie ans 
die in Nr. 187 bezeichneten Axrichtungen OX, OY, OZ gezogen. 
Durcli den Punkt sei ferner die Horizontalebene E gelegt , in der sich 
die Mittellinie der Spiralfeder in der Curve Ä^OA (Fig. 61) projicire 

mit Aq als Projection ihres festen EndpunkteSf 
A als Projection des Angriffspunktes der Kraft 
P; die Polargleichung dieser Curve für A als 
Pol und AAq als Polaxe sei q=^f{(p), Ist 
dann OH die Tangente dieser Curve im Punkte 
0, also die Projection von OX auf die Ebene Ü) 
und ON normal zu OA , so sei 

Winkel XOH=l, Winkel HON=li, 
Winkel NOX = v, 
also cosv = coslcosfji> 

Indem nun die Kraft P von ihrem Angriffspunkte an den Punkt 
versetzt und hier in die Componenten jBx und Uy^ zerlegt wird , deren 
Richtungslinien beziehungsweise in OX und in der Querschnittsebene YZ 
liegen, ebenso das bei jener Reduction auf den Punkt hervorgehende 
Kräftepaar Pq mit der Axe ON in die Componentenpaare Mx und Mj% 
zerlegt wird, deren Axen in OX und in der Querschnittsebene liegen, 
80 ist 



Fig. 61. 
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Bx=^PsinXy By^ = Pcosl, Mj,=Pqcosv, Myt=i=PQsinv 

und können schliesslich aus JBya und Jfyz durch weitere Zerlegung nach 
OT und OZ die in Nr. 187 mit JBy und l?z , My und Mz bezeichneten 
Kräfle und Eräftepaare erbalten werden. 

Streng genommen wäre endlich noch darauf Rücksicht zu nehmen^ 
dass mit der Deformation der Spiralfeder sich auch die Gleichung qz=f(q)) 
entsprechend ändert, besonders wenn der Angriffspunkt der Kraft P frei 
zur Seite ausweichen kann, während, wenn er geradlinig in der Axe 
der Spirale geführt wird, dadurch Seitenkräfte in den Führungen hervor- 
gerufen werden, welche die obigen Kräfte und Kräftepaare modificiren. 
In Betreff jener, seitlichen Ausweichung des Angriffspunktes der belastenden 
Kraft resp. dieses Seitendruckes der Führung heben sich indessen die 
Wirkungen je zweier Federelemente, die den Winkeln g) und gp -[" ^ ®^^ 
sprechen, grösstentheils gegenseitig auf, so dass die bezügliche Gesammt- 
wirkung mit um so geringerem Fehler vernachlässigt werden kann, je 
weniger der Maximalwerth von qp, d. h. der gesammte Windungswinkel 
der Spirale sich von einem ganzen Vielfachen von 2ft unterscheidet, oder 
auch je weniger der etwaige Unterschied wegen grosser Zahl von über- 
haupt vorhandenen Windungen verhältnissmässig ins Gewicht fallt. Eine 
solche Spirale vorausgesetzt, werde femer angenommen, dass k und (z 
sehr kleine Winkel sind, so dass, indem dann auch v sehr klein 
ist , näherungsweise gesetzt werden kann : 

jf{^==0, By^ = By = Pj My,= PQ, Myz= . 

Mit gleichem Rectite kann dann auch ds = qdq) gesetzt werden, 
und da die Verticalcomponente der Verrückung des Angriffspunktes von P 
mit der Verrückung des Punktes A identisch ist, ergiebt sich das Element 
von (J, das durch die Verdrehung eines Federelementes bei verursacht 
wird, nach (496): 

woraus bei Vernachlässigung des Einflusses der Schubkraft Ily = P folgt: 

27rw 

'=T^{i+W^'''p • • • • (^'*)' 



unter w die Zahl der Windungen verstanden. Der Antheil = <J' der 
Schubkraft an der Grösse d ist aber in der That mit um so geringerem 
Fehler ausser Acht zu lassen, je kleiner die Querschnittsdimensionen der 
Spiralfeder in Vergleich mit der durchschnittlichen Grösse von q sind. Es 
erzeugt nämlich die Schubkraft P eine specifische Schiebung = y im 
Schwerpunkte des bezüglichen Querschnittes = Fy die allgemein 

, p 

gesetzt werden kann, unter w' einen mit der Einheit vergleichbaren, 

übrigens von der Querschnittsform abhängigen Zahlencoefficient verstanden, 

und ergiebt sich damit das durcti diese Schiebung bedingte Element von d' : 

P 
dö* =:= yds = n' j^ qdq). 
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IiKlcm aber andererseits 

-(- + -) = — 

g<^otzt werden kunn^ unter a eine mit den Querschnittsdimennonen Ye^ 
gloiclibare Länge verstanden, z. B. bei kreisförmigem Qaersohnitte 
(lladius = e) : 

-rl-Tj + "7r)="r' 2 — 7 = — 7> also a* = — -e*, 

so ist dem Obigen zufolge: 

(lö = n 77« -^ dq> , also -^^ = — ( — ) . 
GF a« ^' dd n \q / 

Die mit ihrer l^elustung verbundene Anstrengung der Spiral- 
feder ist bestimmt durch den Maximal werth der Schubspannung i:, der 
nacli Nr. 187 dem Maximum von Mxy nämlich Mx = Pr entspricht, 
unter /• den grössten Werth von q verstanden. 

191. — Im Falle einer cylindrischen Spiralfeder, wob« 
die Kratl P an einem (als starr vorausgesetzten) radialen Arme von der 
Jjänge r angreifend gedacht wird , ist q constant = r y nach Gleif 
ohung (504) also 

insbosondcre bei kreisförmigem Querschnitte vom Badius e mit 

M=l uml B^C=~: 

4 

P r* 

(J = 4<r7T-^ (506) 

(r e* 

^ind bei rechteckigem Querschnitte mit den halben Seiten Ij Cj 
also 

4 
tttlls ikboi « i= -- gesellt wird : 

\n\ Fallo einer oonisohen Spirale sei r das Maximum von f > 
f\ das Mininuun (die l.«ngo des radialen Armes, an welchem P hier aD- 
grt^ifowd ru denken ist) : bei Voraussetzung der Projection ihrer Mittellinie 
in dor Fur Axe (Riohtungslinie von P) senkrechten Ebene als Archi- 
Mu^Usoho Spinüo ist dann 

I cN/y -^ — ' I e*<»e = --^ . 
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ird also die Grösse d hier mit d^ bezeichnet, so ergiebt sich ihr Ver- 
iltniss zu dem Werthe von d, der nach (505) resp. (506) oder (507) 
ler cylindrischen Spirale gleichen Materials bei gleichen Werthen von 
y r, w und bei gleichem Querschnitte zukommt. 

Die grösste Schubspannung ist nach Nr. 187 in beiden Fällen 

2 Pr 

bei kreisförmigem Querschnitte: nmxT = 5- (509), 

9 Pr 

bei rechteckigem Querschnitte (c<6): maxT = — :r-5 (510). 



VIERTER ABSCHNITT. 



Flattenförmlge Körper. 



192. — Während unter einem stabförmigen Körper im engeren Sinne 
cm solcher zu verstehen war, dessen zwei Dimensionen (Querschnitts- 
dimensionen) klein im Vergleich mit der dritten (Länge der Mittellinie) 
sind , wird unter einem plattenförmigen Körper im engeren Sinne des 
"Wortes ein solcher verstanden, dessen eine Dimension (Dicke) klein im 
Vergleich mit den beiden anderen ist; insbesondere gehören dahin ebene 
Platten, Röhren und Gefässc, letztere unter dem Einflüsse eines 
durch eine Flüssigkeit auf die innere oder äussere Wandfläche ausgeübten 
Ueberdruckes. Analog der erweiterten Auffassung eines stabförmigen 
Körpers (Nr. 24) als eines solchen, der seiner Form nach entstanden 
gedacht wird durch die Bewegimg einer dabei im Allgemeinen ve^ände^ 
liehen ebenen Fläche längs einer dieselbe beständig in ihrem Schwerpunkte 
rechtwinkelig schneidenden Curve, kann indessen auch hier der Begriff 
eines plattenförmigen Körpers dahin erweitert werden, dass darunter all- 
gemein ein solcher verstanden wird, dessen Oberfläche theils durch die 
Endpunkte aller Lagen einer geraden Linie hindurchgeht, die bei im All- 
gemeinen veränderlicher Länge sich längs einer sie beständig in ihrem 
Mittelpunkte rechtwinkelig schneidenden Fläche (Mit t elf lache) nach 
allen möglichen Richtungen hin bewegt, theils durch diese gerade Linie 
selbst bei ihrer Bewegung längs dem Umfange jener Mittelfläche be- 
schrieben wird, falls letztere nicht eine in sich zurücklaufende Fläche und 
somit der Körper ein von zwei getrennten Flächen begrenzter Hohlkörper 
(geschlossenes Gefäss) ist. 

Bei Untersuchung der Anstrengung und der Deformation eines sol- 
chen Körpers häufen sich die Schwierigkeiten einer strengen Behandlimgy 
so dass man darauf hingewiesen wird, vor Allem zunächst die einfachsten 
Specialfälle zu untersuchen, deren Resultate dann als Anhaltspunkte fnr 
die Beurtheilung weniger einfacher Fälle dienen können. Ausser einer 
solchen Vereinfachung, worauf schon die Untersuchung stabformiger Körper 
beruhte und die in der Voraussetzung solcher Körperformen und Belastongs- 
arten besteht, die es gestatten, gewisse der sechs SpannungscomponentsB 
<fx9 (fyf O^y Tj^y Tyv Tz mit \oia\xmc1iÜich nur kleinexä Fehler för aD* 



.: ^A-\ 
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Punkte des Körpers a priori = Null zu setzen , wird aber eine weitere 
Vereinfachung durch die Voraussetzung solcher Körperformen und Be- 
lastungsarten herbeigeführt, wobei sich a priori Schaaren von Linien oder 
von Flächen der Art im Körper angeben lassen, dass in allen Punkten 
je einer solchen Linie oder Fläche derselbe Spannungs- und Deformations- 
zustand, sowie eine gleich grosse und normal zu der betreffenden Linie 
oder Fläche gleichen Zustandes gerichtete Verrückung stattfindet. 
Die im Allgemeinen drei von einander unabhängigen Verrückungscompo- 
nenten |, iy, C werden dadurch im Falle der Linien gleichen Zustandes 
auf nur zwei, im Falle der Flächen gleichen Zustandes auf nur eine 
reducirt. 

In einem solchen Falle ist es dann auch angemessen, das recht- 
winkelige Coordinatensystem durch ein anderes zu ersetzen, das sich der 
Körperform und den Linien resp. Flächen gleiclien Zustandes anschliesst, 
sowie den Körper in entsprechend andere Elemente zu zerlegen, wodurch 
natürlich die Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen den Spannungen 
und der äusseren Kraft eines solchen Körperelementes von anderer Form 
werden, als die allgemeinen Gleichungen (2) in Nr. 2. 



A. Hohlkugel bei gleichförmig verthelltem Normaldrucke auf die 

Oberfläche. 

193. -^ Die gleichförmig dicke Wand eines kugel- 
förmigen Gefässes sei einem gleichförmigen inneren 
nnd äusseren Normaldrucke ausgesetzt; 
rj sei der innere, ^2 der äussere Radius, 

p^ der innere, pg ^^^ äussere Druck auf die Einheit der Oberfläche. 
Irgend eine zwischen den beiden Oberflächen liegende, mit ihnen 
concentrische Kugelfläche, deren Radius = sei , ist eine Fläche gleichen 
Zustandes (Nr. 192) ; für einen beliebigen Punkt derselben sei : 
^ die Aenderung des Radius 0, 
Cz die Normalspannung in radialer Richtung, 

Cx die nach jeder tangentialen Richtung gleich grosse Normal- 
spannung. 
Alle diese Grössen sind Functionen nur von 0; Oz und Ox sind 
Hauptspannungen , weil die Schubspannung in jedem Punkte in der zum 
betreffenden Radius senkrechten sowie in jeder durch ihn hindurch gehenden , 
Ebene offenbar s= Null ist, wie übrigens auch aus den Ausdrücken (55) 

von Tx, Ty, Tz wegen | = i^=0 und — ==— = hervorgeht. Für 

leden Punkt der Kugelfläche mit dem Radius ist ferner: 

3- die Dehnung in radialer Richtung, 
dz 

— die Dehnung nach jeder tangentialen Richtung = der verhältniss- 


massigen Längenänderung jedes grössten Kreises der durch 
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diesen Punkt gehenden , mit der Oberfläche der Hohlkngd 
concentrischen Kugelfläche, 
also die verhältnissmässige Volumenänderung : 



(511). 



und nach den Gleichungen (53) in Nr. 22 : 

"" \0 ' m— 2/ m— 2W' z/ 

\d0 ' w— 2/ m — 2v ^dz^ z) 

Denkt man nun von zwei Radien , die den Winkel d(f mit einander 
bilden, den einen um den anderen gedreht und dadurch aus der Kugel- 
schale, deren innerer Radius = z und deren äusserer Radius =^z-\-dz ist, 

ein unendlich kleines Körperelement (Fig. 62) heraus- 
geschnitten, so wird dasselbe begrenzt von den als 
eben zu betrachtenden Calotten: 

Ttz'^dq)^ und 7t{z-\-dzYdq)^ 



Fig. 62. 



^-«^A^— -j-^-^V^ und von der Kegelfläche : 2 tt ( ;er -|- — j dq) dz . 
\ ^ / Die Spannungen dieser Flächen sind Normalspannu 



S-i / 






Die Spannungen dieser Flächen sind Normalspannungen 
und auf die Flächeneinheit bezogen resp. 

= Oz; a^Hr^j—äz; (Tx. 
' dz 

Abgesehen von einer auf die Masse des Körperele- 
mentes etwa wirkenden äusseren Kraft wird nun das Gleichgewicht der 
Spannungen an seiner Oberfläche ausgedrückt durch die Gleichung: 

( az -}- -j^ dz\ 7t {z -\- dzy d(p^ = 



/ /7^\ 

a^7t z^ dcp^ -\- OxSin dq) * 2n: iz -\- — j dq) dz , 



die bei Weglassung der unendlich kleinen Glieder von höherer, als der 
dritten Ordnung, wobei auch sindq = dq gesetzt werden kann, sich auf 
die folgende Gleichung reducirt: 

cTz. 27tzdzdq^'-\ — j^ dz . 7t z^ dq^ = Oy^dq . 27tzdqdz 



dz 

da^ 2 . . 



(512). 



Daraus folgt mit Rücksicht auf die Alisdrücke (511) von ffx undffr 

2 



(— l)S + 2 



d 



dz 



(_(,_2)g-|-(«,_2)|) 



= — 2{m 



dt ^ ,C 

z-T^ — L, ■ a— 

2)^^ = -2(m-2)-^- 
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äÖ3 



dl 



(513). 



Gleichung , welche ausdrückt, dass die verbältnissmässige 
Lunenänderung in allen Punkten der Hohlkugelwand 
G h ist, kann auch geschrieben werden : 

dz ' - dz^ '^ 
folgt daraus, unter c eine neue Integrationsconstante verstanden, 



ez 



3 



+ ^' "T = -^ + 



1... 



daraus nach (513) : 



8 



(514). 



z^t= 

- ^ ' " z Z ' z- 

dt e c 

dz~T~ z^ 

Die Einführung dieser Ausdrücke in die Gleichungen (511) giebt 
ie Hauptspannüngen: 



(r. = 2ö(4- + 4H ^) = ^4-^ 

\3 ' ;2f^ ' m — 2/ ^ z^ 

\3 z^ ^ m — 2/ z^ 



> . (515), 



A und B Constante verstanden , durch welche die Constanten e 
C bestimmt sind, nämlich : 



e , e A 

Y'^ m — 2 ~2G 



m — 2 A 



m 



m+l 2(? 



m 



2^A\ 
E 



wegen Cr = 



m 



. ^E; ferner c = ~-7^ = — — — =- 
2 m+ 1 ' 2G m E 



} (516> 



Was aber die Constanten ^ und S betrifft, so ergeben sie sich aus 
Bedingung, dass 

7? 

für z = r^ sein muss: az = A — 2 — ^ = — ü, 

_ J o ^_ 
„ : (Jz — -oL — J ^ — — JP2 • 



und für ^ = ^8 jy 
US folgt : 

A {ri — n^) =pi Ti^ — P2 r2^ ; A = 



Ti 



_Pirr-- 

3 



2B 



(^~r7)=^^-^-^ 



Pi 



r2^ — n"^ J 



^2 
i>2 



(517). 



xn"* ^2**/ ^* *" 2 

den hierdurch bestimmten Ausdrücken (515) der Hauptspannüngen 
it man endlich die Hauptdehnungen s^ und e^ nach (53) in Nr. 22 : 



m 



m 



m 



m 
2 



m 



m+1 JB 



(518). 



m 



m 
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Schliesslich ist zu bemerken, dass die verhältnissmässige Yolumen- 
ändening e der Hohlkugelwand nicht verwechselt werden darf mit der 
verliältnissmässigen Yolumenänderung e^ des kugel- 
förmigen Holilraumes; letztere ist das Dreifache der verhältniss- 
mässigen Aenderung des inneren Radius r^; also nach (614) und (516): 

, ^ c 3 (m—2 . . m+1 B\ .^^^, 

e, = (? + 3— 3- = -^( Ä-l -^ 3-) . (519); 

aus (518) ergiebt sie sich auch = 3 6x för Z = ri* 



194. — Wenn die kleinere der beiden Pressungen p^ und p^ ^^^^ 
wesentlich grösser , als der atmosphärische Druck ist, ßo kann man sie 
= Null und die andere = dem Ueberdrucke p {=Pi — P2 resp. = jPj — ft) 
setzen , um so mehr, als ja auch die Elasticitätsconstanten , mit denen man 
rechnet , aus Versuchen in der atmosphärischen Luft ohne weitere Redaction 
erhalten werden. — 

Für inneren Üeberdruck (jPi>JPa) ^* dann mit ^2=^^ 
p^ z=p nach (517): 



A = 



pn 



8 



r2' 



Ti' 



JB = -^ 



pri^r2^ 



2 r2^ — n 



3 



1^ 
2 



= 4-Är2^ 



m+1 ^2^ j,m — 2 

2m z^ m 

m+1 r^^ m — 2 



) 

m— 2 \ 

m ) * 



damit nach (518) : 

^2 — n V 

Von diesen Hauptdehnungen «x und 6^ ist die erste überall positiv, die 
zweite überall negativ, und jede absolut genommen am grössten 
an der Innenfläche der Hohlkugel (z^^r^^j nämlich 

._ . (m + l)r23 + 2(w— 2)n* 
ifmx (JSfix) = -^^ — 0/33 — ^ 

rmx{-E.;)= (^ + 1)^/^(^-2)^3 
^ ^ m(r2 — r^) 

Das Dreifache von maxt^i ist die verliältnissmässige Aenderung e^ des 
kugelförmigen Hohlraumes. Soll eine positive Dehnung höchstens = -jf> 

der Absolutwerth einer negativen Dehnung höchstens = -=■ sein, so folgt 



/XT x = 7, /^3\^=: 2mk' + 2(m — 2)p ] 
^ \r^/ 2mkf — (w+l)jp I 

aus max^—Ee^'^Tcf'i \f 



= mi" — (m — 2)^ 



(521) 



mifc" — (w+ l)jp 
und hängt es von dem Verhältnisse h* : Ä" ab, welcher dieser Grenzwcrtb 



von ■-=- der grössere und somit maassgebende ist. Da nach (520) 






r 
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max (JEJex) 1 



max ( — jB^z) 2 
ist , so ist jedenfalls die Bedingung max (Ee^) = Icf die ungünstigere, 

wenn , wie z. B. bei einer Hohlkugel aus Gusseisen, Z;'^ — A" ^ 

iL 

ist. Für eine solche ergiebt sich z. B. mit m == 3 : 

y _ 1 2r2^ + n ^ 

j» 3 ^2^ — n^ 

Blieben diese Spannungs- und Deformationsverhältnisse bis zum Bruche 
dieselben, so würde also die gusseiserne Hohlkugel gesprengt werden 
durch einen inneren Ueberdruck : 






unter £"' die Zugfestigkeit des Gusseisens verstanden. Insbesondere mit 
JC = 1240 Kgr. pro Quadratcentimeter 

30 
= 1240 . —— ;= 1200 Atmosphären 



ergiebt sich p == 3600 ^ \ , -r- Atm. , 

2^2^ + ri 

z. B. = 588 699 859 1103 1482 Atm. 

^1 6 4 3 2 

Wärejp nur klein im Vergleich mit Ä' und Jc*\ so könnte 
'lach (521) gesetzt werden : 

m — 2 p m+ 1 ^ 



(t) 



*= I m h* 2m h* 



m h'* m ifc" 

^der, da in diesem Falle mit entsprechender Annälierung auch zu 
Setzen ist: 



rj 


V 


^T^ 


ri 


y- 


— i 


1 ^ 


^ 


n 


ra 


— ri 


> 


m — 1 

2m 


p 

k' 


und 


> 


1 
m 




t m = 


= 3: 


ri 


1 »"i. 


1 
3 




J 







(522), 



^nter k den kleineren der beiden Werthe k^ und k^' verstanden. 

195. — Für äusseren Ueberdruck (Pi>Pi) ist mit^j = 
ind Pf'^p nach (517): 

^— r/ — n' ' ^"" 2 r2«-rx=' ~ 2 '^'^" 
damit naoh (518): 

Oraßhof, Elaaticltät und Featxgkelt. ^ 
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j-, pr-i^ /m + 1 Vx^ j^m — 2\ 

^ . u^ — n^ \ 2m 5* m / 



r^'* — n^ \ m z^ m / 

Während fix überall negativ und absolut genommen am grössten für z=r^ 
ist; kann s^ nur nach aussen hin negativ sein^ wenn nämlich 

ist; indessen ist dann der grösste Absolutwert!! von 6«, entsprechend 
= r^, jedenfalls kleiner, als der grösste Absolutwerth von e^^. Es bleibt 
also nur der grösste positive Wertli von e^ zu berücksichtigen, welcher 
0z=r^ entspricht, und ergiebt sich somit überhaupt für die Innen- 
fläche der Hohlkugel: 

3( m — 1) r/ 

2 7)1 T^ — ri* 






3 r? ' • • (^^^)- 

rtmx (Esz) = ^ p 

m r^f — rr 

Das Dreifache von nmx €x ist wieder die verhältnissmässige Aenderung fj 
des inneren Raumes der Hohlkugel. Soll eine positive Dehnung höchstens 

= -= j der Absolutwerth einer negativen höchstens = -r=- sein , so folgt 
E E 



aus max(Eez) ^ik' : \^^) <1 tt • • 

^ Kr^ / m k* 

P P 

Sind -rrj- und -=-jj kleine Brüche, so ergiebt sich wegen 

rC rC 

( aV = (i _ ^izzüV == 1 _ 3 iinii : 

--^ ~ > —7; -TTT und > — VT • • • (525). 

r^ -^ 2m A" ^ m Ä' ^ 

Insbesondere mit m = 3 ist die Wanddicke bestimmt durch : 



(^)'='-f-p- 



r^ — r^ 1 p 



n S k ' 

P 



2 



jenachdem -- ein beliebiger oder ein sehr kleiner echter Brueh ist, uBter 
fc 

k wieder den kleineren der beiden Werthe A' und Ä" verstcmden. 



B. Umdrehungskörper mit symmetrischer Belastung. 

^ 196. — Für irgend einen Punkt des Körpers sind hier den Üifr 

ständen gemäss drei zu einander senkrechte ausgezeichnete Richtang<!> 

Ti unterscheiden: 



Plattenförmige Körper. 307 

die axiale Richtung OX, 

•die tangentiale Richtung OY, d. i. die Richtung der Tangente des 
durch den Punkt gehenden Parallelkreises (Radius = ^) , und 
die radiale Richtung OZ, 

Der Parallelkreis ist eine Linie gleichen Zustandes (Nr. 192) ; alle 
seine Punkte erfahren gleiche Verrückungen und zwar nur nach axialer 
und radialer Richtung, beziehungsweise = ^ und ^. Ist dann noch x 
die Entfernung der Ebena des Parallelkreises von einem festen Punkt- 
der Körperaxe, so sind die Dehnungen nach den genannten drei ause 
gezeichneten Richtungen : 

._li ,_i .-K 

Die Grössen ^ und t sind als Functionen von x und bestimmt 
durch zwei als Differentialgleichungen sich ergebende Gleichgewichts- 
bedingungen der auf ein Korperelement wirkenden Kräfte in Verbindung 
mit den bei der Integration jener Differentialgleicliungen in Betracht 
kommenden Oberflächenbedingungen. Ein solches Element (Fig. 63) wird 
p. gg aus dem Körper naturgemäss herausgeschnitten durcli 

zwei zur Axe im Abstände OX = dx senkrechte 
Ebenen, zwei unter dem Winkel d<f gegen einander 
geneigte Meridianebenen und zwei concentrische Cylinder- 
flächen mit den Radien z und z -\- dz> Von den drei 
ursprünglich rechten Winkeln an den Kanten OXj OY^ 
OZ dieses Körper dementes kann durch die symmetrische 
Belastung , in Folge welcher der Körper nach wie vor 
ein vollkommener Umdrehungskörper bleibt , offenbar 
nur der Winkel an der Kante OY eine Aenderung 
erfahren ; von den drei Schubspannungen Tx , Ty , Tz ißt 
also nur Ty nicht = Null und werde einfach mit r bezeichnet. 

Auf die um den Punkt herum liegenden Seitenflächen 

YOZ= z dz d(f ZOX = dx dz XOY= z dx dcp 
des Körperelementes wirkt nun die angrenzende Körpermasse mit den 
Normalkräften : 

s^=^Oy^zdzd(p Sy=aydx dz Sz = azZdxdq) 
und zwar, wenn sie positiv sind, beziehungsweise nacli den Richtungen 

XO YO ZO, 

Schubkräfte werden nur auf die Seitenflächen YOZ und XOY ausgeübt, 
nämlich 

auf XOYx 4x = T Z dx d(f ^ auf YOZx txz = T zdz dq^, und zwar, 
wenn positiv, 

beziehungsweise nach XO ZO gericlitet. 

Auf die gegenüber liegenden drei Seitenflächen wirken die Spannungskräfte : 

Sx' = -^x + -Y^ dx Sy = Sy + - -- dq) 
OX öcp ^ 

nach OX OY 




9 ' 


— Sz 


bz 


dz 


t-xz • 


^xz 


'•~^ dx 
OZ 

20* 


d 



308 Plattenförmige Körper. 

oder wenigstens nach Richtungen, die von OY und OZ nur unendlich 
wenig verschieden sind , und endlich mag im Allgemeinen noch eine äussere 
Kraft auf die Masse des Körperelementes wirken in solchem Sinne, dass 
sie in eine axiale und eine radiale Componente zerlegt werden kann 
beziehungsweise = X und Z pro Volumeneinheit des Körperelementes 
= dxdzdq). 

Dem Gleichgewichte dieser zwölf Kräfte entsprechen sechs Gleichungen, 
von denen aber vier identisch sind. In Bezug auf drei Axen nämlich, 
die durch den Schwerpunkt des Körperelementes in axialer, tangentialer 
und radialer Richtung gezogen werden , sind die Gleichungen , durch 
welche die Momentensummen der Kräfte für die erste und dritte dieser 
Axen = Null gesetzt werden , deshalb identisch , weil diese Axen von 
allen Kräften geschnitten werden oder mit ihnen parallel sind; die 
Momentengleichung für die tangential gerichtete Axe ist identisch, weil 
die Beziehung 

rxz=rKc = T gemäss Gleichung (1) in Nr. 2, 

die sich anderen Falls daraus ebenso wie in Nr. 2 ergeben bätte, hier 
schon als bekannt vorausgesetzt ist. Auch von den drei Gleichungen, 
welche ausdrücken , dass nach jeder der drei Axrichtungen die algebraische 
Summe der Kräfte = Null ist , ergiebt die auf die tangentiale Axrichtnng 
bezügliche nur 

Sy = Sr, also ^— ^ == 
* * dcp 

oder Sy = einer Function nur von x und z , wie übrigens schon aus dem 
Charakter des Parallelkreises als einer Linie gleichen Zustandes zu folgern 
war. Es bleiben also nur noch die Gleichungen übrig, durch welche die 
Kraftsummen nach axialer und radialer Richtung = Null gesetzt werden: 

Sx — Sx + fcx' — tzy^ + Xzdxdsdq) = ^ 
Sz — 5z — 2sySin -^ + i^xz' — trji, + Zz dx dedq> = 

oder mit Rücksicht auf obige Ausdrücke von Sxy Sz', tm'f txz' und mit 

. dw dw 
stn —-7- = — ~ : 
2 2 

-r^ dx + -r^ dz-\'Xzdxdsdw = 

OX OZ ^ 

-T~ dz — Sydq) + -^ dx + Zz dx dzdg) = 

oder mit Rücksicht auf die Ausdrücke von Sx^ 5y, s^, txx^ txz und bei 
Division der Gleichungen durch zdxdzdq): 

OX ' z de ' , , „„, 

z OZ z ' bx ^ 
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197. — Gemäss dem in Nr. 23 dargestellten allgemeinen Verfahren 
sind mm in (526) die Ausdrücke 

\da? ' m—2/ m— 2v ^ bx ^ ^ 00 J 



„=3e(i+^)=je(f+(™_,)i+f) 

' \js ' m — 2/ m — 2\ox ' ^ ^ z ^ hz / 

\bz ^ m — 2/ m — Z\bx ^ z ^ ^ ^ bz / 

'=«(§+#) 



. (527) 



zu substituiren , um so zwei simultane partielle Differentialgleichungen zu 
erhalten, die durch ihre mit Berücksichtigung der Oberflächenbedingungen 
auszaföhrende Integration die Grössen ^, t als Functionen von x^ z ergeben. 
Indem dadurch nach (527) auch die Spannungen (Tx? (Ty? O^ und r 
bestimmt sind , reducirt sich mit r^ = r^ = und Ty = r die cubische 
Gleichung für die Hauptspannungen (Nr. 23) auf: 

(<rx— er) {Oy — a) {a^— a) — (Oy— a) T^=Oy 
zerlegbar in: Oy — a = und a^ — ((Tx + ö^z) ^ -f- ^x ö^z — ^^=0. 
Hiemach ist Oy eine Hauptspannung, und wenn sie mit (7^ bezeichnet 
wird , so sind die zwei anderen : 

^ (yx+cyz+l/((yx— (yz)^+4r^ 

'S > 2 

and schliesslich die entsprechenden Hauptdehnungen bestimmt durch : 



«'s ) 



^., = a,-^±^ = a,- 



m 



m 



Ee 



a 



Eb 



m 



> (528). 






3 — ^'S 

m — 1 



m 



^ C^x+(yz)+^^/((yx-(yz)2+4ir2 



Uebrigens hat man auch, nachdem ^ und ^ als Functionen von x 
und z gefunden sind, 



j % 



d^ ' ^ öo; "^ ö^ 



da? ' ' z 

und damit die Hauptdehnungen als Wurzeln e der cubischen Gleichung 
(Nr. 23): 

4 (€x — ß) (ßy — «) («z — ß) — (ßy— ß) y^= Ö, 



>2 



zerfallend in: €y — € = und e^ — (cx + «z) c + «x «z Z"~^' 

«2 l _ Cx + €z + »/(«x— Cz)^ + y^ 



also 6| = ey ; 



h 



(529). 
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Bei den folgenden Specialfällcn wird vielfach eine der Normal- 
spannungen ax , cTz = Null zu setzen sein. Ist z. B. (Tz = , so folgt 
aus (527): 



I. Hohlcylinder bei glelclifSrmlg yerthelltem Normaldrücke 
auf die Innere nnd äussere Cyllnderfläclie. 

a. Der Hohlcylinder ist an den Enden offen und frei. 

198. — Indem auf den Rand des Hohlcylinders keine Kräfte wirken, 
auch diese Ränder ganz frei sein sollen, so dass alle Querschnitte sich in 
gleicher Weise erweitern oder zusammenziehen können, jenachdem der 
innere oder äussere Druck überwiegend ist, so sind hier Ox und t 
überall = Null, 

(Tx , (Ty > Oz Hauptspannungen , 

Cx ? Cy > ^z Hauptdehnungen, 

die einen und anderen für alle Querschnitte gleich , nur abhängig von ^. 

Wegen a^ = ist analog den Gleichungen (530) : 

,^V!=^(l + f). (53,, 

^ 7)1 1\ z dz / m — Wz dz) 

Von den Gleichungen (526) , worin ausser o^ und x auch X und 
Z =^ Null sind, wird die erste identisch, während die zweite übergeht in: 

dz ^ 

und durch Substitution der Ausdrücke (532) von Gy und az in : 

d^ , ^y~di) t d^ ^ 

— \- m ; m— = — = 

dz dz z dz 

de^ de g 

d'^ , de ^ _dK . i> _. 
de'''^ e^ de^'^ de 

Daraus folgt durch Integration mit Rücksicht auf (531): 

4^ + -^ = .^Izie=öms#. = 6 . . . (533), 
de e m — 2 



J 



Plattenförmige Körper. 



311 



nd indem diese Gleichung , welche zeigt , dass die verhältniss- 
lässige Volume nänderung e in allen Punkten der 
yl inderwand gleich ist, auch geschrieben werden kann : 






dz ' ' dg 

•giebt sich , unter c eine zweite Integrationsconstante verstanden, 

und daraus nach f533) r -— ^ = ~ 



(534). 



Die Einführung dieser Ausdrücke in die Gleichungen (532) giebt: 



,2 



<'.=#?j((»+')|-('»-i)^)=^ 



^2 



. (535), 



iter Ä und S Constante verstanden , durch welche b und c bestimmt sind : 

-1 Ä 



m4-l . A , m — 1 Ä « w— 
m — 1 G m+1 (r m 



wegen G = — p-p ii/ ; femer c 

2 m+1 



:b 



w+l B 



(536), 



2(? m E 

ährend sie selbst, wenn 

r^ den inneren , rg den äusseren Badius, 

l\ den inneren , p^ den äusseren Druck auf die Einheit der Oberfläche 
»deutet , sich daraus ergeben , dass 

für z = r^ sein muss : a^^= A ^^ = — p^ 



und für z^^r^ sein muss : 0^^ = A 



B_ 

T2^ 



P2 



Daraus folgt : 



pir^—p<i,r^ 
r^ — r^ 



B — {pi—p2) 



r^r'^ 



r^ — r^ 



(537) 



id ergeben sich mit den hierdurch bestimmten Ausdrücken (535) der 
auptspannungen Gy und iS^ nebst (yx = die Hauptdehnungen: 



je; 6.= 



jECy = Gy 



Eez = a.^ — 



m 

G^ 

m 



m 



m 



m — 1 . , m-f- 
= A-r 



m+1 B I 
m 0^ j 



(538). 



Nach (533) und (536) ist schliesslich die verhältnissmässige 
olumenänderung der Cylinderwand: 
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wi — 2, ^m — 2A ,,«^, 

e = -- 1-^ = 2-——^ .... (539), 

m — 1 ni Mi 

die verhältnissmässige Querschnittsänderung des Hohl 
r a u m e 8 dagegen : 

6i = 26y für z=ri 



_ 2 f m—1 . , m+1 B\ 
~E\ m ^'^ m n^;- • • 



(540). 



199. — Wenn die kleinere der beiden Pressungen p^^ und p^ nicht 
wesentlich grösser, als der atmosphärische Druck ist, so ist gemäss der 
Bemerkung zu Anfang von Nr. 194 für inneren Ueb erdruck 

0^1 ^P2) °^*^ 1^3 = ^ ^^^ Pi =-P ^^^^ (ö37) : 

damit nach (538) : 

2 i)ri» 



i;cx = — 



m rj* — n* 



Die grösste positive Dehnung ist hiemach = ey für jgr = r^ und die grösste 
negative, absolut genommen = — e^ für 4? = ^!, die grösste An- 
strengung also jedenfalls an der Innenfläche des Hohl- 
cy linders: 

^ (_ je;..) = i^+it);?!f>LiilW ^ 

m(r2^ — ^iV 

Je' 
Soll eine positive Dehnung höchstens = -=- , der Absolutwerth einer nega- 

tiven höchstens = -=- sein, so folgt 

aus maa; (— . -&€z) < Zj" : (— ) >—777 — 7 — rr^ 

In der Regel ist der erste dieser beiden Grenzwerthe von — der grossere 

und deshalb maassgebende, jedenfalls dann, wenn k* <^k" ist^ da nach (541): 

max (ß€j) > max ( — Ee^) . 
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P P 

Sind -^ und ^ kleine Brüche, so kann statt (542) gesetzt 



werden : 



('+=^)"='+»^-5 



. m— 1 p . »H+1 p 

IM — 1 p , W-f- 1 p 

'''~'^' >-^ ^"^d?:^^ .... (543) 



und ist der erste dieser beiden Grenzwerthe maassgebend ^ sofern nur 
i'<mi" ist. 

200. — Für äusseren Ueberdruck Q^ >l>i) ist mit j^j=0 
und p^ =sp nach (537) : 

#"2* — ri* rs*— fi* 

damit nach (538): 

m ra* — n* 

^ r«^ — n* \ m Ä* ' m V 

ra'' — ri' \ m ß* m / 

An der Inneniläclie (z = ri) sind — e, und €. am grössten. 8oll 

und „KKB (-£«,) = 2 -P^<*" 

ra — ri' 

sein^ so folgt 

also, wenn -^ und ^ so kleine Brüche sind^ dass 
gesetzt werden kann : 

■^r^>m¥""^>F • • • • ^^'^^' 

201. — Nach Nr. 199 nimmt die fiir die Anstrengung eines Hohl- 
cylinders bei innerem Ueberdnicke = p pro Flächeneinheit maassgebende 
Dchnui»^ im Sinuc des Umfangcs von der iimet^ü i.\tt B^\A!&^x^\l ^^Xsdl\^^ 
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fläche stetig ab , so dass sie bei grösserer Wanddicke (z. B. bei einem 
Geschützrohre unter der Wirkung des Druckes der Pulvergase) an der 
äusseren Cylinderfläche erheblich- unter dem zulässigen Maximalwerthe 
bleiben muss, wenn sie denselben an der Innenfläche nicht überschreiten 
soll. Behufs einer vollständigeren Ausnutzung der Widerstandsfähigkeit 
des Materials kann aber ein solcher Hohlcylinder aus hohlcylindrischen 
über einander geschobenen Schichten der Art hergestellt werden, dass vor 
der Einwirkung jenes Druckes p sich diese Schichten bereits in Defor- 
mationszuständen befinden, die von innen nach aussen in entgegengesetztem 
Sinne veränderlich sind, wie diejenigen, die durch den Druck p zusätzlich 
verursacht werden, dass nämlich die Dehnung dieser Schichten im Sinne 
des Umfanges für die innerste Scliicht negativ ist, gegen die Mittelfläche 
der cylindrischen Wand hin absolut genommen abnimmt und dann nach 
aussen hin in eine zunehmende positive Dehnung übergeht. Zu dem Ende 
müssen die (von innen nach aussen gerechnet) auf einander folgenden 
Schichten vor ihrer Zusammensetzung solche Dimensionen haben, dass der 
innere Radius einer jeden etwas kleiner, als der äussere der vorhergehenden 
ist, auf welche dann jene nach vorhergegangener Erwärmung und ent- 
sprechender Erweiterung aufgeschoben werden kann, um bei der Erkaltung 
sich darauf festzuklemmen. Die sich hier darbietende Aufgabe werde be- 
stimmter formulirt wie folgt : 

Welche inneren und äusseren Radien müssen die 
^Schichten, ausdenen der Hohlcylinder gebildet werden 
soll, vor ihrer Zusammensetzung und in kaltem Zustande 
haben, wenn für den zusammengesetzten Hohlcylinder 
im kalten Zustande vor der Einwirkung des inneren 
Ueberdruckes p der innere und äussere Radius = ^0 und 
rn, die Radien der auf einander folgenden Berührungs- 
flächen =ri,r2...rn— i gegeben sind, und wenn durcli 
die Einwirkung des inneren Ueberdruckes p an den 
inneren Flächen aller ^Schichten gleich grosse resul- 
tirende Dehnungen (durch Zusammensetzung mit den daselbst schon 
vorhandenen) verursacht werden sollen? 

Die gesuchten inneren und äusseren Radien der isolirten Schichten 
seien: 

ÜQ und \ , a^ und h^ , a^ und 63 ... . «n—i und 6n 

für die 1. 2. 8 n^^ Schicht, 

ferner a^ und ß^^ a^ und /9j, «2 ^^^ Ä • • • • «n— 1 und ß^ 
die Dehnungen an der inneren und äusseren Fläche dieser Schichten im 
zusammengesetzten Hohlcylinder vor der Einwirkung des Druckes jp, der 
für sich an den inneren Flächen die Dehnungen zur Folge habe : 

€9 ^1 . ^3 ^^ — '1 

Sind dann femer p^ 2^, ..*.... ^n—i die specif. Pressungen 

in der 1. 2 (»^—1)*^" Berührungsfläche 

der Schichten vor der Einwirkung des Druckes p, so können nach 

Nr, i98 
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oTq und 1^1 durch p^ , «q und i^ 

«jL und ß^ durch Pu p^y <h ^^^ ^i 
«2 und ß^ durch ^g , p^ , «2 und 63 

CTn— 1 und /9n durch ^n__i, «n— 1 und &n 
ausgedrückt werden, wonach für die (3w— 1) Unbekannten: 

Pl . . . 2>n — 1 » Ä^) . . . (In—ly fc^ • • • On 

sich ebenso viel, Gleichungen ergeben, nämlich die 2n Gleichungen: 

^o=«o(l+«o) 

n=&i(l + A) = «i(l + «i) 

(546) 

rn-l = 6n-l(l + /^n-l) = «n-l(l+an_i) 
rn = 6n(l+/^n) 

und die (n — 1) Gleichungen : 

«0+«0 = «l4-^l = • • • =^n-l4"^n-l • • (547), 

in denen €0, Cj . . . €n_i durch Nr. 199 bestimmt sind. Indem «q negativ 
ist, ergiebt sich die grösste Anstrengung für den zusammengesetzten Hohl- 
cylinder im Verhältnisse 

«0 
kleiner, als sie bei gleichen Dimensionen für den homogenen, ursprünglich 
spannungslosen Hohlcylinder sein würde. — 

Zur Vereinfachung obiger Rechnung kann in den Ausdrücken von 

«Q «1 . . . «n— 1 und 1^1 /^a . . . /?n 
mit Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung 

Tq ftSr ÜQ , ri für h^ und a^ , rg für 6, und Og • • • ^n fiir &„ 
gesetzt werden, und indem dann die Gleichungen (547) nur die Un- 
bekannten p^, P2 . . » Pn—i enthalten, sind diese dadurch bestimmt, dann 
auch die Grössen a und ß, wonach schliesslich gesetzt werden kann : 

«0 = ^0(1— «0) 

&i=^i(l — /^i); «1=^1(1 — «1) 



/ (548). 



6n-l == ^n-l (1 — /^n-l) ; «n-l = Tn^l (1 — «n-l) 
K==rn{l—ßn) 



202. — Als einfachstes Beispiel der in voriger Nummer behandelten 
allgemeineren Aufgabe sei 

3 

und werde msss3 angenommen. Nach Nr. 200 ist dann: 
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„^ 9 / 4 4 , 2 \ 9 34 34 



und nach Nr. 199 : 



9 / 4 16 , 2 \ 9 82 82 

-^«1 = le^Tg VT T + yJ ^^ = y 27 ^^ = 21^^ 

„ 1 /4 16 , 2\ 82 

^^^ = 4::ri(.-3-T+T>=8i^- 

Nach (547) ist also p^ bestimmt durch die Gleichung: 

18 . „ 82 ,82 

und folgt daraus : p^ = f? = 0,1316 2> 

ao==-0,474|- ft=-0,298|. 

«1= 0,514 1. ft= 0.338 1- 

1> 



«0 + «0 = «1 + «1 == 1?526 
5!5+io^ 0,763, 

«0 



E 



somit schon bei nur zwei über einander geschobenen Hohlcylindem eine 
Ermässigung der Anstrengung um fast 24 %. 

b. Der HoUcylinder ist an den Enden festgeklemmt oder dnrcli Boden 

geschlossen. 

203. — Wenn der Hohlcylinder an den Enden nicht offen und frei 
ist, so dass sich nicht alle Querschnitte in gleichem Maasse ausdehnen 
oder zusammenziehen können, so führt die strenge Untersuchung zu so 
grossen Schwierigkeiten, dass sich das Bedürfniss herausstellt, dieselben 
durch vereinfachende Annahmen zu vermindern analog denen, auf welchen 
die Untersuchung des Spannungs- und DeformationszuBtandes belasteter 
stabförmiger Körper im zweiten und dritten Abschnitte beruhte und welche, 
ebenso wie sie dort um so zutreffender waren, je kleiner die Querschnitts- 
dimensionen im Vergleich mit der Stablänge, so hier um so weniger fehle^ 
aft sind, je kleiner die Wanddicke h = r^ — r^ des Hohl- 
'linders im Vergleich mit denBadien r^ und r^ ist Di< 



1 



r Inne 
lormal 



Iten speciflschen N oj-mald r uck e p i 
;t gleichen Kr " 

desHohlcylinderB ringgum gleich förmig 
ialer Riclitiing wirken (ziehend oder drückend, 
oder negativ lat). lasbesondere bei einem an den 
iiden, gleichfalls mit p p r o Fl ä c h enein- 



lelRBtiing best 
■näBsig verthei 
tgegengeset 
f die Ränder 
rtheilt in as 
enachdem F positi 
Snden durch B 

:. belastet, geschlossenen Hohlc/li: , „. _ „ 

«ylindrigcheu Dampfkessel, ist P^=nt\^p. 

Bei Voranssetzwig der in Nr. 196 erklärten Bezeielmnngen kann nun 
die radiale (zur Mittelfläclie senkrechte) Normalspannung (Jz mit demselben 
fechte ausser Acht bleiben wie bei stabfünnigen Kijrpem (Nr. 24) die 
*nr Mittellinie senkrechten Spannungen öj. und ff; =^ Null gesetzt wurden, 
■o dass nach (530) folgt: 

2G / ö| , t;\ 2G /ÖS , t\ 

m—\\ bx ' 2/ ■ m — \\itx ' ß/ 

Ist femer r;^-^— J--^ der ursprüngliche Radius der Mitlelfläche des 

Bohltrrlinders, 

q die mit seiner Deformation verbundene Äenderung von r , 
V die Entfernung eines Punktes resp. Parallelkreises von jener mitt- 
teren Cylinderfläche , positiv nach aussen , negativ nach innen , also 

g=r'j-v, so kann -^ = — gesetzt werden mit ähnlicher Annäherang, 

nrie bei der Untersuchung stabrormigor Körper von den Aenderungen ihrer 
nQnerschuittsdimensionen abstrahirt zu werden pflegt, falls ausserdem 
hedes r hinlSnglieh klein im Vergleich mit r ist, um da- 
gegen vcrnnchlässigt werden zu können. Dadurch wird: 

m — 1\ äx ' rl ' m — l\dx ' rl 



und ist dar 
von 3; und 



p eine blosse Function von x, ^ dagegen eine Function 

der (statt s eingeführten) Variablen v. 



In Betreff* der Art, wie ~^e, von v abhängt, kann endlich nocli 
ox 

rine einfaclie Annahme gcmactit werden analog derjenigen, die der Unter- 
locliung der Biegungselnsticität gerader Stäbe in Nr. 36 zu Grunde gelegt 
wurde. Bliebe nämlich der Ort der ma- 
teriellen E*unkte, die ursprünglich in einem 
Radiiis lagen, auch bei der Deformation 
eine zur MittelAäche senkreclil« Gerade, 
so wäre, unter 

Erx die axiale Dehnung in der Mittel- 
fläche, und unter 
E den Krümmungsradius der Meridian- 
linie der deformirten MittelftRclie 
(Fig. 64) verstanden, analog Glei- 
chung (74) a. a. O. 

I 
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mit dem oberen oder unteren Zeichen vor -^ y jenachdem der Krümmongs- 

mittelpunkt nach der Seite der Cylinderaxe ÄS hin oder auf der anderen 
Seite liegt, jenachdem also näherungs weise analog Gleichnng (82) in 
Nr. 40: 

1 _--(?gg 

ist, womit sich für alle Fälle eigiebt: 

öx a,v^ 

Wenn zwar in Folge der Wirkung der Schubkräfte die ursprünglich zur 
Mittelfläche senkrechten materiellen Geraden in der That niclit aucli zur 
deformirten Mittelfläche senkrechte Gerade bleiben, so ist darum doch die 
Gleichung (550) mit derselben Annäherung zutreffend, womit zwei in einer 
Meridianebene unendlich nahe benachbarte solche materielle Linien we- 
nigstens als gleich gekrümmt und gleich gegen die Meridianlinie gelegen 
gelten können, ähnlich wie jene (auch später bei der genaueren Prüfung 
in Nr. 142 — 165 hinlänglich bewährt gefundene) Gleichung (74) in 
Nr. 36 darauf beruhte, dass zwei unendlich nahe benachbarte materielle 
Querschnitte als gleich gekrümmt und gleicli gelegen gegen die elastische 
Linie betrachtet wurden. 

dt 
Durch Einführung des Ausdruckes (550) von — ergiebt sich aus 

03b 

(549), wenn mit a» die axiale Normalspannung <Jx in der Mittelfläche 
(v=0 resp. jgf=r) bezeichnet wird. 



m — 1 \ dx^ ' r / m — 1 



Gv 



dx^ 

Ist aber F-=27trh der Querschnitt des Hohlcylinders, so bt 

2G ( . q\ P 

m — 1 \ ' r / F 



und folgt daraus mit Cr = ; — - E : 

2 m-f- 1 



_ m— 1 1 P 1 g_ m^— 1 P 1^^ 

'"~ m 2GF mT~ m^ EF m r 



(551) 



P m« ^ d^Q 

(fx = -^ i 7 ^«^3-4 .... (552) 

F m^ — 1 dx^ ^ ^ 



sowie aucli aus (549), (550) und (551): 



1 P , _ D m ^ d^g , 

= — ^ + ^— 2 7^^^ (553). 

m jP ' r m^ — 1 dx^ ^ 
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Ist der Hohlcylinder durch Böden geschlossen, die auch dem inneren 
Drucke p ausgesetzt sind, so ist : 

L-X. ?Z wofür ^^^—^ resD ^ f554) 

gesetzt werden kann, wenn h hinlänglich klein im Vergleich mit r ist. 

204. — Nach dem in Nr. 197 erklärten Verfahren wären nun die 
Ausdrücke (552) und (553) von (Xx und Oy nehst o'z = und 

in den Gleichungen (526) zu substituiren , um durch ihre Integration und 
mit Rücksicht auf die Oberflächenbedingungen q als Function von x, 
sowie ^ als Function von x und v zu erhalten. Nachdem indessen ^ 
durch die Gleichung (550) aus den Ausdrücken von Cx und Oj fort- 
geschafft worden und somit nur noch q als Function von x zu bestimmen 
übrig geblieben ist, wozu eine Gleichgewichtsbedingung ausreicht, kann 
eine der Gleichungen (526) hier zur Bestimmung von r dienen. Die 
erste derselben ist aber mit X = und 5? = r (bei consequenter Ver- 
nachlässigung von V gegen r) : 

bOx , dT bUx , br 
bx ^^ b0 bx ^^ bv . ' 
und folgt daraus mit Rücksicht auf (552): 

bT m^ _, d^Q m^ ^v^ d^Q . ^, . 

bv m^ — 1 dx^ m^—1 2 dx^ \/\J' 

unter f(x) eine Function von x verstanden, die dadurch bestimmt ist, 
dass T (nach Nr. 196 = Ty oder bei noch vollständigerer Bezeichnung 

= rxz = Tzx) für v = + — den Werth Null hat (widrigen Falles auf die 

Oberfläche des Hohlcylinders eine axiale äussere Kraft wirken müsste). 
Somit ist 

Die zweite der Gleichgewichtsbedingungen (526), worin Z und a^ 
= Null zu setzen sind, ist endlich zur Bestimmung der in den Aus- 
drücken von (Txj Oy und r vorkommenden Function q von x, d. h. zur 
Bestimmung der Gleichung der Meridianlinie (Fig. 64) der deformirten 
Mittelfläche disponibel geblieben. Indem aber diese Gleichung dadurch 
entstanden ist, dass die algebraische Summe der nach radialer Richtung 
auf das Volumen dement (Fig. 63) wirkenden Kräfte = Null gesetzt wurde, 
hat sie offenbar mit der Vernachlässigung von a^ ihre Gültigkeit verloren, 
und muss sie vielmehr ersetzt werden durch eine analoge Gleichung mit 
Bezug auf ein Körperelement, das aus der ganzen Dicke der cylindri- 
schen Wand von zwei in der Entfernung dx parallelen Querschnittsebenen 
und von zwei unter dem Winkel d(p gegen einander geneigten Meridian- 
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ebenen herausgeschnitten wird. Indem auf die Innenfläche = ( r — "TTi^y^^ 

dieses Körperelementes der specifische Druck p ausgeübt wird^ erhält man 
die Gleichgewichtsbedingung : 

j (r-\-v)dq^dv-T--dx — J2dxdvaySin—^'\-p(r — -—) dq>dx = (ii 

h 
worin sich die Integrale auf v beziehen und zwischen v = und 

V = — zu nehmen sind ; oder bei abermaliger Vernachlässigung von v 

und — gegen r, femer mit sin—^ = '-^ und bei Division der Glei- 
chung durch — r rfy dx : 

Mit Rficksiclit auf die Ausdrücke (553) und (555) ron (Ty und % folgt 
daraus wegen 

dx*^ w« r«Ä«~ m* Eh^ \^ mF r)' 

Diese Gleichung hat , unter 5 und M Constante verstanden , die Form : 

und kann durch die Substitution : q = -=- -j- a , unter a eine andere 
Function von x verstanden, auf die noch einfachere Form 

gebracht werden. Somit ist : 

^ = A + amit^ = ^(^-l-^A) . . (556), 

während a bestimmt ist durch die Gleichung: 

d^a , ^^m* — 1 a ^ ^^^„ 

+ 12 5 9T¥=0 .... (557> 



dx^ m^ r^h^ 

P pr 

Für den geschlossenen Hohle yl Inder ist mit -— - as- i?-—. nach 

(554) : 

EhKm2/ 2m Eh ^ 
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205. — .Der Differentialgleichung (557), die geschrieben werde in 
der Form: 



4 . 

^+4a*a=0 mit a= 1/ 



(559), 



entspricht das allgemeine Integral: 

unter e die Basis der natürlichen Logarithmen, 
(7i, Cg, Cg, C4 constante Coefficienten, 
^1? ^2? ^? ^4 ^^® Wurzeln der Gleichung 

verstanden. Dieselben sind imaginär und darstellbar durch : 

mit i = y — 1 , so dass 

wird. Mit Hülfe der bekannten Gleichung 

e±^^ = cosx-\iisinx 
kann indessen durch Einführung neuer Constanten f, g, /*', g' statt C^, 
C^? ^3? C4 die imaginäre Form jenes Integrals in eine reelle verwandelt, 
nämlich gesetzt werden : 

^_gmx [((7^+ Q) cos(l^ir) + (Ci— Cg) ism (l^:r)] 
+ e™'^ [(QH- CJ cos {n'x) + (Gg— (7J i sin (n'^)] 
=r ß™» [/cos {nx) + p siw (na;)] + c™'^ [/' cos (w'a;) + g' sin [n'xy] . 

Was aber die Coefficienten m , w , m', w' betrifft , so folgt aus 

c*+4a* = oder c = a}/2 (— 1)^ 

wegen(-l)T=<( 3^ 3^ I/T..I/T 

cos — ±^s^n— = -y-+^y - 

M=m+Mi = a(l + i), also m = a, w = a 

;;^i=m'+w'i = a( — l+i)> also m'= — a, n*=a. 

Mit dem obigen Werthe (559) von a ist hiemach schliesslich : 

a==e^\fcos{ax)'\'gsin{ax^'\-e-'^'^\f cos{ax)-\-g* sin{ax)'\ . (560), 

und bleiben nur noch die Constanten /*, g, /*', ^' mit Rücksiclit auf die 
Bedingungen zu bestimmen , denen der Hohlcylinder an seinen Enden 
unterworfen ist. 

206* — Wenn insbesondere beide Enden desHohlcylinders 
denselben Bedingungen unterworfen sind, so dass die mittlere 
Querschnittsebene nach wie vor Symmetrieebene ist, so muss, falls der 

Grashof, ElasticitSt und Festigkeit. %\ 



Ca 

Ca 
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Anfangspunkt der x-Axe (Fig. 64) in diesem mittleren Querschnitte 
angenommen wird , Q = A-\-ay folglich auch a für x und — x einerlei 
Werth haben , muss also mit Rücksicht auf (560) : 

fcos (ax) — gsm {ax) = f^ cos (ax) -{-g' sin (ax) 

fcos (ax) + g sin (ax) = f cos (ax) — g' sin (ax) 

sein ftir jedes Xj was voraussetzt, dass f' = f\md g' = — g ist, also 

Q = A-\-f(i^''-\-e-'''')cos(ax)-\-g(€^ — e-'''')sin(ax) . (561). 

Zur vollständigen Bestimmung der Aufgabe werde endlich noch 
angenommen , der Hohlcylinder sei an den Enden so fest- 
gehalten, dass weder eine E^- Weiterung seines Quer- 
schnittes, noch eine Neigung der Meridianlinie seiner 
Mittel fläche gegen dieAxe daselbst möglich, dass also, 
unter l seine halbe Länge verstanden, 

für x = l: g = und -^ = . . . . (562) 

ax 

ist. Die diesen Bedingungen entsprechende Bestimmung der noch übrigen 
Constanten f und g lässt sich dann durch die Bemerkung vereinfachen, 
dass immer, sofern nur nicht etwa l viel kleiner als r ist, e~** als sehr 
klein gegen e*^ vernachlässigt werden kann. In der That findet man 

z. B. mit m = 3 : 

A 

• al = l]/ ^^'f~P =4- für Ä=0,102r, - 

folglich, wenn auch nur l = r gesetzt wird, 

1 ß*^ 

aü==:4; 6^1=54,6; e-^^ = 



54,6 2981 

Die fragliche Vernachlässigung wäre in noch höherem, und zwar schnell 
wachsendem Grade gerechtfertigt, wenn A < 0,1 r oder ?>/*, somit 
aZ > 4 wäre , wie es z. B. bei cylindrischen Dampfkesseln der Fall ist, 
bei denen in der Regel sogar a?> 20 sein wird. 

Indem nun aus (561) folgt: 

"^ "& ^ ^"^^^^ — ^-'*'^) cos (ax) — (e- + e"«) sin (ax)-] ] ^ ^^^^^^ 

+ 9 [(^'^ — e~^^) cos (ax) + (^^ + e~~^)sin (ax)"] ) 
ergeben sich hieraus und aus (561) gemäss den Bedingungen (562) folgende 
zwei Bestimmungsgleichungen für f und g : 

= A + f^^ cos (al) + ^ ^* sin (al) 

= fd^^ [cos (al) — sin (al)'] + g e*^ [cos (a1)-\- sin (aT)] . 

cos(al) — sin(al) ^ 

Aus der zweiten folgt : q = : ' . — -. — 7-—- f 

^ cos (al) -\- stn (al) 

und damit aus der ersten : 

^ . /. 1 r / 7\ cos(al) — sin(al) . , ^T 

0=Ä-\-f^\cos(al) )-^f- — r-i-^sm(aT)\ 

' ' L "^ ^ cos (al) -\- sm (al) ^ ^J 

^^ cos (al) -^ sin (al) ' 
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207. — Indem nunmehr q durch Gleichung (561) vollkommen 
bestimmt ist, können nach (550) und (551): 



_bi _ m^—l P L^_ ^ 

* bx m^ EF m r dx^ 

femer ey=-^ = — und nach (530): ez= — 



y_-^ = -?- und nach (530): e^= — i^L+L^ 
^ z r m — 1 



/(565) 



sowie nach (555) : y = -^ = 2 -^ = r -, -t-\ 

' G m E m — 1 4 dxv 

für jeden Punkt gefunden werden und damit schliesslich die Haupt- 
debnungen nach (529) in Nr. 197. 

Die grössten Absolutwerthe der letzteren sind mit Rücksicht auf die 
Art, wie die Mittelfläche des Hohlcylinders deformirt wird (Fig. 64), im 
mittleren Querschnitte {x = 0) und in den Endquerschnitten {x = l) zu 
suchen, so dass es zu ihrer Bestimmung, bedingt durch 6x> %? «z und y, 

/72p d^ O 

nur der Kenntniss von o , - \ und .- \ für x = und x = l bedarf. 

^ dx^ dx^ 

Zu dem Ende findet man aus (563) durch wiederholte Differentiation: 

1 d^Q 

20« 'd^ =—f(^^— e-*'^) sin (ax) + p (e*^ + e-^^) cos (ax) 

1 d^o 

2^ "^ "" ^1^" ^^' ~ ^""^ ^ ^""^^ — ^^' + ^""^ ^'"^ ^"^^^^ 
+ ^ [(^ — ß—**) cos (a^r) — (e^^ + c"*"^) sin (a^)] 
und hieraus sowie aus (561) bei Vernachlässigung von e"~*^ gegen e^\ 
und wenn die x = entsprechenden Werthe durch den Index , die 
X = l entsprechenden durch den Index 1 angedeutet werden, 

gj = gemäss der Bedingung (562), 
endlich mit Rücksicht auf (564) : 



1 /d^Q\ 

iä^\dx^) =—f^^^i^W-^9^^(^os(al) = A 



= -4 { [cos (a?) + sin (cd)'] ^ + E^ös (oZ) — sm (a/)] ^} = 2Ä. 

Je grösser aZ ist, desto kleiner sind - - und ~- nach den Gleicimngen 
(564), und mit desto geringerem Fehler kann 

gesetzt werden. Da die Deformation des Hohlcylinders nothwendig in 

21* 
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solcher Weise stattfindet, dass sich in der Mitte ein Bauch bildet, dass 
also 



(-S-)=*-^ 



negativ ist, während doch g je nach der Grösse von (d positiv oder 
negativ sein könnte, so muss man schliessen, dass die vorstehende Ent- 
wickelnng überhaupt nur mit der Annäherung gültig ist, womit 

\ y \ ] = und entsprechend auch ^^j = ^ 

N CvX / Q 

gesetzt werden kann, was, indem es darauf hinausläuft, e"~** nicht nur 
gegen ^^, sondern selbst gegen 1 zu vernachlässigen, mit Rücksicht auf 
den Näheningsgrad dieser ganzen Untersuchung in der That unbedenklich 
erscheint, falls nur etwa aZ>5, also e~ "*< 0,0067 ist. Unter dieser 
Voraussetzung kann somit gesetzt werden : 






(566). 



208. — Für den Fall des an den Enden geschlossenen 
Hohlcylinders, in welchem sich eine Flüssigkeit befindet , die anf 
die Einheit der ganzen Innenfläche den Druck p ausübt, hat man nach 
(558) und (559): 

A 

. 2m — 1 pr^ , n . l/3(w* — 1) 

A = -^-- ^^ und a = —= mit n= 1/ —^ ^ ^, 

2 m Eh y/rh ^ ^ 

also _ 2m-l pr\ /e?^g\_ ( d^Q \ _ 

^'~ ' Kdx^)-'^'' 2m Eh^' Kdx^)—^'' 2m Eh'j^h 

und ist femer nach (554) zu setzen : 

P pr 

~F~ 2h' 
Für den mittleren und für die Endquerschnitte, die hier allein in 
Frage kommen , ergeben sich damit die Werthe von Cx » % ; Bz imd- y aus 
den Gleichungen (565). 

d^Q 

Im mittleren Querschnitte (a; = 0) ist mit ~ auch y = 

dx^ 

Null, sind also Cx? €y, e^ Hauptdehnungen, und zwar: 

r-p X m^ — 1 pr 2m — 1 pr m — 2 pr 

^ *'^^~ m2 Yh 2^n^"F~ 2m T" 



^ ^^^ 2m h 



(Ee) — (^ — 2) + (2m-l) pr 

^" '^^ 2m{m — l) h ^'^ 



3 pr 
2m "*" 
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Die grösste dieser Hauptdehnungen , also die grösste DBlinung im mittleren 
Querschnitte überhaupt ist Syi 

nmx{Ee\ = (Eey\= ^^ ^=_.^ fürm=3 . (567). 

In den Endquersehnitten {x = T) ist mit q auch €y = Null, 

während €x und somit absolut genommen auch 62= — für t; = 

m — 1 2 

. Ä 
am grössten sind. Da femer y für t; = + -^ den Werth Null hat , sind 

hier €x, fiy, €, wieder Hauptdehnungen und zwar ist 6x die grösste: 

2m^ h h 

(568). 

Zwar könnten in den Endquerschnitten noch die Punkte ihrer Mittellinien 
(v = 0) als relativ gefährliche Punkte in Betracht kommen, indem daselbst 
y am grössten ist; die hieraus und aus dem entsprechenden Werthe von 
€x hervorgehende grösste Hauptdehnung wäre nach (529) 

wegen €2 = r? also €x + €z= e^ und €^ — 6^ = €x 

m — 1 m — 1 m — 1 

an dieser Stelle = (ni-2)e.+ )/mU.^ + (m-iry^ . 

2(m — 1) 

Wenn man aber darin die Werthe von 6x und y, welche x = l und v = 
entsprechen , z. B. mit m = d substituirt , findet man dieses relative 
Maximum von Eb 

= (-^ + -^ |/ 1 + 15,3 — ") ^ jedenfalls < niax (Ee\ nach (568), 

und da letzteres mehr als doppelt so gross wie niax iEe\ nach (567) 
ist , so ist es das absolute Maximum für den ganzen Hohlcylinder. Die 
grössteAnstrengung des letzteren findet sonach an den 
Enden an der Innenfläch e der cy lindrischen Wand statt, 
entsprechend einer mit E multiplicirten axialen Dehnung : 

7imx{Ee) = h = ^^ 2^^2 -^ • (569), 

wachsend mit dem Werthe von we, 

z. B. für m = 3 — 4 

Ä;= 1,805 1,859 1,936 . 4^ . 

h 

209. — Die Anwendung des in voriger Nummer erhaltenen Resultates 
auf die Beurtheilung der Anstrengung eines cylindrischen 
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Dampfkessels in Folge des inneren Dampfdruckes ist 

zwar insofern vollkommen zulässig , als hier — hinlänglich klein mid al 

hinlänglich gross ist; die Bedingungsgleichungen (562) werden aber umso 
weniger zutreffen , je mehr die Kesselböden selbst einer Deformation unter- 
liegen. Letztere und die Deformation der cylindrischen Kesselwand bedingen 
sich gegenseitig in einer Weise, dass die genauere Untersuchung dieses gegen- 
seitigen Einflusses mit grossen Schwierigkeiten verbunden ist^ und mag es 
daher genügen, hier nur schätzungsweise den Einfluss der eigenen Defor- 
mation der Kesselböden zu berücksichtigen , der jedenfalls in dem Sinne 
stattfindet , dass dadurch die Krümmung der Meridianlinie der cylindrischen 
Mittelfläche für x = l vermindert , also auch jener durch (569) ausgedruckte 
Maximalwerth h von Ee etwas verkleinert wird. 

Diese Grösse h ist indessen nur zum Theil von fraglicher Elrümmung 
abhängig ; mit dem Bestandtfieile 

m2— 1 pr pr 10 

wird sie durch den Dampfdruck F auf den Kesselboden verursacht, und 
wenn man annimmt, dass der andere Eestandtheil 

= (1,859 — 0,455) 4^ = 1,404 ^ 

h h 

3 

mit nur --- wirklich zu Stande kommt, ermässigt sich die resultirende 
4 

Maximalanstrengung auf 

Ä;=(o,455+|-. 1,404)^ =1,508 ^=0,754^, 

wenn d = 2 r den Kesseldurchmesser bedeutet. Daraus folgt , unter n den 

Darapfdnick (Ueberdruck) in Atmosphären verstanden (1 Atmosphäre = 

31 
1,0333 = -— r- Kgr. pro Quadratcentim.) : 

h ol n n 

T- '>'''- so -k=''''T 

und kann für Eisenblech im Allgemeinen gesetzt werden : 

— = 0,0012w, 
a 

entsprechend k = 6b0 Kgr. pro Quadratcentimeter, oder endlieh , wenn mit 
Rücksicht auf die zusätzliche Anstrengung des Kessels in Folge seines 
eigenen und des Gewichtes seiner Wasserfüllung , bedingt ausserdem durch 
die Art seiner Unterstützung, die Blechdicke nach Schätzung noch um 
0,2 % des Durchmessers grösser genommen wird, 

A = (0,0012 n + 0,002) d (570), 

wenigstens aber Ä=0,004(i. - — 

So mangelhaft diese Schätzung der Anstrengung eines Dampfkessds 
auch sein mag, so ist es doch ohne Zweifel noch unrichtiger, sie einfiicb 
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wie die einer offenen R(^hre zu beurtheilen , also nach (545) abgesehen 
vom Einflüsse des Eigengewichtes und der Wasserfüllung zu setzen : 

k = "^^r- 7 wie gewöhnlich geschieht. 
n 

210. — Als Beispiel eines Höh Icy linders , der nur an einer Seite 
offen, an der anderen durch einen Boden geschlossen ist^ kann der 
Cy lind er einer hydraulischen Presse dienen. Bei der hier 
beträchtlichen Wanddicke, indem der äussere Durchmesser nicht selten 
mehr als das Doppelte des inneren beträgt, sind aber die Voraussetzungen, 
auf denen die Entwicklung in den vorhergelienden Nummern beruht, 
allzu wenig zutreffend , als dass daraus quantitativ zuverlässige Schlüsse 
auf das Verhalten eines solchen Presscylinders unter dem Einflüsse des 
inneren Druckes gezogen werden könnten , der so bedeutend ist , dass 
schon die Vernachlässigung der radialen Normalspannung a^ (Nr. 203) 
hier unzulässig erscheint. Die befriedigende mathematische Untersuchung 
dieses Verhaltens ist ein unseres Wissens noch ungelöstes und mit erheb- 
lichen Schwierigkeiten verbundenes Problem. Die relativ grössten Dehnungen 
finden ohne Zweifel wieder an der inneren Fläclie statt : am offenen Ende 
im Sinne des Umfanges = 'inax €y , am geschlossenen Ende nach axialer 
Richtung = mcuv fix • Erstere ist kleiner, als sie im Falle des beiderseits 
offenen Hohlcylinders (Nr. 199) bei gleichen Werthen von p, r^ und r^ 
sein würde, und zwar um so mehr kleiner, je kürzer der Presscylinder 
ist ; das Verkleinerungsverhältniss bleibt aber ebenso fraglich , wie das 
Verhältniss von nuix Sy zu max fix und die Wahl solcher vorth eilhaftester 
Verhältnisse, wodurch diese zwei relativen Maxima einander gleich und 
damit möglichst klein werden. Bei dieser Unsicherheit und in Ermangelung 
hinlänglicher Erfahrungen über die Sprengung von dergleichen Press- 
cylindern bei verschiedenen Dimensionsverhältnissen ist es rathsam, die 

grösste Anstrengung nicht viel kleiner, als diejenige einer beiderseits offenen 

3 
Röhre unter übrigens gleichen Umständen zu schätzen. Wird sie = — 

derselben angenommen , so folgt aus (542) mit k statt k* und m = 3 : 



(^)- 



4 

3 "^^ ^^ k-\-0,bp 



M' — k — {m-\-\)p 
o 



(571), 



r 3 5 

und daraus z. B. für — ^ =1 — 2 — 3 oo 

ri 2 2 



k 11 3 9 19 

= 0,455 0,667 0,778 0,842 1 

r 5 

Wird — ^ = ---- als die Grenze betrachtet, über welche hinaus zu 
ri 2 

gehen sich nicht empfiehlt , weil die weitere Vergrösserung der Wanddicke 
nur noch eine kleine, mit der schon vorhandenen grösseren Wanddicke 
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immer kleiner werdende Vergrösserung dtes Druckes p gestatten würde, so 

31 _ 

ist der liöclistens zulässige Atmosphärendruek n wegen p-=—-n Kgr. pro 

Quadratcentimeter : 

M = |J.4-* = H?*=^Ö^ ^^^ A = 664, 

wonach in einem Presscylinder von Gusseisen höchstens ein Druck von 
500 Atm. stattfinden dürfte, wenn seine Anstrengung die Hälfte der Zug- 
festigkeit des Gusseisens nicht überschreiten sollte. 

211. — Wenn eine geschlossene oder durch Befestigung an den 
Enden in ihrer Deformation beschränkte Röhre einem äusseren Ueber- 
drucke ausgesetzt ist, wie z. B. die innere Heizröhre eines Dampf- 
kessels, so tritt an die Stelle der Ausbauchung in der Mitte eine Ein- 
schnürung ; ausserdem findet aber der wesentliche Unterschied statt , dass, 
wälirend zufiillige Abweichungen von der genauen Kreisform des Quer- 
schnittes durcli inneren Druck vermindert werden, ein äusserer Druck sie 
umgekehrt vergrössert. Dergleichen Abweichungen von der genauen Bj^is- 
form sind besonders bei Röhren, die, wie die Heizröhren von Dampf- 
kesseln, aus Bleclitafeln zusammengenietet werden, kaum vermeidlich, und 
es sind daher solche Röhren der Gefahr ausgesetzt, durch den äusseren 
Ueber druck platt gedrückt resp. zerknickt zu werden. Es lässt sicL 
erwarten und wird durch die Erfahrung bestätigt, dass diese Gefahr unter 
übrigens gleichen Umständen mit der Röhrenlänge wächst ; die theoretische 
Ableitung einer Formel für die Wandstärke würde aber auf unverhälfc- 
nissmässige Schwierigkeiten führen und ausserdem an ähnlichen Mängeln 
leiden wie die Theorie der Knickung gerader Stäbe (Nr. 112 — 116), so 
dass Versuche, welche die Bildung einer empirischen Formel gestatten, 
hier von besonderem Werthe sind. 

Dergleichen Versuche sind von W. Fairbairn mit Röhren von 
10 bis 48 Centim. Durclimesser und 48 bis 155 Centim. Länge angestellt 
worden, die auf gewöhnliche Art aus Eisenblech zusammengenietet waren. 
Leider hatte das Blech in den meisten Fällen die geringe Dicke von 
1,1 Millim. , während nur vier Versuche mit Blechstärken von 3,2 bis 
6,4 Millim. vorliegen; der Einfluss der Blechstärke konnte deshalb nicht 
so zuverlässig hervortreten wie wünschenswerth gewesen wäre. Die Röhren 
waren an den Enden durch gusseiserne Scheiben geschlossen, die (ent- 
sprechend dem Zustande, in dem sich die Heizröhren von Dampfkesseln 
befinden) an ihrer gegenseitigen Annäherung als Folge der Zusammeo- 
drückung der Röhre gehindert waren ; durch ein engeres , in eine der 
Endscheiben eingefügtes Rohr communicirte der innere Raum mit der 
Atmosphäre , während der durch eine Druckpumpe mittels Wasser aus- 
geübte äussere Druck bis zur Zerstörung der Versuchsröhre allmählich ge- 
steigert wurde. 

Aus den Ergebnissen von im Ganzen 21 Versuchen ist vom Ve^ 
fasser mittels der Methode der kleinsten Quadrate die folgende empirische 
Formel abgeleitet worden*): 



*) Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. m, S. 234. 
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^2,316 

' ^^=7790^^^^ (572). 

rin bedeutet l die Länge in Centimetem, d den Durchmesser in Centi- 
tem , h die Blechdicke in Millimetern , n den üebetdruck in Atmo- 
lären, wodurch die Röhre zerdrückt wird. Weil indessen diese Formel 

mit der kleinen Blechdicke von 1,1 Millim. angestellten Versuche zwar 
., die für die Praxis wichtigeren Versuche mit dickerem Blech aber 
ht genügend wiedergiebt, so wurde noch eine zweite Formel hergestellt, 

den letzteren Versuchen genau entspricht; sie ist bei derselben Bedeu- 
g der Buchstaben wie oben: 

^2,081 

Bei den mancherlei zufalligen und störenden Umständen solcher Ver- 
he ist deren Vervielfältigung nöthig, um das Gesetz des Widerstandes 
serlich gedrückter Röhren mit Zuverlässigkeit erkennbar zu machen, 
zweifelhaft ergiebt sich aber die Thatsache, dass mit zunehmender 
nge die Widerstandsfähigkeit wesentlich abnimmt, 
shalb nach einem schon von Fairbairn gemachten Vorschlage die 
Izröhren der Dampfkessel mit einigen Versteifungsringen umgeben zu 
rden pflegen, um sie dadurch gewissermaassen in mehrere Röhren von 
ingerer Länge abzutheilen. 

II. Kreisförmige ebene Platte. 

212. — Der äussere Radius der Platte sei = r , die gleichförmige 

i im Vergleich mit r sehr kleine Dicke = Ä. Am Rande sei 

Platte entweder ringsum gestützt (lose aufliegend) oder sie sei da- 

bst eingeklemmt. Die symmetrische Belastung bestehe im AU- 

neinen aus 

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht zur Oberfläche 
gerichteten Kraft P, 

2) einem gleichförmig auf dieser Oberfläche vertheilten Normaldrucke 
= p pro Flächeneinheit, 

3) einer auf den Rand (die cylindrische Umfläche) gleichförmig ver- 
theilten, radial wirkenden äusseren Kraft =:r p^ pro Flächeneinheit, 
also z= p^Ji pro Längeneinheit des Umfanges. 

1 positiver Werth von P entspreche der gleichen Richtung mit p , ein 
jitiver Werth von p^ einem radial auswärts gerichteten Zuge. 

Die verbogene Mittelfläche ist eine 
ümdrehungsfläche, also bestimmt durch 
ihre Meridianlinie ; letztere (Fig. 65) 
sei bezogen auf die Coordinatenaxen 
OX, OZ, deren Anfangspunkt im 
v^ ^ ^p T < Mittelpunkte der ursprünglichen (noch 

^^ Ly^J^-"^'^ ^^ ^ nicht gebogenen) Mittelfläche liegt, wäh- 
rend OX radial gerichtet und OZ (po- 
sitiv im Sinne des Ueberdruckes p) 
die geometrische Axe der Platte ist. 
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Verglichen mit den Bezeichnungen in Nr. 196 sind also hier die x-Axe 
und die ^-Axe mit einander vertauscht. 

Wenn wieder die Normalspannung Ox als sehr klein 
im Vergleich mit (j» und (jy vernachlässigt wird , so ist 
nach (530): 

Wird ferner wieder mit v (positiv im Sinne der positiven jg?-Axe) die Ent- 
fernung irgend eines Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche bezeichnet, 
so ist f unter R und R^ die Krümmungsradien beziehungsweise der Meri- 
dianlinie und des dazu senkrechten Normalschnittes der Mittelfläche ver- 
standen (Bj = Länge der Normale , bis zum Durchschnittspunkte mit der 
Z-Axe) analog Gleichung (74) in Nr. 36 : 

— 4-JL. — 4- ^ 

mit den oberen oder unteren Vorzeichen der Glieder mit v, jenachdem 
die Meridianlinie an der betreffenden Stelle im Sinne der negativen (wie 
in Fig. 65) oder der positiven ^sf-Axe concav gekrümmt ist, und unter 
^mx f €u,y die Werthe von e^ j ^y in der Mittelfläche (v = 0) verstanden. 
Bei Voraussetzung einer so schwachen Biegung, dass jB und R^ im Ver- 
gleich mit den Dimensionen der Platte sehr gross sind, ist aber 

1 __ d'z 1 __ 1 dz 

R~+dx^ ''''^ R^—^l^dx' 

wobei die oberen und unteren Vorzeichen denselben Voraussetzungen ent- 
sprechen wie oben, also : 

d^z V dz 

Die Einführung dieser Ausdrücke in obige Gleichungen für a^ und üj 
sieht mit 6r = — j — —E: 

mE Y , ( d^z , 1 dzW 

mE r , { d^z , m dz\~\ 

In der Mittelfläche {v = 0) sind diese mit cTn« und (Tmy zu bezeicb- j 
nenden Spannungen ebenso gross , wie sie für jeden Werth von v seB J 
würden, wenn die biegenden Kräfte P und p = Null wären und nur ^ 
radiale Kraft p^ auf den Band der Platte wirkte ; dann wäre aber offenl''' 
keine Schubspannung vorhanden und deshalb den allgemeinen Gleich' 
gewichtsbedingungen (2) in Nr. 2 zufolge (bei dem Fehlen ausser* 
Kräfte, die auf die Körpermasse selbst wirken): 

-—^ = 0, also, da -r — = 
öx öy 

ohne Weiteres aus den Bedingungen der Aufgabe folgt, Orax ^ ^Wi 
Punkten der Mittelfläche gleich gross. Dasselbe gilt dann auch von%a^ 
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weil nach der zweiten der Gleichungen (526) , in denen gemäss den hier 
gebrauchten Bezeichnungen und zu Grunde liegenden Annahmen x und z 
zu vertauschen, X und Z = Null zu setzen sind, mit xr = sich 



CTiny — 



bx 



= (J, 



uix 



ergiebt. Da nun wegen der Randbedingung (j|nx==JPi ißt, so ist auch 

und folgt daraus mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von (7x und G^f : 

m — 1 j>i 



'mx 



= e 



my 



m E' 



also: 



m — 1 pi d^e 



€y = 



m 



E 



V dz 



X dx 
m _, / d^z , 1 dz 

m ,, (d*g 1^ m dz\ 



) 



(574). 



213. — Von den Gleichgewichtsbedingungen (526), in denen, wie 
schon in voriger Nummer bemerkt , hier X und Z = Null zu setzen, 
^ imd z zu vertauschen sind, kann die zweite zur Bestimmung der Schub- 
Spannung r dienen. Sie ist, da ausserdem die Variable v an die Stelle 
^on 2 tritt : 

ht (Ty __ 1 h{xaj^ 

öv X X dx 

^der mit Rücksicht auf die Ausdrücke (574) von a^ und Oyi 



^— -LT 

dv^' X \- 



Pl 



Ä + 



m 



m^ — 1 
m 

2 1 



( 



) 



m' 
1 m 



\dx^^^ X dx 
^ ( d^z , d'^z , d'^z 



dx^ 
d^z 



X m^ 



)] 

\ dx^ ' dx^ X dx) 

)■ 



m^ /d^z , 1 

m^ — 1 \dx^^ X 



dx^ dx^ 
d^ 
dx^ 
d^z 1 dz 



dx^ x^ dx 

Daraus folgt durch Integration nach v mit Rücksicht darauf, dass 

h 
^=0 ist für v = ±—: 



r = 



m 



2 



Jedenfalls ist x negativ, entsprechend dem Umstände, dass der ursprüng- 
lidi rechte Winkel zweier von irgend einem Punkte aus nach den Rieh- 
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tungen x und z gezogener materieller Geraden durch die Defonnation da 
Plcttte in einen stumpfen Winkel übergeht. 

t 
In den Ausdrücken von er» , Oy ^^^ ^ resp. von €, , Cy und y = yr 

bleibt noch die Function Zj d. h. die Gleichung der Meridianlinie der 
gebogenen Mittelfläclie zu bestimmen. Die erste der Gleichgewichte- 
bedingungen (526) : 

iv X ix 

kann dazu nicht dienen y weil sie mit der Vernachlässigung von a^ ihre 
Bedeutung verloren hat; dagegen lässt sie sich ersetzen durch die Be- 
dingung des Gleichgewichtes zwischen der Schubspannung am Rande und 
der Belastung eines Plattenstücks ^ das aus der ganzen Platte von einer 
um die z - Axe mit dem Radius x beschriebenen Cylinderfläche heraus- 
geschnitten wird. »So erhält man, unter t hinfort den Absolut werth der 
Schubspannung verstanden, die Bestimmungsgleichung: 

2 Ttxfx dv = Ttx^p -{- P, 

worin das Integral von v = — bis t; = — zu nehmen ist , so da« 

sich nach (575) ergiebt: 

also 

d^z 1 d^z 1 dz _ m^—1 6 / . P\ 

dx^~^ X dx'^ x^dx m^ Eh^\ ^Ttx) 

als Differentialgleichung der Meridianlinie, während dadurch nach (575) 

absolut genonmien 

3Ä2_4^2/ px 

-=T-F-V^^+7^) • • • • (^^^) 

wird. Mit den Bezeichnungen 

m2— 1 6 ^ m2— 1 6 P ,^„, 

kann jene Differentialgleichung geschrieben werden : 

d^z . d / 1 dz\ , 6 



, 6? / 1 d;s?\ , 

^dx\x dx) ' 



dx^ ^ dx\x dx/ X 

und folgt daraus durch Integration : 

d^z , 1 dz ax^ , , , I .^-Qv 

oder -—(iz; -—) = —-- -\-h xln x -{- ex 

dx \ dx/ 2 

und daraus durch wiederholte Integration wegen 
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I xlnxdx = — llnxd{x'^) 



= l.(x»Jnx-fxdx)='^(lnx-^) 



und nach Division mit x: 

dz 

dx 
endlich durch eine dritte Int^ration: 



ax^ , hx/, 1\ . ex . d , „^. 



ax* . h rx'/j 1\ xn . cx^ . ,, , 

= ^+^ii»^--^)-\-^ + dlnxi-e . (580). 

Aus (578) und (579) ergeben sich die in (574) vorkommenden 
Functionen : 



xdx~ S ^ 2 V"*^ 2;+ 2 ^x^ 



(581), 



dx^ 

wodurch nach Bestimmung der Integrations - Constanten Cy dj e insbeson- 
dere «x ^uid €y bestimmt sind, während dann 

c, = — ^ "*" t^ nach (530), y = -^nach (576) 
m — 1 G 

und damit endlich die Hauptdehnungen aus (529) gefunden werden. Ist 

y=0^ so dass €x7 %; €z <1^6 Hauptdehnungen sind, so ist 

entweder i?^ oder 6y absolut genommen am grössten. Denn 

«x könnte es, wenn überhaupt, am ehesten dann sein, wenn £x und £y von 

einerlei Zeichen und einander gleich wären; doch wäre selbst in diesem 

2 

Falle der absolute Werth von €z im Verhältnisse kleiner, d. Ii. 

_ m — 1 

höchstens ebenso gross wegen m>3* 

Von den Constanten c, df e ist die letzte durch die Lage des An- 
fangspunktes 0, der die zusammengehörigen Werthe x=r, 2 = ent- 
sprechen, bestimmt; d ist verschieden, jenaciidem die Platte voll oder in 
der Mitte durch eine kreisförmige Oeffnung unterbrochen ist ; c endlich 
ist von der Art der Stützung oder Einklemmung der Platte am äusseren 
Rande abhängig. 



a. Volle Platte. 

214. — Die volle Platte kann nur so gebogen sein , dass die Meri- 
dianlinie der Mittelfläche für ii; = eine der a:-Axe parallele Tangente 
hat, dass also nach (579) : 



(; 
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ist, was wegen 



{xlnx)x=o== 



(lnx\ / X I 
X /x=0 \ X^/ X 



= 



= 



nur dadurch möglicli ist, dass d=0 gesetzt wird. 

Wenn femer die Platte am Rande gestützt ist (lose anf- 
liegt), so muss für x = r und jedes t; : er» = l\ sein. Diese Bedingung 
ergiebt nach (574) : 

d^S 1 dz _ _ 

also nach (581) mit d=0: 

. = -|^^ar«-60«r + i-^). (582). 
4m-j-l \ ^ 2 m-\-\/ 

Ist aber die Platte am Rande eingeklemmt, und zwar so, 

dass die Meridianlinie der Mittelflache 
Fig 66. daselbst die ii;-Axe berührt (Fig. 66), 

so erhält man aus der diesem Um- 
stände entsprechenden Bedingung, dass 

-— = sein muss für iP = r, bm* 
dx 

Rücksicht auf Gleichung (579) und 




wegen rf = : 



= 7"^^^ — h\lnr —y . . . 



(583). 



!• Auf die Oberfläche der Platte wirkt nur der gleiehfOnnigre speeifisele 

Brück p, 

215. — Wenn die Constante e der Bedingung gemäsit besUmmt 
wird, dass x-=rj = zusammengehörige Werthe sind, erhält man mit 
6=0, entsprechend P=0 nach (577), und mit d==0 (Nr. 214) ab 
Gleichung der Meridianlinie nach (580) : 



a 



^ = — --(r* — ^*) 



(r 



2 



X 



»)=(-« 



r^-{-X' 



4 ^ ' \ 8 

Nach (574) mit Rücksicht auf (581) ist femer: 

m — 1 Pi / 3 



-.) 



OD 

4 »i^ 



m E 



^ m E \8 '2/ 



(585). 
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Diese Dehnungen sind am grössten für x = oder x = r und «; == + — 

und weil ebendaselbst r = ist, so sind sie zusammen mit €z = lITi-L 

m — 1 

Hauptdehnungen. Ein noch grösserer Absolutwerth von e könnte nur 
dort vielleicht stattfinden, wo 

3 Ä2_4^2 

T = — ^8 P^ "^c*^ (576)' 

3 r 
am grössten ist, nämlich =z—-—-p für x= r , t;=»«0, obgleich sich 

analog dem Verhalten dünner Stäbe erwarten lässt, dass auch hier bei 
der dünnen Platte die durch die Schubspannungen bedingten im Vergleich 
mit den von der Biegung herrührenden Dehnungen von untergeordneter 
Grösse sind. 

216. — Wenn insbesondere die Platte am Rande gestützt 
und eineradiale äussereKraft daselbst nicht vorhanden, 
also j>^=0 ist, wird die Gleichung (584) der Meridianlinie mit Rück- 
sicht auf den Ausdruck (582) von Cy worin hier 6 = zu setzen ist, 
sowicT durch Einführung des Ausdruckes (577) von a : 

^ = 7^ ^ l^V —''' ^ ^ )y — ^ ) • (586). 

Mit :r = ergiebt sich daraus die Durchbiegung der Platte in der Mitte : 



^ 3 {m — l)(5m-|-l) P'^ 

~16 m» ~Eh^ 



4 

. . . (587). 



Femer ist nach (585) mit jp^ = und jenen Ausdrücken von c und a : 

, ) • (588). 

^*^ 4 w« AAm+1*^ ^r 

Ohne Weiteres ist ersichtlich, dass letzterer Werth absolut genommen für 
a; = und t; = + — am grössten ist ; dass auch Ee^ in der Mitte und 

nicht etwa am Rande der Platte ( für rc = r und i; = + — j seinen grössten 
absoluten Werth hat, folgt daraus, dass 

r* — >3 r^— , nämlich r-T->-7r oder 3m> 1 

ist. Diese grössten Absolutwerthe von jEfi^ und jEJCy sind ausserdem 
gleich gross: 

ri? \ 3 (m — l)(3m+l) r« ^^_^. 

^ '^ 8 m^ Ä^ 

während EBz höchstens ebenso gross ist (Nr. 213). 
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3 ^ 

An der Stelle (a: = r , v = 0) , wo t am grössten = — p ist 

(Nr. 215), sind ßx, ßy« €z = Null, und ist deshalb hier nach (529) das 
relative Maximum von Ee 

2 2G m 4^ mh ^' 

Es ist aber, da -j- nach der Voraussetzung eine grosse Zahl ist, von 

untergeordneter Grösse im Vergleich mit dem durch (589) bestimmten und 

^' 
dem Quadrate von -y- proportionalen Maximalwertlie , der demnach das 

n 

Maximum des Absolutwerthes von Ee in der ganzen Platte ist. 
Insbesondere mit m = 3 ergiebt sich : 

2 DT^ 5 t*^ 

«J=3^p; »««^(-E«) = y^l'- . • (590), 
und wenn max(Ee) = lc gegeben ist, die nöthige Dicke der Platte: 

*='>/|f. (»•> 

217. — Für die am Rande eingeklemmte Platte ergiebt 

sich mit dem Ausdrucke (577) von a und mit c = ar* nach (583) 

4 

die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche nach (584): 

und mit rr = die Durchbiegung in der Mitte : 

S=-- ^-^rnr (593). 

16 m^ Eh^ ^ 

Ferner ist nach (585) : 

^ m — 1 ,3 m* — 1 p . 9 ^ 5,v 



^ m — 1 ,3 m^ — 1 p . ^ «v 

m 4: m^ h^^ ^ 



(594). 



Ist^^j positiv (oder Null), so ist Ecx am grössten für x = Qj V =:^ 

h h 

und für x = r, v= --, Esy für ir = 0, t? = — , und zwar irt 

dieses Maximum von Ecy dem ersten Maximum von ECx gleich, jedoA 

kleiner als das zweite, welches somit das Maximum des Absolutwerthes 

von Ee überhaupt ist: 

._. m—1 ,3 m* — 1 r* , ^,, 

max(Ee) = Pi + -a i — ^r^P • • (595). 
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Insbesondere mit m = S ergiebt sich : 

1 «r* 2 / r^ \ 

^^~ßW^' ^^ (^«) = Y \i>i + -^'i^j • (596). 

t noch ^j = , so ist bei gegebener Grösse von max (Es) = k die 
ithige Plattendicke : 

}i = ry Y^ (fi^iy 

4 . . 1 

ie Anstrengung ist in diesem Falle — , die Durchbiegung nur — von 

5 4 

jrjenigen der am Rande gestützten Platte. 

218. — Im Falle von Nr. 217 befinden sich u. A. die ebenen 
latten, durch welche ein dem inneren üeberdrucke p 
ro Flächeneinheit ausgesetzter Holilcylinder an den 
nden geschlossen ist, falls in Betreff der cylindrischen Rohrwand 
e Voraussetzung (562) in Nr. 206 sich erfüllt findet, dass die Meridian- 
lie ihrer Mittelfiäche an den Enden keine Neigung gegen die Axe erleidet. 
t die Länge des Hohlcylinders = 2 ? , so ist in diesem Falle : 

so nach (595) : max iEe) = 7- l V-— ' =- ) «, 

^ ^ m h \r A m h / ^ 

sbesondere mit 7W = 3 : niax (-Ec) = — — ( l~"T'/^' 

leichfalls mit m = 3 ist aber für die cylindrische Wand von der Dicke 
nach Nr. 208: 

nmx(Ee) =1,8 —7- 

id es müsste sonacli , wenn beide Theile (die Bodenplatten und die 
''lindrische Wand) gleich stark in Anspruch genommen werden sollen, 

r 



r(l+i)=^.'^ 



h 

l . r . . . . 

id , wenn auch — nur klein gegen - - ist (wie bei einem cylindrischen 

r li 

ampfkessel) , doch 

r = 2,7 ^ h ==1/ 1 r 
<_oder->(/— _ 



Ä2^ hf 
in. Für einen Dampfkessel insbesondere würde mit 



2r 
iraus folgen: 



= 0,0012 w + 0,002 (Nr. 209) 



17> 



hf ^ /2,7 (0,0024 w + 0,ÖÖ4) ' 



Grashof, ElasticitSt und Festigkeit. ^^ 
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z. B. für w=2 4 6 8 10 Atm. 

-^>6,48 5,22 4,48 4,00 3,64 

Wegen dieser verhältnissmässig grossen Dicke, die sie erhalten 
müssten, sind ebene Böden bei Dampfkesseln zu vermeiden, sofern sie 
nicht durch Feuerröhren verankert werden. Eine genauere Untersuchung 
der geringeren Anstrengung , welche die anderen Falles üblichen gewölbten 
Böden auszuhalten haben , ist freilich mit erheblichen Schwierigkeiten ver- 
bunden; dass sie, wenn sie auch nach Kugelcalotten gekrümmt werden, 
doch wesentlich anders wie Theile voller Kugelschalen (Nr. 194) liier 
sich verhalten, ist einleuchtend. 



2. Die Platte ist nur durch die in der Mitte angreifende Kraft JP belastet. 

219. — Die Gleichung der Mcridianlinie der gebogenen Mittelfläche 
ergiebt sich nach (580) mit a = , entsprecliend jp = nach (577), 
femer mit d=0 nach Nr. 214, und wenn die Constante e der Bedingung 
gemäss bestimmt wird , dass x = r imd ^ = zusanmiengehorige Werthe 
sind : 

^ = — -^ [r 2 (Zw r — 1) — x^ (In x—1)] — -^ (r« — x^) (598). 

Nach (574) mit Rücksicht auf (581) ist femer, wenn keine radiale 
Kraft auf den Rand der Platte wirkt, also 2>i = ist : 

Die Schubspannung r ist in der Mittelfläche (v ==: 0) , woselbst sie am 
grössten ist, nach (576): 

_ 3 P 

Im Mittelpunkte der Platte werden €x» €y «nd r unendlich gross, 
und es ist also nöthig , dass die belastende Kraft P auf eine , wenn schon 
kleine , so doch endliche Fläche oder Linie vertheilt sei , z. B. auf eine 
mit der kreisförmigen Plattenoberfläche concentrische Kreisfläclie oder Kreis- 
linie mit dem Radius Vq. Ist dann Tq nur hinlänglich klein, z. B. < 0,1 r, 
so kann die obige Gleichung für z noch mit genügender Annäherung far 
die ganze gebogene Mittelfläche gelten , während die Ausdrücke von fi« 
€y und r wenigstens für x^ Tq nicht wesentlich fehlerhaft sein können 
und dann auch die gefahrlichste Wirkung der Belastung nur för a:>f0 
gesucht zu werden braucht. 

220. — Wenn insbesondere die Platte am Rande gestützt 
t, so wird mit den Ausdrücken (577) von b und (582) von c (mi* 

=^ 0) die Gleichung (598) der Meridianlinie : 



z^= 



Plattenförmige Körper. ' " 339 

aus mit ir = die Durchbiegung der Platte in der Mitte : . 

^^ 3 (^-l)(3n. + l) ^ 

•ner ist nach (599) mit jenen Ausdrücken von 6 und c: 
^ 3 w2— 1 P /, r 1 \ 



TT W* 



iwaa? 



^ 3 m« — 1 P /, r , m \ I * • 

[de Werthe sind am grössten für t; = — und x^==rQ (Nr. 219), und 
ar ist das Maximum von J^fiy der grösste Werth von J^e überhaupt : 

,^ V 3 m* — 1 {•. r , m \ P ^^r.«x 

max(Ee) = - — [in rrfTI ' C^^^)' 

^ ^ 27r m* ^ **ü w + 1/ Ä* 

em auch der dem Maximum von Tq (Nr. 219) entsprechende relativ 
Isste Werth von Ee , nämlich (cf. Nr. 216): 

( m+1 \_ 3 m+1 P 

\ m ^/ 4t7t m hvQ 

verhältnissmässig kleiner Plattendicke wesentlich kleiner ist. 

Insbesondere mit m = 3 ergiebt sich : 

/m+1 \ P r h P 
maxi — !— To) = — ^ — = Tö-. 

B. für —=10 20 30 40 50 

p 

maa:(JEJ6)==4,07 4,99 5,53 5,92 6,22 . — rv 

Tth," 

= 0,407 0,250 0,184 0,148 0,124. y^e^e^^^^^^O 

d. i. resp. 4,88 5,99 6,64 7,10 7,46 

1 so gross, wie der Maximalwerth von Ee bei gleicliförmiger Ver- 
ilung der Belastung P=7tr^p auf der Platte (Nr. 216), während 
Durchbiegung d hier 2,5 mal so gross ist wie in jenem Falle. 

221. — Für die am Rande eingeklemmte Platte ergiebt 
li mit dem Ausdrucke (583) von c und übrigens denselben Substitutionen, 
» in voriger Nummer, die Gleichung der Meridianlinie : 

47r m^ Eh^ \ r / 
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die Durchbiegung in der Mitte : 






3 m« — 1 Pr^ 
4:7t m^ Eh^ 


• • 


^ 3 m^ — 1 P (. r \ 

Esy, — ^ — -j^ [In 1) V 1 

7t m^ h^ \ X / 






^ 3 m^—i P , r 

Eej = r — -^In—.v J 

' ^ 7t m^ h^ X 


• 


• • 



(606), 



(607). 



h 
Diese beiden Werthe sind wieder am grössten für t? = — und x =^rQ 

(JEJcx wenigstens dann, wenn 

Zn — — 1 > 1 , also — > eS d. i. > 7,39 

ist j widrigenfalls das Maximum von €x ^ni Rande für o; = r stattfände), 
und zwar ist das Maximum von E^y der grösste Werth von J5?6 überhaupt: 

niax(Ee) = 4-^^^-in — .^ . . . (608). 

Insbesondere mit m = 3 ergiebt sich : 

2 Pr^ 4: r P 

37r Eh^ ^ ^ 3 ro Tth^ 

z. B. für —=10 20 30 40 50 

P 

max{Ee) = Sy07 3,99 4,53 4,92 5,22 • ^^^ 

d. i. resp. 4,60 5,99 6,80 7,38 7,83 

mal so gross, wie der Maximalwerth von Es bei gleichförmiger Ver- 
theilung der Belastung Pz=7tr^p auf der Platte (Nr. 217 für j)i = 0). 
Die Durchbiegung d ist vier mal so gross , wie in jenem Falle oder ebenso 
gross , wie bei gleichförmiger Belastung und einfacher Stützung des 
Plattenrandes (Nr. 216). 



3. Die grleichlSnnig belastete Platte ist ausser ilirer Stfltzungr oder 
Einklemmung am Bande noch in der Mitte gestfltzt. 

222. — Indem die centrale Stützung von solcher Art vorausgesetzt 
wird, dass mit Rücksicht auf das Coordinatensystem der Figuren 65 nnd 
66 fiir x = auch z = ist , dass also die deformirte Mittelfläche in 
ihrem Mittelpunkte von der Ebene ihrer Randlinie berührt wird, ist 
die Gleichung der Meridianlinie nach (580) mit d = (Nr. 214): 

ax^ , hx^ ,^ ^v , cx^ 

indem hier e= gesetzt werden muss, um = für ^ = zu erhalten. 
Daraus folgt, weil ausserdem a: = r, j8r=rO zusammengehörige Werthe sind, 
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ar^ 



0=—- + b{lnr—l) + c .... (610) 
8 

r Bestimmung von b, also von P nach Einsetzung des Ausdruckes 
82) oder (683) von c. Diese Kraft P wird jedenfalls negativ gefunden ; 
r Absolutwerth ist der Druck , den die belastete Platte auf ihre centrale 
ütze im Sinne von p ausübt und womit also diese Stütze im umgekehrten 
nne auf die Platte wirkt. 

Für die am Rande gestützte Platte folgt aus (610) und (582): 

8 \ m+1 / ^ \ 2 m+1/ 

= — (öm+1)— (3m +1)6, 

so nach (577): 

^ 15m+l « 2 « . ^ ^^^^x 

— P = -— — r-— - Ttr^p = -— Ttr^p mit m = 3 . (611), 

4 3m+ 15 

r die am Rande eingeklemmte Platte aus (610) und (583): 
0=^(l-2) + fe(-l + ^) oderO = -^-6, 

so —P=^7tr^p (612). 

Nachdem so P resp. h gefunden ist, ergiebt sich die durch den 
aximalwerth von e^ resp. €y bedingte Anstrengung nach (574) mit Rück- 
cht auf (581). Nach diesen letzteren Gleichungen (mit d = 0) ist z. B. 
r die am Rande eingeklemmte Platte mit 



b = — 



ar^ 



^^ ^=^(-^+^^^-y)==^0'''"~t) 



4 



dx^ 



= ^(rHn- + x^ — r^ 
8 \ X / 

= ^(rHn^-^Zx^-2r^), 



so nach (574) mit j^j=0 und mit Rücksicht auf den Ausdruck (577) 
m a: 

3 m^ — 1 /, r . . a;^ _\ r^ 



h^^' 



^ 3 m2 — 1 /, r , ^x^ \ 
Eey, = '-— ^^— (In— + 3 -ö- — 2 ) 

^ . (613). 
^ 3 m« — 1 /, r , ^2 \ 1-2 

4 m^ \ X r^ / 



h^ 



pv 



Für x=0 sind diese Ausdrücke unendlich gross, so dass sich die 
intrale Stützung auf eine gewisse Fläche resp. auf deren Umgrenzungs- 



342 Plattenförmige Körper. 

linie erstrecken muss. Wird diese wieder, wie in Nr. 219, als kreis- 
förmig mit dem Radius Vq vorausgesetzt , so sind , wenn nur Vq hinlänglich 
klein im Yergleicli mit r ist, €x und €y absolut genommen am grössten 

für x = rQy V = i -^ > und zwar ist das Maximum von Cy als das grössere 

von beiden zugleich die grösste Dehnung in der ganzen Platte: 

max (Ee) = max (i'e,) = | ^^ [in ^ + (^) - 1] pi» • (614). 

Wie die Vergleichung von (614) mit (595) erkennen lässt, wird die 
Anstrengung der gleichförmig belasteten und amRande 
eingeklemmten Platte durch ihre centrale Stütznng 
in einer Kreislinie vom Radius Tq nur dann verkleinert, 
wenn 

ln—+ ( — ) — 1< 2 , also sehr nahe — < 20 

T 

i s t. Ist — viel < 20 , so kann es übrigens auch der Fall sein , 



eine nocli grössere Dehnung = e» am Rande der Platte (a? = r, t? = + — 1 



stattfindet : 

3 m^ — 1 r2 

8 m 
wenn nämlich 



max{Ee)=Yimx{Ee^=^— — -;^ — i^P' • • (^^^)' 



Zw— +(^V— Kl, also — <7,25 

ist. Wie die Vergleichung mit (595) lehrt , wird durch Stützung in 

r 

einer centralen Kreislinie vom Radius ro >-=-r— = 0,138r 

7|25 

die Anstrengung der am Rande eingeklemmten und 

gleichförmig belasteten Platte auf die Hälfte reducirt 

Die ausserdem freilich noch für gewisse Werthe von x zwischen r^ 
und r vorhandenen Maxima der Absolutwerthe von €, und By kommen 
deshalb hier nicht in Betracht , weil sie stets kleiner sind, als dctö Maximum 
von fx för iT = r (fy ist = für a: = r und jedes t?), weil nämlich die 
betreffenden negativen Minima der Functionen 

r x^ r X 

In 1-3— 5- — 2 und ln— + —^ — \ 

X r^ X r^ 

absolut genommen < 1 sind. In der That ist das Maximum der ersten 
Function, entsprechend 

s- = oder ä; = 



X 



1/6' 



= 4-?w6+4-— 2 = — 0,604 



und das der zweiten, entsprechend 
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^ = oder x = -7= , 



Ausdrücklich ist übrigens hervorzuheben , dass den angeführten Resul- 
taten für die ausser ihrer Einklemmung am Rande noch längs einer cen- 
tralen Kreislinie vom Radius ^q gestützte Platte wesentlich die Voraus- 
setzung einer bestimmten, nämlich solchen Lage der Ebene dieser stützenden 
Kreislinie zu Grunde lag , dass jgf = für ir = ist , dass also 'der 
Mittelpunkt der deformirten Mittelfläche in der ursprünglichen Mittelebene 
der Platte liegt. Sollte die Eben^ der stützenden Kreislinie genau in der 
ursprünglichen Plattenoberfläche, also von der ursprünglichen Mittelebene 

um — entfernt liegen , so hätte die Constante e nicht = (entsprechend 

0=0 für a; = 0) gesetzt , sondern gemäss der Bedingung : z == für 
x = Vq bestimmt werden müssen , und hätten sich dann um so mehr 

abweichende Resultate ergeben, je grösser — ^ ist. Die nähere Unter- 
suchung dieses Falles ist indessen von geringerem Interesse , als die des 
Falles einer centralen Befestigung der Platte (Nr. 227). 



b. Durchbrochene Platte. 

^223. — Damit die Symmetrie gewahrt, d. h. die Platte ein Um- 
drehungskörper bleibe , wird eine mit ihrem Rande concentrische kreis"- 
förmige Durchbrechung vorausgesetzt , also eine ringförmige ebene 
Platte, deren äusserer und innerer Radius beziehungsweise = r und 
Tq sei. 

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenbau u. A. 
vor als Deckelplatten von Hohlcylindern (Dampfmaschinen- 
Cylindem etc.) mit centraler Oeffnung für den Durchgang 
einer runden Stange (Kolbenstange) oder als Endplatten 
cylindrischer Dampfkessel mit innerer Feuerröhre; ist 
auch im letzteren Falle die Feuerröhre nicht coaxial mit dem Kessel, son- 
dern nach unten hin gerückt, so wird doch immerhin die Untersuchung 
der ebenen Endplatte unter der Voraussetzung einer centralen Durchbrechung 
als Anhaltspunkt von Nutzen sein für die Beurtheilung ihrer nur sehr 
schwer genau zu untersuchenden Anstrengung auch bei excentrischer 
Durchbrechung durch die Feuerröhre. 

In beiden genannten Fällen ist die Platte einem gleichförmig ver- 
theilten Normaldrucke unterworfen , der wie im Vorhergehenden mit p pro 
Flächeneinheit bezeichnet wird ; ist auch streng genommen im einen Falle 
(Cylinderdeckel) der äussere, im anderen (Kesselboden) der äussere und 
innere Plattenrand zugleich noch einer radial gerichteten äusseren Zugkraft 
ausgesetzt , so ist • diese doch immer nur von untergeordnetem Einflüsse, 
und wird deshalb hier j^^ (Nr. 212) = gesetzt. In beiden Fällen ip' 
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ferner die ringf(')rinigc Platte am äusseren Rande als fest eingeklemmt zu 
betrachten, während der innere Rand im ersten Falle parallel der Axe 
beweglich , im zweiten auch fest eingeklemmt ist. Auf diese zwei Fälle 
beschränkt sich die folgende Untersuchung, der die Formeln in Nr. 212 
und 218 zu Grunde gelegt werden können vorbehaltlich eines der Erafl 
P beizulegenden entsprechenden Werthes; insbesondere ist offenbar 



P= — 7C r^j) , also nach (577) : 6 = — ar^^ 



2 



ZU setzen , wenn auf den beweglichen inneren Rand der 
Platte keine axial gerichtete Kraft wirkt, wie in der 
folgenden Nummer angenommen wird. 



Flg. 67. 



224. — Indem die gleichförmige Belastung der Platte von einer 
Flüssigkeit herzurühren pflegt, die bei axialer Beweglichkeit des inneren 
Plattenrandes hier durch eine Dichtung am Ausfliessen gehindert werden 

muss , pflegen dann die Verhältnisse (z. B. 
im Falle des Cylinderdeckels mit Stopf- 
büchse für den Durchgang der Kolbenstange) 
von solcher Art zu sein , dass es sich, wie 
Fig. 67 andeutet, um eine am äusseren 
Rande fest und am inneren in 
einer axial beweglichen Hülse 
eingeklemmte ringförmige ebene 
Platte handelt. 

Während nach voriger Nummer hier 6 = — ar^ zu setzen ist, sind 
die Constanten c und d (Nr. 213) dadurch bestimmt, dass 

— — = sein muss für x = r^ und x = r* 
Damit ergiebt sich aus (581) : 




und 



also 






8 



+-^ ('»'■. -4-) 



iHlor mir n^=—i -■ (— r ~1 ) = ^^(l — »^ 







i) 



</=— -rt<iH mit « = 



l_(4/«-L + l)«' 






V 



-'r[>-^"'('— t)+"]- 



Dil" Coii^^lanto t* würfle nur dann in Betracht kämmen , wenn die 
Ult^pm^ der IMmu«»« d« \u die Abweichnng r eines Punktes der Mittelflache 



PlattenfÖrmige Körper. 



345 



der ursprünglichen Mittelebene berechnet werden sollte, wovon hier 
)ssen abgesehen wird. Mit jenen Worthen von c, d und mit 6 = — (ITq^ 
t nun aus (581) : 

X dx 8 Lr» \ 2 / 



-\-in>(lnr-^)-a-\-a^'] 



d^0 



ar 



a 



8 



[^^-^^^K^^^^+y)-^ 



+ ^n^\lnr — -^ — a — a^^ 



damit sowie mit dem Ausdrucke (577) von a und mit p^ 
(574): . 

3 m^ — 1 pr^ 







Ee^ = 



m 



2 



Ä» 



E.,= ^ 



[i-3f;-4.^(?.^-i)+«(^+i)]. 

3 m* — 1 jpr^ 



^ (616). 



m 



2 



A' 






r n = , also a = , stimmen diese Ausdrücke , wie es sein muss, 
denen (594) überein, die in Nr. 217 für die volle am Rande ein- 
lemmte Platte erlialten wurden. 



Mit m 



3 findet man für v = — und 



n 



0,1 0,2 0,4 



x = rQi JB«x= 1,834 1,544 0,924. — t^P 
a; = r: —J&ex= 1,942 1,781 1,263 „ 



y ist an beiden Rändern = 0, und es ist sonach -\-e^ für x^=r und 
- + — der grösste Absolutwertli von £ : 



nuxx(Ee) = -T 



2 



1 r' 



2 



(1 — 2n^ — d)p 



(617). 



m* 7^^ 

ist kleiner, als er nacli (596) bei der vollen Platte unter übrigens 
cfien Umständen sein würde, im Verliältnisse : 

1 — 2^2 — « = 0,971 0,890 0,631 



für n = -^ = 0,l 
r 



0,2 



0,4 und m=3. 



225. — Wenn die ringförmige Platte an beiden Rän- 
rn so eingeklemmt ist, dass diese sich nicht gegen 
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einander verschieben können, so ist P, also auch b , eine 
vorläufig unbekannte Constante; die im Ausdrucke (580) von js Tor- 
kommenden vier Constanten b, c, d, e sind aber dadurch bestimmt, dass^ 
wenn der Anfangspunkt der Coordinaten im gemeinschaftlichen Mittel- 
punkte beider Randlinien der Mittelfläche angenommen wird, 

dis 
j3=0 und -—- = sein muss für x = r nvÄ- x==rQ* 
dx 

Demgemäss ergiebt sich mit Rücksicht auf (580) und (581): 






(618). 



(619). 



Aus den Gleichungen (618) folgt durch Subtraction und mit der Bezeich- 
nung w = 



^0 



^^ ^^^ "" }(620) 

^^lla^n'') + dln — 
4 ^ ^ n 

und aus den Gleichungen (619): 

o=^(i-n^)+i?»i+4(i--i) 

8 ^ ^ ■ 2 n r^ \ n^J 

-—==——^24----- ~ln — .... (621). 

r^ 8 ' 2 1— w^ n 

Die Substitution dieses Ausdruckes von d in der ersten Gleichung (6 19) 
und in Gleichung (620) giebt: 

o="-?0+«')+|(<».-|+i^.fe|) + i 

32 \ n / 

und dann die Elimination von c zwischen diesen zwei letzten Glei- 
phunjgen ; 
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= '^{^-n' + ^nHnj^~2(l-n')) 






(1 ^ n^)(lnr - 1) +nHn — -^ ^r^^iln — ) 
^ ^^ ' n \ — n^\ nJ 



— (1 — n^)lnrA n^h% — 



2\ W/4L 2 1 — n^\ n J A 



ar- 

"^"""32 

jr durch Division mit (1 — n^) und mit der abgekürzten Bezeichnung : 

1 — n* n 



l = ~ — —i^ln— (622): 



= -^(l+w2-4nU)-^(l-4nUO, 

h ar^ .^ l + w^ — 4wU 

y = -A*-g-mit^ = -j— ^^^— . . (623). 



idlich ergiebt eich aus (621): 



ar^ 



d = n^{i-^lfi)ri^ (624) 



d aus der ersten Gleichung (619): 

± = [-i + ^(lnr--^)-n^(l-Xf^)]^ (625). 
Der grösste Absolutwerth von e ist unter den Werthen von e^ ftir 

h / h 

= + — an den Rändern der Platte (positiv furt; = jr-, negativ für 

2 \ a 

= — j zu suchen, woselbst «y wegen -— = selbst = -ist. Es ge- 

^ deshalb die Aufstellung des allgemeinen Ausdruckes von e^^ zu wel- 
)m Ende zuvörderst aus (581) mit Rücksicht auf obige Ausdrücke 
J3) — (625) der Constanten: 6, c,~d sich ergiebt: 

_nni-A^)-nMt-^A^)^] 

d damit aus (574) mit Rücksicht auf den Ausdruck (577) von ax 

4 m* Ä^ L r^ ^\ X / 

_n2(A|u-l)(^+l)]t;, (626), 
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fibereinstimmend in der Form mit dem Ausdrucke (616) von ^c^ • 
voriger Nummer, worin nur die Glieder mit \ln 1 j und ( — ö + 1 

andere CoefBcienten haben. 

Was die relativen Maxima von 6^ an den Rändern der Platte b< 
trifil, so ist nach (626), wenn 

T"-7;^F^=* ^'^'^ 

gesetzt wird, wo Iz nach (595) das Maximum von j!?6 für die am Band 

Ä 
eingeklemmte volle Platte bedeutet, mit t; = — fiir den innere 

Rand {x:=zr^ : 

^c, = [-l + 3n« + M(i»^-l) + (V-l)(l + w«)]| 

oder wegen In — = (1 — n^) A nach (622) : 

n 

J?«, = [— 2 + 2w2 + ^ (1 —n«)A — iU + ;iiw(l +»2)] * 

= [— l+n^+^A — y)j«]* . . . (628) 
und für den äusseren Band (^ = r): 

J?6, = [2 - iit + 2h« Uli — 1)] y 

= [l— w2+(wU— y^iW^Ä; . . (629), 

z. B. für w = 0,l 0,2 0,3 0,4 0,5 

und x = r^\ E€^= 1,1466 0,6900 0,4557 0,3043 0,1976 . t 

x = r: jE;ex = 0,4321 0,3528 0,2779 0,2096 0,1492 J. 

Ausser diesen zwei Grenzwerthen hat e^ noch ein Maximum an ei 
mittleren Stelle, wo die Platte entgegengesetzt gebogen ist, wie an 
Rändern ; doch ist dasselbe stets von untergeordneter Grösse. Mit 
Bezeichnung : 

v = n^ (Xfx — 1) 

entspricht es nach (626) der Bedingung: 

x^ , , f . r« 



.2 



r* X x^ 



, ßx , X / r\ 2vr^ ^ 
also • +^_( \ 3- = 0, 

r« r \ x^/ x^ 

woraus folgt : 

(r)*-f (7)'-i-«^ f=^^^+K(ä)*+i<«*: 



Plattenförmige Körper. ' 349 



•nach ist z. B. für w=0,3 0,4 0,5 

ir = 0,6106 0,6710 0,7331 . r 



für v = — : ^«x=0,1630 0,1202 0,0834.*. 

Die grösste Dehnung findet also am inneren Rande 
tt; unter übrigens gleichen Umständen ist sie um so 
»sser, je kleiner der innere Radius r^ ist, und sie wir 'd 
endlich gross für ro = 0. Denn für ^0 = 0, also ^=0 ist 
1 (622) und (623): 

X = ln — , also u = 1 

n ^ 

;en lim inln — j = — lim (w foi w) = (Nr. 2 1 4). Indem somit der 

inzwerth von A/i = ln — unendlich gross ist, ergiebt sich auch lim (-Bfix) 

w 

h (628) unendlich gross, während 

für den äusseren Rand nach (629): ?im (J^Cx) = 0,5 Z; 
d, femer nach (630): 

lim — ==L^ —- 

r ^ ^ 

h 



\ damit nach (626) für t; = 



;m(^6x) = (l— y — yfa6 + l)-^= ^ ^^''^ Ä; = 0,302U. 



Um 



226. — In dem in voriger Nummer behandelten Falle würden sich 

e ebenen Endplatten eines mit einem inneren Feuer- 

hre versehenen Dampfkessels befinden, wenn dieses Rohr, 

nahe halb so weit wie der Kessel zu sein pfiegt, gerade in der Mitte 

letzteren läge. Die grösste Anstrengung der Endplatten (an ihren 

dem Feuerrohre vernieteten inneren Rändern) wäre dann nach der in 

iger Nummer angestellten Rechnung (entsprechend w = 0,5) nahe 

11 

~TCy d. h. = — derjenigen Anstrengung , die der ebenen Endplatte 
5 5 

Kessels ohne Feuerrohr unter übrigens gleichen Umständen zukäme, 
nn nun auch die ringsum laufenden Winkeleisen, welche die Verbindung 

Bodenplatte mit dem äusseren Blechmantel und dem inneren Feuer- 
re vermitteln, eine gewisse Verstärkung der ersteren bewirken, so wird 
h ihre Anstrengung durch die excentrische Lage des Feuerrohres ver- 

isert, und wenn sie deshalb = — h geschätzt wird , so ist die Dicke 

iner solchen durchbrochenen Endplatte halb so gross zu wählen wie 

einer vollen Platte unter übrigens gleiclien Umständen, da dieser nach 

7) die Quadratwurzel der Anstrengung h umgekehrt proportional ist. 

aerhin müsste dann aber nach der Untersuchung in Nr. 218, wenn die 
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Bodenplatte von der Dicke h und die cjlindrische äussere Kesselwand von 
der Dicke h* gleich stark durch den inneren Ueberdruck von n Atmo- 
sphären in Anspruch genommen werden sollen, 

für w = 2 4 6 8 10 Atm. 

-^>3,24 2,61 2,24 2,00 1,82 

sein. Wenn also , wie üblich , h nur wenig > h* gemacht wird , so ist 
eine anderweitige constructive Verstärkung der Bodenplatten (durch gegen- 
seitige Verankerung nach der Länge des Kessels oder besser durch radial 
gerichtete, mit den Bodenplatten und dem Aussenkessel vernietete Yer- 
steifungsstege) unerlässlich ; der Grad der dadurch erzielten Verstärkimg 
entzieht sich freilich einer genaueren rechnungsmässigen Beurtheilung. Um 
so mehr gilt dasselbe für Kessel mit zwei Feuerrohren, deren Durchmesser 
höchstens 0^4 vom Kesseldurchmesser zu betragen pflegen. 



227. — Wenn die Anstrengung einer am Rande eingeklemmten mid 

gleichförmig belasteten kreisförmigen Platte durch Befestigung in der Mitte 

vermindert werden soll, so muss, wie die Untersuchung in Nr. 225 ge- 

v 
zeigt hat, das Verhältniss — = n einen gewissen Minimalwerth = ungefähr 

•— überschreiten , widrigen Falles die Inanspruchnahme der Platte durch 

o 

ihre Befestigung in der Mitte nicht verkleinert, sondern vergrössert werden 
würde, ähnlich wie es sicli nach Nr. 222 auch im Falle einer centralen 

r 1 

Stützung verhielt, wobei indessen zu gleichem Zwecke — nur > — zu 




Fig. 68. 

^5l 



r=wT t T T 



►: 



«■>i 




sein brauchte. Fig. 68 zeigt 
die Art, wie die centrsde Ve^ 
ankerung der Platte durch Ein' 
klemmung zwischen randes 
Scheiben vom Radius r^ zweci' 
massig bewirkt werden kamb 
Sofern dabei das YerhSltnitf 



— =:n<— ist, kann die unbequeme Gleichung (628) zur BerechnoBg 

des Maximal werth es von Ee ersetzt werden durch die sich nahe an- 
schliessende Formel : 

max (Ee) = {^^ + 0,725 — 1,9 w + 1,12 n«^ * (631), 

entsprechend z. B. für w=0,l 0,2 0,3 

max (Ee) = 1,1462 0,6898 0,4558 k 

statt 1,1466 0,6900 0,4557 Ä- 

Zur Beurtheilung des dem Anker zu gebenden Querschnittes ist Doeh 
die Bestinunung der ihn belastenden Kraft = — P von Interesse. Indtfi 



\k 



I 
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aus (577): P = — 7tp und aus (623): — = — fi — 

rt, ergiebt sich: —P = ^7tr^p (632), 

> nach (612) in Nr. 222 im Verhältnisse fi grösser, als der Druck auf 
3 stützende centrale Kreislinie vom Radius Vq und von solcher Lage 
)r Ebene sein würde, dass der Mittelpunkt der deformirten Mittelfläche 
der ursprünglichen Mittelebene der Platte liegt. Nach (623) ist z. B. 

für n=0 0,1 0,2 0,3 

fx=l 1,170 1,402 1,659 

l kann auch näherungsweise etwa bis w = — gesetzt werden : 

o 

At=l + l,47w+2,5w2 (633), 

nach sich z. B. ergiebt: 

fi=l 1,172 1,394 1,666 

für w=0 0,1 0,2 0,3. 

Aehnlich wie bei der hier besprochenen centralen Befestigung einer 
isfbrmigen Platte muss natürlich allgemein, wenn die Anstrengung 
3nd eines plattenförmigen Körpers unter dem Einflüsse eines Normal- 
ekes auf seine Oberfläche durch stellenweise Befestigung (Verankerung) 
mindert werden soll, dabei mit der Vorsicht verfahren werden, dass 
3lie Befestigung nicht auf einen zu kleinen Theil der Platte bescliränkt 
ibe, widrigenfalls ifire Anstrengung dadurch nicht nur nicht verkleinert, 
dem umgekehrt vergrössert werden würde. Dass überhaupt die 
istrengung einerPlatte ins ünen dli che wachsen muss, 
jnn ihre Belastung durch eine Normalkraft von end- 
j h e r G r ö s s e (z. B. durch die Widerstandskraft eines mit ihr ver- 
raubten Ankerbolzens) auf einen verschwindend kleinen 
leil der Platte beschränkt wird, folgt schon aus der Rück- 
bit auf die Schubspannungen, die dann in einer die angegrifTeno Stelle 
gs umgebenden und verschwindend kleinen Schnittfläche im Ganzen von 
llieher Grösse = jener äusseren Kraft sein müssten. Ein stabförmiger 
rper verhält sich in dieser Beziehung deshalb anders, weil eine örtlich 
icentrirt, d. h. an einem verschwindend kleinen Theile der Länge 
)rigens längs der ganzen Breite) des Stabes angreifende Kraft von end- 
icr Grössef nur mit den Schubspannungen eines ganzen Stabquerschnittes 
Gleichgewichte zu sein braucht. 



Ebene Platte, die in Bezug auf zwei sich rechtwinicelig schnel- 
nde Normalebenen ihrer Mittelebene symmetrisch gestaltet und 

belastet ist. 

228. — Die verhältnissmässig sehr kleine Dicke der Platte sei 
eder mit h, dar auf der Oberfläche gleichförmig vertheilte äussere Nor- 
Idmok mit p pro Flächeneinheit bezeicimet. Letzterer sei die einzige 
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primäre (gegebene) Belastung. Indem aber zu den belastenden Kräften 
überhaupt aucli die secundären oder Widerstandskräfte von Stützen resp. 
Befestigungen der Platte gehören, scliliesst die Voraussetzung doppelter 
Sjnoametrie der Belastung zugleich eine solche der Stützung resp. Be- 
festigung der Platte in sich. Dabei soll ausserdem vorausgesetzt werden, 
dass, wenn durch die Befestigungsweise der Platte längs ihrer Mittelfläche 
wirksame Widerstandskräfte verursaclit werden, dieselben so vertheilt seien, 
dass die en tsprec li ende Dehnung in allen Punkten der 
Mittelfläche für dieselbe Richtung in ihr gleich gross ist. 

Ein rechtwinkeliges Axensystem OX, OY, OZ werde so angenommen, 
dass die Ebene X.OY mit der ursprünglichen Mittelebene zusammenfallt 
und die positive ^-Axe die Richtung des Normaldruckes p hat, während 
die Ebenen XOZ und YOZ in den vorausgesetzten Symmetrieebenen 
liegen. Wenn dann wieder, wie bei der kreisfVirmigen Platte (Nr. 212), 
die Normalspannung Oz als sehr klein gegen a^ und Oy vernachlässigt 
wird, so ist wie dort nacli den Gleichungen (530): 



o^ = 



m - 
oder mit der Bezeichnung : 



-(me^ + ey) und Oy = ^^^^—j {e^ -{- niSy) 



M ^ ^ ni^ 



A = — ^26? = — 2 :^E . . .• (634): 



m — 1 m^ — 1 



a. = ^(e. + ^.,); ay = A{^e.+ ey) 



(635). 



Wenn femer wieder mit v (positiv im Sinne der positiven j?-Axe) 
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche 
bezeichnet wird, so kann, unter q^ den Krümmungsradius des mit der 
A'-Axe, unter ^y den Krümmungsradius des mit der y-Axe parallelen 
Normalschnittes der Mittelfläche im Punkte x , y verstanden, beide absolut 
genommen, analog wie in Nr. 212 gesetzt werden: 

4- ^ . 4_ ^ 

Dabei gelten die oberen oder unteren Zeichen, jenachdem die betreflTendeo 
Normalschnitte nach der Seite der positiven ;2r-Axe convex oder concar 
sind ; £nix und Cmy sind die als constant vorausgesetzten Dehnungen der 
Mittelfläche selbst nach den Riclitungen OX und OY. Der analytiscbe 
Ausdnick von ^^ ist bekanntlich : 

?x= ^ 



T—^cos^ l-j- 2-r — T—cosl cosuA- T—rCos^u 
öx^ bxby ^ äy2 f* 

unter % und ^tt die Winkel verstanden, welche die Tangente des der a:-Axe 
parallelen Normalschnittes beziehungsweise mit der iP-Axe und der y-A« Is 
bildet , und wo das obere oder untere Vorzeichen unter denselben Um- I j 
ständen gilt, wie im obigen Ausdrucke von e^. Wenn aber, wie h« §^ 
vorausgesetzt wird, die Krümmung der Mittelfläche sehr gering ist, so A* 
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T^ — , -T — und cos u sehr klein , cos A ist sehr wenig von der Einheit 
bx oy . 

verschieden , also näherungsweise : 

1 ^h^Z ^ 1 _ h^z 



ind damit nach (635) und (636), wenn 

(^rax = ^ (€nix+— €my) Und (Tmy=J.( «mx+ßiny) • (6eS7) 

iie Normalspannungen in der Mittelfläclie nach den Richtungen der a?-Axe 
and der y-Axe bezeichnen : 

b^z , (b^z , l b'^zX 



^"'^ "" bx^ 
b^z 



Cy — — CiQy V 



by' 



■ / 1 b^z , b^z\ 



by' 

Den Voraussetzungen der Aufgabe jentsprechend ist die deformirte 

Mittelfläche nach wie vor symmetrisch in Bezug auf die Coordinatenebenen 

X.Z und YZ y ist also z eine gerade, d. h. solche Function von x und 

y, dass sie durch Aenderung des Vorzeichens von x oder von y unver- 

b^Z b^z 

ändert bleibt. Dasselbe gilt dann auch von -r — - und -r — - , folglich nach 

bx^ by^ 

'638) auch von fix und Cy, Cx und ay, während 

bz , 
— — eine ungerade Function von x und gerade Function von y, 

X 

bz . , 

— — eine gerade Function von x und ungerade Function von y 

ist, d. h. jene zugleich mit Xj diese mit y selbst entgegengesetzt wird, 

b^ bt] 

Aus den Gleichungen (638) für fix = -r — und fiv = -T-^ folgt nun 

bx by 

iurch Integration nach x resp. y mit Rücksicht darauf, dass fimx und e,ny 

Konstant sind : 

§ = ^«mx — t?-^ + a, ri = y€,r,y — v-j--\-ö, 

wo a eine von x^t b eine von y unabhängige Grösse bedeutet. Indem 
»ber die Symmetrie offenbar erfordert, dass ^ eine ungerade Function 
von X, 7] eine ungerade Function von y ist, müssen a und b = Null 
sein, so dass aus diesen Ausdrücken von ^ und rj weiter sich ergiebt: 

Aus den früheren Untersuchungen dünner Platten wie dünner Stäbe 
ist zu schliessen, dass auch hier Tx und Ty nicht minder wie Oz von 
untergeordneter Grösse sind, sofern wenigstens nach der Bemerkung zu 
Ende von Nr. 227 die durch Stützung oder Befestigung der Platte ver- 
ursachten Widerstandskräfte nicht an zu kleinen Stücken derselben concen- 
trirt angreifen. Bei solcher Vernachlässigung von a^y Tx und Ty, also 

Grashof, Elastlcität und Festigkeit. 23 
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auch von yx und yy, sind die Hauptdehnungen fij, «j, Sg nach Nr. 23 
die Wurzeln € der cubisclien Gleichung: 

4 (fix — e) (€y — c) (£2 — fi) — (fix — fi) y»*= , 

zerfallend in : €, — « = und e^ — (g^ + €y) € + 6» «y 7- ^z^ = , 

woraus mit Rücksicht auf (530), was €z betrifft, folgt: 

6j= 2 ' ^3-^z--^^^3^ . (640). 

Absolut genommen am grössten ist eine der beiden parallel der Mittelfläche 
stattfindenden Hauptdehnungen €^ und e^^, nämlich e^ oder €^9 jenachdem 
€x -|- ßy positiv oder negativ ist. 

229. — Durch die Gleichungen (638) und (639) würden fi^? %j /z 
und dann durch (640) auch die Hauptdehnungen für jeden Punkt (Xj y, tj 
der Platte bestimmt sein , wenn als Function von x und y, d. h. wenn 
die Gleichung der gebogenen Mittel fläche bekannt wäre. 
Ihre Differentialgleichung wird aber gefunden mit Hülfe der allgemeinen 
Gleichungen (2) in Nr. 2, worin 

X= Y=Z=0 und dv für d0 
zu setzen ist , also mit Hülfe der Gleichungen : 

^^-+-^4.1^ = ] 



dx hy dv 

ÖTz d(Ty . bTj 



+^+^=0 



dx hy dv 



+ ^ + ^ = J 



(641). 



dx hy hv 

Wenn man in den zwei ersten derselben für a» und Oy die Ausdrücke 

(638) und für r^ den Ausdruck (639) oder mit Rücksicht auf (634) : 

m — 1 . h^e 

Tz = Av 

m oxöy 

substituirt , erhält man durch Integration nach v und mit Rücksicht darauf; 

dass Tx und Ty an der Oberfläche der Platte (für t? = + -~j= Null sein 

müssen : 

_ /l h^z h^z m— 1 h^z \ r 

"" \m hx^hy hy^ m hx^hy/J 

\ bx^ tn bx by* m bx by* /J 



^y 



~ \bx^'^ bxbv*)\2 8/' 
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Indem diese Ausdrücke von Tx und Ty ebenso wie die ihnen zu 
Grunde liegenden von (Tx , Oy und X"z auf der Vernachlässigung von 
(Tz beruhen, hat damit die dritte der Gleichungen (641) ihre Bedeutung 
verloren , die darin bestand , dass durch sie die algebraische Summe 
der im Sinne der - Axe auf ein Körperelement = dv dx dy wirkenden 
Kräfte = Null gesetzt wurde. Sie ist aber zu ersetzen durch die 
entsprechende Gleichgev^ichtsbedingung der Kräfte für ein aus der 
ganzen Plattendicke herausgeschnittenes Körperelement = hdxdy^ d.i. 
durch die Gleichung, die aus jener durch Ihtegration nacli v zwischen 

den Grenzen — — und — hervorgeht : 

2 2 

_h _h h^ 

2 2 2 

_h_ _h_ "^ ___h 

2 2 2 

Durch Einführung der obigen Ausdrücke von Tx und Ty folgt daraus 



wegen y(^---je?.=:----Ä = 



12 

—iL 

d*z , d*e , d*z _ 12p 

J^ ^ ^ dx^ dy» '^ dy* ~ Äh^ .... (b42) 

als die gesuchte Differentialgleichung der Mittelfläche. 

230. — Ein besonderes Integral dieser partiellen Differentialgleichung 
ergiebt sich aus der Erwägung , dass ihr u. A. die Gleichungen entsprechen 
müssen, die im Vorhergehenden für die gebogene Mittelfläche einer gleicli- 
förmig belasteten kreisförmigen Platte bei Stützung oder Einklemmung 
am Rande gefunden wurden. Indem aber die betreffenden Gleichungen 
der Meridianlinie, nämlich (586) für die am Rande gestützte, (592) für 
die am Rande eingeklemmte Platte , mit !^ücksicht auf die Bedeutung von 
A nach (634) beide die Form: 

haben (mit besonderen Werthen von a und &), ist die gemeinsame Form 
der Gleichungen dieser Mittelflächen selbst: 

Dass sie, unter a und b beliebige Constante verstanden, in der That der 
Differentialgleichung (642) oder 

d^ (d^0 d^0\ d^ (h^z a^^\ 122) 

ix^ Vöä:« "^ iy^) "*" iy^ \ix^ "^ iy^) ~ Ah^ 

2B* 
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entspricht, ist leicht zu erkennen. Denn aus 

/■=(a«— «»— 1^2)(6«— a;*— y»)=o«6«— (a«+6«)(a;«+y»)+(a;«+y*)« 

folgt -|^ = — 2(a« + &»)a; + 4(a:« + y«)a; 
£( = -2(a« + 6«) + 4(3a:» + y«), 
also |^ = _2(a* + &*) + 4(^* + 3y«) 

dar« \dx^ '^ by^)'^ dy« Vda;« """ dyV ~ ' 

somit die entsprechende Function von ;? = 64 • f=-r = ."'/. . 

16 ^Ä* J.Ä» 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (642) ist hiernach: 

unter F irgend eine Function von x und y verstanden , die der Differential- 
gleichung entspricht : 

d*F , „ b*F , d*F „ 

\- 2 = 

bx* ^ bx^ by' ^ by^ 

b^ (b^F b^F\ b* /b'F b^F\_ 
bx' \ bx* '^ by* )~^ by* \ bx^ "^ by* )~^ 

^ b^F , b'F „ .^ b^F^ , b'Fi „ 

Indem aber das allgemeine Integral der zweiten dieser DifTerentialgleichungen 
(siehe Nr. 156) unter der Form: 

darstellbar ist (i==y — 1), muss nach der ersten -^r — — -\ — ;— x- eine 

Function von derselben Form sein. Unter Anderem ist das der Fall för 
F=Fi, allgemeiner für F=ifjF^ bei geeigneter Wahl yon tp als 
Function von x und y. Bei dieser Form von F ist nämlich : 

— r-X7- + -Är--^i 



bx ^ bx bx 

bx^ ^ bx^ '^ bx bx "^ da;* ^' 

ebenso i!Z_^^!^4.2-^ ^^»4- ^'V* p 

ebenso ^^, -tp ^^, +2 ^^ _+-^F„ 

b'F^ , b'Fi ^ „ ^ - 
also wegen — f + -^ = , F,^f+ip 
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nnd mit den Bezeichnungen : 

wo /-'^ifcM. und g)' = i£fcM 

d{x-\-iy) ^ d(x — iy) 

selbst wieder wie f und q) Functionen von x-\-iy resp. von x — iy sind : 
b^F . b^F 



bx^ ' by^ 

Das ist aber, wie verlangt wurde, die Summe einer Function von 
X -^ iy und einer Function von x — iy ^ wenn 

"T^ -|- i -r-^ eine Function nur von x-\-iyi 



bx 


''i>y 


bxfJ 


.bxp 


bx 


dy 


b^Xj) 


■*" dy* 


bx^ 


insbesondere 




btf) _ 



J? V 



j} V ^ '^y y 



beides zugleich, also eine Constante ist, so dass 



— oder = Cx und -—- = oder = Cy , 
bx by ^ ' 

also xp=s C oder = C(x^ -\-y^)j ^^^ somit 

F(Xy y) = f(x + *y) + g> (^ — iy) 

+ {^' + r) [fi (^+i^» + 9>i (^ - iy)'] (644) 

gesetzt werden kann, unter f^ und qp^ ebenso wie unter f und (p die 
Zeichen beliebiger Functionen verstanden, in denen der constante Factor 
C von ip einzubegreifen ist. 

Durch Entwickelung in Reihen, die nach ganzen Potenzen von x 
und y fortschreiten, ergiebt sich nach Nr. 156 mit Weglassung der 
Glieder, die ungerade Potenzen von x oder y enthalten (da is, also auch 
F eine gerade Function von x und y ist) , aber mit Elinzufügung je eines 
Constanten Gliedes (da die betreffenden Functionen hier nicht = zu 
sein brauchen für x = y = wie in Nr. 156 die Function Q für 
y = 0=O): 

f{X'+-iy)-h q>{^—iy) = c + c^(x^—y^) -}- c^ (x^ — ßx^y^ + y^) 

+ CQ{x^ — l^x^y^-^lhx^y^—y^)'\-. . . 

ft{x+iy)+q>i{x—iy)=d+di{x^—y^) + d^{x^ — ßx^y^-i-y^) f £ 
also nach (643) und (644) bei Absonderung des Factors — -jj-i von den 
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Constanten C , Cj , c^ . . . , rf , d^ , ^2 • • • ^^^ unveränderter Bezeichnung 
ihrer übrig bleibenden Factoren : 

= ^^{a«6»+c+(-a*-6*+q+d)a;«+(-a«-fc»-c,+%* 

+ (1 + (^ + dj a;* + (2 — 6ci) ä: V + (1 + c» - '^1)2'* 
+ (C3 + (k) ^* + (— 15 Cj — 5di) x*y^ 

+ (15C3 - 6d,)a;V + (-Cs + <^)9«+ • • 1 
oder bei Einftihrung neuer Constanten B, G, D, Cj, Di . . . : 

+ Cg x«+ 5 (D, — 2 C4)a; V+ 5 (0, — 2 A)a; V 

+ D,2^«+...} (646). 

Was nämlich die CoefBcienten der Glieder mit a;*y* , x*y* , x^y^ • ■ ■ 
betriflfl, so folgt aus 

1 + Cj + (?i = Ci und 1 + Cg — dl = i^i : 
sowie aus Cg -|- dj = Cg und — Cj + ^a = -^2 • 

15a, — 5d2=Y(3Ci — 32), — Ci-A) = 5(^2~2A). 

Jede Gruppe von Gliedern höheren Grades bringt zwei neue Constante 
mit sich. Ebenso wie in dem analogen Falle von Nr. 156 ist es aller- 
dings auch hier fraglich, ob bei solcher Entwickelung von als ganze 
algebraische Function von x und y mit endlicher Gliederzahl (ohne welche 
Beschränkung diese Entwickelung praktisch werthlos wäre) die constanten 
Coefficienten gemäss den Grenzbedingungen bestimmt werden können. 

231. — Es handle sich z. B. um eine gleichförmig belastete 
Platte, die in den Knotenpunkten eines Systems von 
r e eil teckigen Feldern festgehalten wird, nämlich in den 
Punkten der Mittelebene , in denen sich zwei rechtwinkelig gekreuzte 
Schaaren paralleler Geraden in derselben schneiden , von welchen die auf 
eijnander folgenden der einen Schaar die gleichen Abstände 2a, der an- 
deren die gleichen Abstände 21) haben. Alle so gebildete recliteckige 
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Fig. 69. 



JB ^— -^ — ^ — , Ä. 

i 



<5> 



i 



Felder wie AB CD , Fig. 69 , verhalten sich 
nahezu gleich , und es bezieht sich die Unter- 
suchung nur auf ein solches Feld ; die xy-lEthene 
wird in der ursprünglichen Mittelebene, also in 
der Ebene der festen Punkte Ä, B, C, D an- 
genommen, der Anfangspunkt im Mittelpunkte 
des Rechteckes ÄBCD , die x-Axe parallel mit 
den Seiten 2 a, die y-Axe parallel mit den Seiten 
2b desselben. 

Zur Bestimmung der constanten Coefficienten 
im Ausdrucke (646) von jsf dienen zunächst die 
Bedingungen, dass 

= sein muss für x = ^a und jeden Werth von y, 

= sein muss für y = + 6 und jeden Werth von x. 
Das ist der Fall, wenn 



-*2? 



•] 







also 



C+2Cia« = 0, 2)+2Di6« = 0, 8 — 3(Ci +D,) = 0, 

ö 



und jeder der folgenden Coefficienten C^, D2 . . . = Null gesetzt wird, 
somit 

« = ^^[5 + Ci(-2a»aj» + a;*) + A(-2&V + J'*)]- 
Die fernere Bedingang: e = für x = ^a, ^ = + 6 giebt dann: 



'' = T6^^^'^'''~'''^''^^'^^'~^'^''^ 



(647). 



Daraus folgt: 
de 3 



b0 






bx 
b*e 



bx 



by 
b*s 



i 



=-T'^^<-'''-'-'y- i^=-T^':Är("-w 



und damit nach (638) wegen Ä = 



m 



2 



m 



2 



E: 



_ _ , 3 ^ m^ — 1 ^ 



Sx^)v 



Ee, = Ee^, + ^D,'^^^(b^-Sy^)v 



(648). 



Wegen 



dxby 



= ist nach (639) auch ^2 = 0, sind also (bei Vernach- 
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lässigung von Tx und Ty) e^ und €y Hauptdelmungen. In den Ausdrücken 
derselben ist 

■^ 1 ^ 1 

JEsmx =Pi — —Pi ; JEemy=P2 — —Pi • • (649), 

falls p^ und p^ die specifischen Spannungen sind, die event. von einem 
im Sinne der x-Axe resp. der y-Axe wirksamen Zuge in der Platte ver- 
ursacht werden, wie sich den Gleichungen (637) mit 0'inx=jPi, Ojny=Pi 
entnehmen lässt, übrigens auch unmittelbar aus den Gleichungen (53) in 
Nr. 22 folgt. Absolut genommen am grössten sind €x und £y für 

x = -\ia resp. y = + 6 und für v = + — mit dem Vorzeichen genommen, 

welches zur Folge hat, dass die zwei Glieder des betreffenden Ausdruckes 
(648) einerlei Zeichens werden. — 

Die Coefficienten C^ und D^ , die Functionen von a und 6 sein 

g 
können , sind nun aber durch die einzige Relation : C^ + Dj^ = — nicht 

ö 

bestimmt^ und es wird auch diese Unbestimmtheit nur eingeschränkt, nicht 
aufgehoben durch die Erwägung , dass , wenn man mit 6^0 die der 
y-Axe parallelen Stützpunktreihen zu Stützlinien oder vielmehr Ein- 
klemmungslinien zusammenrücken lässt, wodurch, weil dann wegen y^'^h^ 
auch y=0 zu setzen ist, nach (647): 

wird, diese Gleichung übereinstimmen muss mit der auf die entsprechenden 
Coordinatenaxen bezogenen Gleichung der elastischen Linie eines beider- 
seits eingeklemmten prismatischen Stabes von der Länge 2a, der bei 
rechteckigem Querschnitte von der Breite = 1 und der Höhe h gleich- 
förmig mit p pro Längeneinheit belastet ist. Diese letztere Gleichung 
ergiebt sich aus (95, a) in Nr. 54 mit Bezug auf Fig. 19, nämlich aus: 

durch die Substitutionen: 

J= — , a = 0, Ä = pa, {Ä)=—^ nach (116): 

Eh^ pa^x^^^pax^ px^ 

"~"I2~^~ 6 ^""6 2r 

und durch die weitere Substitution von a + o; für x: 

Es muss also Q eine solche Function von a und b sein, dass sie 

= wird für 6=0, und ergiebt sich ebenso , dass D. eine 

3 m^ — 1 
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solche Function von a und h sein muss , die mit a = sich auf 

8 Wi^ 

reducirt; indessen kann das auf unendlich mannigfache Weise 

3 m* — 1 

I flein. dass ziierlftifih (1. -i- D. ==• 



SO der Fall sein, dass zugleich C^ + -^i = "^ ^** 



232. — Jene Unbestimmtheit fällt weg bei quadratischer An- 
ordnung der Finklemmungspunkte (a = &), indem dann na- 

4 
türlich C^ und D^ einander gleich, also beide =— sind. Damit folgt 

ö 

aus (647): 

entsprechend ;i; = y = 0; femer aus (648) im Falle jpj=|>j=0: 

nmx(Ee)== r — rr^p .... (651). 

2 
Beide Maximalwerthe sind unter übrigens gleichen Umständen = — der- 

ö 

jenigen einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte, deren Radius 

= ay2, deren Durchmesser also = der Diagonale des Quadrats ÄBCD 
(Fig. 69) ist; denn für eine solche wäre 

nach (693): 5 = ---^^^^^ 

j * A u ^KOKN /T7 N Sm^ — 12a* 
und mit^j = nach (595): max{Ee) = — ^ p"^' 

Gemäss der allgemeinen Bemerkung zu Ende von Nr. 227 ist 
schliesslich hervorzuheben, dass natürlich die Stützung resp. Befestigung 
der Platte nicht wirklich in einzelnen Punkten wie Aj B, (7, D 
(Fig. 69) geschehen darf, wie es hier der Einfachheit wegen vorausgesetzt 
wurde. In der That pflegen es die Nietköpfe von Nietbolzen oder die 
Köpfe resp. Muttern von Schraubenbolzen zu sein, von denen an solchen 
Stellen die Platte gehalten wird, so dass ihre Stützung in einer Fläche 
geschieht, die genau oder näherungsweise von einem Kreise umgrenzt wird. 
Der Durchmesser d^ dieses stützenden Kreises muss nun eine gewisse 
Grösse haben^ die mit Rücksicht darauf zu bemessen ist, dass der Schub- 
spannung; die in der durch diesen Kreis gehenden zur :ry- Ebene senk- 
rechten cylindrischen Schnittfläche der Platte im Sinne der z-Axe statt- 
findet, kein grösserer Maximalwerth von Es entspreche, als er sich mit 
Rücksicht auf die Biegung der Platte nach vorstehender Untersuchung, 
insbesondere bei quadratischer Anordnung der Stützflächen nach (651) 
ergeben hat. Indem dann aber der Druck auf eine solche Stützfläche 
= 4j?a^ ist, ergiebt sich der Mittelwerth jener Schubspannung 

4jpa* 

Ttd^h 

nnd kann ihr Maximalwerth analog Gleichung (205) in Nr. 84 
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_ 3 ipa^ _ 6 g» 
2 Ttdy^h n d^h 
und endlich iiim entsprechend nach Gleichung (59) in Nr. 26 

/rr N m+1 6 a* 
max(Ee) = — ■ r-rr« 

gesetzt werden. Damit dieses Maximum kleiner, als das durch Gleichung 
(651) bestimmte sei, muss 

6 1 m—1 1 

7t dl m h 

sem, oder mit m = — und tt == — : 

6 7 10 30 

tii>-^yA, d. i. e?i> — Ä . . . (652). 

233. — Nach den hier entwickelten Formeln kann näherungsweise 
die Anstrengung beurtheilt werden, welche die ebenen Platten, woraus der 
Feuerkasten einer Locomotive gebildet ist, unter der Einwiitoig 
des im Kessel lierrschenden Dampfdruckes auszuhalten haben. Indem da- 
bei die Bolzen, welche die Seitenwände des inneren und äusseren Feuer- 
kastens , meistens auch nach heutiger Constructionsweise ihre Decken ver- 
binden, eine erhebliche Spannung der Aussenwände und Pressung der 
Innenwände im Sinne ihrer Mittelebenen verhindern, sind p^ und p^ von 

untergeordneter Grösse, so dass nach Gleichung (651) mit m = - — und 

o 

31 
p = —-n Kgr. pro Quadratcentim., unter n den Dampfüberdruck in Atmo- 

Sphären verstanden, gesetzt werden kann: 

wöw? (iJc) = A;= 0,91 — 1^ w = 0,94 ^ n , 
wofür mit Rücksicht dw:auf, dass p^ und p^ nicht vollständig = Null sind, 

gesetzt werden möge. Bei den üblichen Verhältnissen der Yerankenmg 
durch die fraglichen Bolzen ist diese Spannung Je nicht erheblich; die 
Dicke der Eupferplatten insbesondere, aus denen der innere Feuerkasten 

gebildet zu werden pflegt, ist etwa = — a(z. B. ä= 16°>°» bei a = 48°®, 

ö 

d. h. bei 96°^ Entfernung der Bolzen von einander), so dass dann k nnr 
= On Kgr. pro Quadratcentim. sich ergiebt. 

Grösser ist schon die Anstrengung der kupfernen Bolzen. Bei dem 
Durchmesser d ist ihre specifische Zugspannung: 

4 »a« 16 81 a^ , 21 a« 

^ 1 ^» ^ 30 d^ 4 d* 

4 
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oder mit durchschnittlich d==l,5A, unter h die Wanddicke des gleich- 
falls kupfernen Innenkastens verstanden (wobei, da die Nietköpfe einen 
fast doppelt so grossen Durchmesser d^ erhalten, zugleich die Bedingung 
(652) erfüllt sein wird) : 

21 4 «2 _ 7 «2 _ 7 

Noch viel grösser ist indessen die Anstrengung sowohl der Bolzen 
wie der Wände des inneren Feuerkastens wegen der Erhitzung und ent- 
sprechenden Ausdehnung des letzteren durch den Einfluss der Feuerung. 
Indem er dadurch vom Rost an sich aufwärts streckt, da durch die etwa 
vorhandenen verticalen Deckenbolzen, die bei ihrer verhältnissmässig grossen 
Länge zur Inanspruchnahme auf Druck wenig geeignet sind, solche 
Streckung nicht erheblich gehindert werden kann, sind es namentlich die 
zur Verankerung der Seitenwände des Innen- und Aussenkastens dienenden 
horizontalen Bolzen, die dadurch gebogen werden, während die Seiten- 
wände des inneren Feuerkastens in verticaler Richtung comprimirt werden 
und seine Decke in der Mitte nach unten durchgebogen wird. Die daraus 
hervorgehenden Anstrengungen jener Bolzen und der verticalen Wände 
des inneren Feuerkastens sind (auf Grund der vorläufig hier als zutreffend 
vorausgesetzten Elasticitätsgesetze) näherungsweise wie folgt zu beurtheilen, 
wenn t den üeberschuss der Temperatur des inneren über die des äusseren 
Kastens, a den linearen Ausdehnungscoefficient des Kupfers, E seinen 
Elasticitätsmodul und h die halbe Länge der Bolzen, J das Träg- 
heitsmoment ihres Querschnittes in Bezug auf einen Purchmesser be- 
deutet. 

Sofern ein solcher Bolzen sich hier wie die Hälfte eines prismatischen 
Stabes verhält, der an den Enden eingeklemmt und in der Mitte mit 2P 
belastet ist, oder die Hälfte des Bolzens wie ein Stab, der an einem Ende 
befestigt und am freien anderen Ende mit P belastet ist, falls P die Kraft 
bedeutet, mit der die Wand des inneren Feuerkastens und der Bolzen an 
ihrer Verbindungsstelle nach verticaler Richtung gegenseitig auf einander 
wirken, so ist, wenn insbesondere P^ den Werth von P für die Bolzen 
der m^" Horizontalreihe, vom Roste an nach oben gerechnet, und dm die 
relative Verschiebung der inneren gegen die äusseren Enden dieser Bolzen 
in verticaler Richtung nach oben bezeichnet, nach den Gesetzen der 
Biegungselasticität : 

Pm 6« . . .Pm-l6« 



welche Werthe indessen durch Multiplication mit einem Factor ß, der 
grösser als 1 ist, corrigirt werden mögen, da bei der hier verhältniss- 
mässig kleinen Bolzenlänge neben der Biegungs - zugleich die Schub- 
wirkung der Kraft P nach Nr. 139 von wesentlichem Einflüsse sein kann. 
Da femer der Unterschied = (Jm — <Jra — i der Aenderung gleich ist, welche 
die Entfernung der m*®° von der (m — 1)^" Bolzenreihe wegen der Tem- 
peraturerhöhung t der inneren Kastenwand im positiven Sinne und ihrer 
Compression durch die Kraft P^ im Querschnitte hd im negativen Sinne 
zusammen genommen erleidet, so ergiebt sich die Gleichung: 



■ 

'864 




ip.-p.-.^m- 


1 Pn, 

^""-'--ETd 




Mit im Bezeidimngen : 

hat diese Gleicliimg die Form : 


^-'-0-"' 








p.=-(p. 


-i+O 




und 


folgt 


daraus nach und nach : 








Pi = 


4-C,P, = (i + |)C;P. = (i + i + - 


'-)-■• 




K 


^^ + ^+...+^ 


+ 1)'^=^^ 


^- 


Es 


wächst alflo P und somit auch d 


e entsprechende Anstrengung dm 



inneren Kastenwand und der Boken Tom Roste an nach oben hin , nni 
wenn m jetzt die Zahl der überhaupt über dem Koste vorhandenen hori- 
zontalen BohenreiLen bedeutet, eo ist die Maximalpressung der Wand : 
,_P„ i-c~~l 3 Ja „..,_«--l„.. 



und die Maxi mal Spannung der Bolzen 

c" — 1 3 Ja 



hd 



_ 3 ffrf k 
mit Rücksicht auf ilu« 



' J c"" c—\ ßb^ 2J 

ch Nr. 134 die Anstrengung der Bolzen nnr 

beurtlieilt zu werden braucht. 
Was den Factor ß betrifft, so ist nach Gleichung (354) in Nr. 139 , 
zu setzen ; S' 3,i Sr, 

^=l + -5- = l +32^^ = 1 + 8^, 

worin Hq das Moment des halben Bolzesquerschnittes tn Bezug auf i 
Blegungsaxe, d. 
pnnktfiabstandes i 

//„=- 

wird. Hiernach ündet man z. B. für 

a=Zh, d=l,bh 



. das Product des Halbkreises — — und seines S 
L Durchmesser bedeutet : 



i dem ihn begrenzenden 
' 2d d" 



^3 6'' 



i=2rf 


2,5 d 


Sd: 


/S= 1,167 


1,107 


1,074 


c= 1,0473 


1,0265 


1,0152 


J = 0,370 


0,223 


0,140 Eat 


i, = 13,6 


n,o 


'iQiik 


= 5,03 


3,19 


■i,« Eot . 



Die Anstrengung der Bolzen ist wesentlich grösser, als die des Feu 
kaetena selbst , übrigens um so kleiner, je länger diese Bolzen sind , vt 
halb es rathsam ist, wenigstens nach oben bin die Entfernung c 
von den äusseren Kastenwänden nicht sehr klein zu macheu. Weil je- 
doch seibat im günstigsten der obigen Fülle mit 

£=1100000 und = 0,000017, also Ea = 1,1 . 17 = 18,7 
»ich ft, ^ 2,86 . 18,7 t^^ 53,5 t Kgr. pro Qnadratcentim. ergiebt, d. i. eine 
Spannung, die schon für ^■<100'' die Festigkeitsgrenze des besten Kupfers 
fiberschreiten würde, wHhrend thatsäcldicb eine weit grössere Temperatur- 
difierenz des inneren und ävisseren Feuerkastens zu erwarten sein wird, su 
ist zu schliessen, daas die Bolzen nur durch die Zähigkeit des Kupfers im 
Stande sind, jene Anstrengung zu ertragen, indem sie eine Deformation 
erfahren, die mehr in einer Streckung der ganzen Bolzen bei relativer Ver- 
schiebung ihrer Querschnitte, als in einer Biegung bestehen mag. Indem 
zugleich dieser Deformation eine dauernde Gnippimugsänderung der Mole- 
küle entspricht, verliert um so mehr die obige auf den Elasticitätsgesetzen 
beruhende Berechnuugs weise der Anstrengung ihre Berechtigung und ent- 
zieht sich dieselbe überhaupt einer rationellen BeurtheUung. Eine solclie 
Construction des Peuerkastens , bei der die Bolzen namentlich in den 
oberen Reilien nicht zu kurz ausfallen, bleibt aber rathsam, um ihrer Ab- 
Bcheerung dui-ch die Ermöglichung griJsaerer Streckung vorzubeugen. Da 
Qbrigeas die Seitenwände des inneren Feuerkastens zugleich in horizon- 
talem Sinne ausgedehnt , auch seine Decke , die Deckeubolzen und der 
Aussenkasten in Mitleidenschaft gezogen werden, so ist das thatsäc bliche 
Verhalten eines aolchen Locomotiv-Feuerkastens im Betriebe ein so compli- 
cirtes , dass über seine angemessene Constrnction in der Hauptsache die 
praktische ErfaJirung entscheiden muss. 

234. — Wenn es in irgend einem Falle sicli zeigt, dass die Coeffi- 
cienten des Ausdruckes (616) von 3 bei Beschränkung auf eine gewisse 
.«ndliche Zahl von Gliedern nicht den Bedingungen der betreifenden Auf- 
£ftbe gemäss bestimmt werden können, so kann es davon herrühren, dass 
entweder die Differentialgleichung (642) unter den gegebenen Umständen 
eine algebraische Entwickelung .von s als ganze Function von x und 9/ 

Kiclit snläBst, oder dass schon die jener Differentialgleichung selbst zu 
rninde liegenden Annahmen mit den Bedingungen der Aufgabe unver- 
mnbar sind. Mit einer für das praktische Bedürfniss meistens ausreichenden 
Annäherung kann man dann bei der Wahl des Ausdruckes von m durch 
die Analogie mit anderen Fällen , besonders durch die Röcksicht auf die 
bekannten Formen, die der Ausdruck in gewissen besonderen oder Grenz- 
iallen annehmen muss, sich leiten lassen. 

Es sei z. B. die Biegung und die Spannung einer am Rande 
gsum eingeklemmten rechteckigen Platte bei gleich- 
förmiger Belastung mit /) pro Flächeneinheit zu bestimmen. Die Seiten- 
längen der Platte seien ^^ 2 n und 2&; die j:^-Ebene lulle mit der Ebene 
des rechteckigen Umfanges der MitteWüche so zusammen , dass die j;-Axe 
die mit den Seiten 2», die y-Axe die mit den Seiten 2h des Recht- 
eekes parallele Symmetrieaxe ist. Indem liier z eine solche Fmiction von 
nd u sein muss, dass 
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für y = 4:6 und jeden Werth von x:\ hz hz 

für rr = + a und jeden Werth von yx) ^ bx iy^ 

ist, wfirde sich bei Voraussetzung des Ausdruckes (646) von z und bei 
Beschränkung auf die Glieder bis zum sechsten Grade zunächst 

aus der Bedingung : z=(i üiv y = + b und jedes x ergeben : 

JB + 1)62 4-2)^64 _^ 2)3,66 = 

C-f [8 — 3(Ci+Di)]6«+5((7, — 22)2)6^=0 

und ebenso aus der Bedingung : z=0 fiir a; :=: + a und jedes « : 

B -(- Ca» 4- Ci a* 4- C, o« = 
D-I-C8 — 3(Ci + Z),)]a«-f 5(2)g — 2C,)a* = 
A + 5 (Q, — 2l>i,)a»= , Dj = , 
somit aus beiden zusammen : 

r; = J[)g = Ci=2), = 0; C = — 8&«; D= — 80«; B = 8rt«6« 

und dieselbe Gleichung würde sich offenbar aus (646) auch bei Berück- 
sichtigung der Glieder von liöherem als dem sechsten Grade ergeben 
haben. Ihr zufolge ist nun zwar 

— =0 für y = + 6 und jedes x, aber nicht für x = ^a und jedes y, 

\^ 

—— = für a: = + a und jedes y, aber nicht fiir y = + 6 und jedes jr. 

Vollkommen würde diesen Bedingungen der Aufgabe entsprochen, wenn 
(a^ — x^)^ und (6* — y^)^ Factoren des Ausdruckes von z wären, nnd 
wenn deshalb als einfachste und der Form (653) möglichst sicli an- 
schliessende Function von solcher Art : 

z = C(a^ — x^y(b^—y^)^ 

gesetzt wird, so lässt sich zugleich die Constante C so wählen, dass, wenn 
man eine der Dimensionen a, 6 ins Unendliche wachsen und damit die 
Platte in einen an nur zwei gegenüber liegenden Rändern eingeklemmten 
Plattenstreifen übergehen lässt, die bekannte Gleichung der elastischen 
Linie eines beiderseits eingeklemmten prismatischen Stabes aus jener Flächen- 
gleichung hervorgeht. Zu dem Ende muss nach der Bemerkung in Nr. 231 

1 p 
für 6=00 und jeden endlichen Werth von y: Z = -;r- -~r^ (a^ — x^Y 

1 p 
für a= cc und jeden endlichen Werth von x: jg = — ^f, ^ (6^ — y^y 

sein, wie es dann der Fall ist, wenn 

_1 p (a^ — x^y {h^ — y^y 
^~ 2 Eh^ f(a,b) 
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gesetz,t wird, unter f{a,})) eine in Beziehung auf a und auf h gleich 
gebildete Function verstanden mit den Grenzwerthen : 

limf(a, b) = 6* für — = oo 

a 

und limf(a, h)=a^ für — = oo , 

während für endliche Werthe des Verhältnisses der Dimensionen a, h 
immer /"(öt, fe)>a* und > 6* sein muss^ da natürlich die Durchbiegung 
der Platte in der Mitte (^ = y = 0) : 

nämlich kleiner ist, als wenn die Platte nur an den einen oder den 
anderen gegenüber liegenden Rändern eingeklemmt wäre. Die einfachste 
Function von solcher Art ist: 

/•(a,6) = (an^jn)ir, z. B. = (a+6)S {a^-{.iy, a* + 6S 
entsprechend n=\ 2 4 . 

Die zulässige Annahme von n wird aber eingeschränkt durch die 
EIrwägung, dass die Durchbiegung in der Mitte einer quadratischen solchen 
Platte (a = 6): 

1 pa^ 

offenbar grösser ist, als die einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen 
Platte mit dem Radius a, dagegen kleiner, als diejenige der im Falle von 
Nr. 232 befindlichen quadratischen Platte, wonach aus (596) und mit 
m=B aus (650) sich die Bedingungen ergeben: 

1 1 »Jt_ 

6 2^+1 ^ 
?^6 ^. , 4 Z^2,25 
lg2'^ '^ n^ lg 2 
4:lg2 ^ 4:lg2 



lgß — lg2 ^ Zgf2,25 — Z^2 

oder 2,5 . . < w < 23,5 . . Die Annahmen w = 1 und n = 2 sind 
dadurch als unzulässig ausgeschlossen, und ist es am einfachsten, ent- 
sprechend n = 4 zu setzen : 

'-YEh^ ^^^T* • • • ^®^*^' 

wonach sich als grösste Durchbiegung für den Mittelpunkt der Platte 
ergiebt : 

1 p a^h^ 



(J = 



2 Eh^ a* + 6* 



1 ViCL^ 

und insbesondere für die quadratische Platte : d = "L,, ^ 

4 Eh^ 



m 
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= ± mal derjenigen einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte 

vom Radius a, 

9 

= — derjenigen einer Platte , die nach Nr. 232 in quadratisch angeord- 
16 

neten Punkten mit den Entfernungen 2 a eingeklemmt ist, 

= — deijenigen einer nur an zwei gegenüber liegenden im Abstände 

2 a parallelen Rändern eingeklemmten Platte ^ 

3 

= — derjenigen einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte^ 
8 

deren Radius = a K 2 , deren Durchmesser also = der Diagonale 
der quadratischen Platte ist. 

Dass die durch solche Erwägungen gewonnene Gleichimg (654) der 
gebogenen Mittelfläche keinen wissenschaftlichen Werth hat, ist 
selbstverständlich. In Ermangelung einer erschöpfenden und doch hin- 
länglich einfachen Theorie muss indessen der Constructeur sich oft mit 
solchen Vergleichungen seiner vielfach noch weit complicirteren Probleme 
mit bekannten einfacheren Problemen begnügen, und ist die obige Unter- 
suchung nur als Beispiel des dabei vorsichtiger Weise einzuhaltenden 
schrittweisen Vorgehens zu betrachten. 

235. — Was die Anstrengung der in voriger Nummer betrachteten 
Platte betrim, so folgt aus (654) 

bxiy 21 3^3 



d«5 



max—- = SCa^l4, fü^ x^ = a^j y=0 



max-^ = 8Ca^b^ für x=0, y=b^ 



und dann für t? = + -^ *^8 (638) mit Cmx = Cmy == : 



1 
2 

maxey^ = 4:Ca^b^h in den Mittelpunkten von DA und JBGj Fig. 69, 

maxey = A:Ca^b^h „ „ „ „ AB „ CD, „ 

64 
sowie aus (639): niaxyz = — Ca^b^h 

in vier symmetrisch gelegenen Punkten der Diagonalen AG und JSD; 

Fig. 69. 



Plattfnförmige Körper. 869 . 

Die Maximalwerthe von Sx und €y sind Hauptdehnangen, weil eben- 
daselbst yz=0 ist; wo aber y^ sjn grössten ist, sind €x und fiy=0 und 
ist somit nach (640) die grösste Dehnung daselbst 

1 8 a 8 6 

Q 

jedenfalls kleiner^ als — des grösseren der beiden Maximalwerthe von e^ 

und €y. Unter diesen Umständen ist ein wesentlich grösseres Maximum 
von €, als das grössere von Cx und £y, in der ganzen Platte nicht zu 
erwarten. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung von ergiebt sich schliesslich : 

26* a^ 2 a* 6^ 

maa^{EBy)= ^^ -p-i?; Ymx{ße,)= ^^ ^^ ^p . (655), 

wozu nach (649) die absoluten Werthe von 

Px-^P* resp. i,3 - ^l>i 

hinzuzufügen sind , wenn p^ und p^ solche Spannungen bedeuten , die 
event. von einer im Sinne der a;-Axe resp. der y-Axe wirksamen Zug- 
kraft in der Platte verursacht werden. Ohne solche findet das 
absolute Maximum von e in den Mitten der längeren 
Plattenränder im Sinne der kürzeren statt, und ist ins- 
besondere für die quadratische Platte: 

niax{Ee) = -j^p (656). 

236. — In einem parallelepipedischen Kasten, dessen 
Kantenlängen = 2a, 26 und 2 c sind und dessen seclis Wände die 
gleiche , im Vergleich mit a , 6 , c kleine Dicke h haben , befinde sicli 
eine Flüssigkeit, die auf die Innenfläche des Kastens den specifischen 
üeberdruck p ausübt. Dann ist für die zwei Wände mit den Dimensionen 
2 a und 2 6 , wenn man annimmt , dass der To taldruck auf jede Wand 
sich gleichförmig auf ihren Umfang vertheilt, indem er die angrenzenden 
vier Wände als Zugkraft in Anspruch nimmt: 

26.2c hc ac 

^^^~4(6 + c)Ä^^~ (6 + c)Ä-^^ ^'^~ (a+c)Ä^^" 
Ist a > 6 , so ist p^ > p^ und somit nach voriger Nummer : 

^-i?\ fTj^ \ ( ^ 1 6 \ c , 2a* 62 

Mit Vertauschung der Buchstaben a, 6, c kann hiemach für jede Kasten- 
wand die grösste Anstrengung berechnet werden ; sie findet immer statt an 
der Innenfläche der Wand in der Mitte der längeren Seiten ihres Umfanges. 

Bei einem würfelförmigen Kasten (a = 6 = c) insbeson- 
dere ist: 

,^ X /^ — 1 I öt\ a ,., . a^ 

mOiX {Ee) = l — 1- -j-j ~j- p , nähenmgsweise = -j-^ p . 

Q r ftih o f ,• Elutlottit und Festigrkeit. %K 
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9 

Wfirde derselbe durcli ein kugelförmiges Geföss (Radios = r) von gleichem 

Inhalte i — 7tr^=Sa^) und gleicher Wanddicke /* ersetzt, so wäre die 

Anstrengung seiner Wand nälierungsweise nach (522) in Nr. 194 mit i 
m= 3 : 

1 r 1 l/T a 

*/ — 

also nur — 1/ = 0,414 — so gross wie die der Wände des würfel- 

S r 7t a a 

ffirmigen Kastens. 



FÜNFTER ABSCHNITT. 



Die Deformationsarbeit. 



l, — Unter der Deformationsarbeit Ä wird liier die Arbeit ver- 

welche aufzuwenden ist, um einen Körper aus seinem ursprüng- 
ustandc der Nichtbelastung (resp. der blossen Belastung durch den 
ärendruck an seiner ganzen Oberfläche) in einen gewissen Defor- 
iistand zu versetzen. Sie ist die Summe der Deformationsarbeiten 
r unendlich kleinen K(')rperelemente = der Summe der Arbeiten, 
hre Spannungen , betrachtet als Kräfte , die auf ihre Oberflächen 

Umgebung ausgeübt werden, beim Uebergange des Körpers aus 
ursprünglichen in den fraglichen Deformationszustand verrichten, 
it zunehmender Deformation auch jene Spannungen stetig von Null 
isen. Unter der liier stets zu Grunde liegenden Voraussetzung 
►llkommen elastischen, d. h. verhältnissmässig so kleinen Defor- 

dass sie bei Beseitigung der Belastung vollkommen wieder ver- 
;t, repräscntirt die Deformationsarbeit ein ihr gleiches Arbeits- 
1 des deformirten Körpers = der Summe der Arbeiten , welche 
mungen der Körperelemente, betrachtet jetzt als Kräfte, die sie 

Oberfläche auf die Umgebung ausüben , bei der Rückkehr des 
in den ursprünglichen Zustand verrichten. 

gemein sei der Deformationszustand des auf rechtwinkelige Coordi- 
n der .x', ^, bezogenen Körpers gegeben durch die Dehnungen 
iebungen : 

«X Sy e^ yx yy yz 
n Riclitungen der Axen in jedem Punkte Xj y, 3 nebst den 
mit bestimmten entsprechenden Spannungen 

Ox vy üz Tx l'y Tz 

5ei, unter F das ursprüngliche Körpervolumen verstanden, (IV= 
z das ursprüngliche Volumen eines unendlich kleinen parallel- 
hen Körperelements. Der einer Aenderung von fix uw^ ^^x 
Kmde Elementarbestandtheil seiner Deformationsarbeit ist dann 

= (Tx dy (U ö (cx dx) = (Tx dx dp dg de^ = (Xx dVöe^^ 
1 ebenso die den Aendenmgen ÖBj und äe^ von Sy resp. Bx en 
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sprechenden Elementarbestandtheile seiner Deformationsarbeit = a^dVit^ 
und OzdV ÖBz. Indem femer mit Bezng auf die das Körperelement dY j 
darstellende Fig. 1, Seite 6, der Schiebung y^j d. i. der Aendemng (Ve^ j 
kleinerung oder Vergrössenmg , jenachdem y^ positiv oder negativ ist) des 
ursprünglich recliten Winkels 3 PC die Verscliiebung y^dy der Seiten- 
fläche P*li gegen PJB' im Sinne PZ oder die Verschiebung y^dz der 
Seitenfläche P'C gegen PC im Sinne PT entspricht, ist der einw 
Aendemng 8yx von y^ entsprechende Elementarbestandtheil der DefoN 
mationsarbeit des Kürperelementes 

== Tx dz dx 6 (yx dy) = r^ dx dy dz äy^ \ _ 

= r» dx dy ä (yx dz) = r^ dx dydzdy^] 

und sind ebenso TydVdyy und TzdVäyz die den Aendemngen d/y und 
d/z von yy resp. y^ entsprechenden Elementarbestandtheile. Somit ist die 
ganze Deformationsarbeit des Körperclementes : 

dÄ = dVfiOj, dCx + (7y (Jfiy + (Tz (Jfz + Tx (Jyx + Ty ^yy + Tz 8y^ , 

wobei, jenachdem 

(Tx Oy Oz Tx Ty Tz durch £x «y Cz ^x ^y /z 

oder umgekehrt ausgedrückt werden, die Integrale zwischen den Grenzen j 

und €x> 'ind €y, und Cz» und yx, und /y, und y, 
oder und a^j und (Ty, und (Tz, und Tx, und Ty, und T, 

zu nehmen sind. Endlicli ist die Deformationsarbeit des ganzen Körpers: 
A=/dVj (a:,d€^'{-ayd€y'\'azä€z'\-T:,äy^ + Tydyy'\-T^dyz) (657). 

Der zwischen den zwölf Grössen 6, y, o", t stattfindende Zusammen- 
hang gestattet in jedem Falle, auch umgekehrt diese Grössen einzeln m 
berechnen , wenn die Arbeit Ä und die Art der dadurch hervorgebrachten 
Deformation, also die Verhältnisse der Grössen e, y für alle Punkte des 
Körpers gegeben sind. 

238. — Ist der Körper isotrop, so ergiebt sich mit 

'^«=2^(^^+,irr2)' «^^^^G^C^+^-iä)' '^«=2G^(*'+^) 

nach (53) in Nr. 22: 

ax,dsx'\-Gyd€y-]'azd€z = 2G (fixC^ex + fiy(Jey + fiz5ez-| -] 

wegen dsj^ + dcy + (Jez= 5 (e^ + «y + ßz) = äe , 
femer nach (54) daselbst: 

Tx Sy^ + Ty(Jyy4- Tz (Jyz= G (yx (5yx + yy^yy + /z dy.) , 

also nach (657) durch Ausführung der Integration in Beziehung anf 

^x > ßy j ^z » yx > yy » yz • 

^ = af(e,^ + ey« + 6.« + ^ + y'' + y^' + y'') dV .- (668) 
als Ausdruck der Deformationsarbeit durch die der 
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Deformation des Körpers entsprechenden Dehnungen 
und Schiebungen. 

Ist nur die Art der Deformation gegeben , so lassen sich die Grössen 
«xj €y; €z^ /x? /y? y% ^ür alle Punkte des Körpers durch eine dieser 
Grössen für einen Punkt des Körpers ausdrücken; sie sind also, wenn 
auch nocJi A gegeben ist, alle durch die Gleichung (658) bestimmt, 
somit auch nach Gleichung (30) in Nr. 13 die Hauptdelinungen für alle 
Körperpunkte und dadurch schliesslich die grösste Dehnung e. , welche 
durch die zur Deformation des Körpers verwendete Arbeit A in irgend 
einem seiner Punkte nach irgend einer Richtung hervorgerufen wird. 

239. — Um die Deformationsarbeit des isotropen 
Körpers durch die der Deformation entsprechenden 
Spannungen auszudrücken, ist in (657) nach (53) und (54) 
zu setzen : 

1 / (7y+(7z\ 1 / (Tz+^xX 



Z9 



E \ m / 

1 1 1 

yx = ^Tx, yy=^ry, yz=— Tz. 

Indem damit (7x <J «x -j" ^y ^^y "h ^^ ^ ^2 ^^ 

= -r=YG^8(5:i^-\-G^8Gy'{'Gz8G^— — (J ((Ty (Tz + (Tz (Tx + ^x (Ty) J . 

wird, ergiebt sich durch Ausführung der Integration nach (t^, (Ty, G, 

T'x j "^y j "^z • 

+ 2^/(rx^ + V + T.«)<?F .... (659). 

Ist nur die Art der Deformation resp. die Art der Einwirkung der 
die Arbeit A verrichtenden Kräfte gegeben , so lassen sich die Spannungen 
^x> ^y? ^z? "Tx? "^y» ^z ^ür alle Körperpunkte durch eine derselben für 
einen Punkt des Körpers ausdrücken , so dass , wenn auch noch A 
gegeben ist, alle durch die Gleichung (059) bestimmt sind, somit nach 
Nr. 6 die Haüptspannungen und damit schliesslich auch wieder die Haupt- 
dehnungen für alle Körperpunkte. 

240. — Diese Ausdi-ücke der Deformationsarbeit finden u. A. An- 
wendung zur Bereclinung der Anstrengung, die ein Körper 
e,r leidet^ wenn er von einem bewegten anderen Körper 
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g c 6 1 () s s e n wird. Auf denselben Grad von ZurerläBsigkeit y wie die 
Borcc'lmung der Anstrengung durch eine ruhige Belastung, kann solche 
Rechnung tVeilicli keinen Anspruch machen, und ist namentlich die Beur- 
theilung des zur Deformation des gestossenen Korpers 
verwendeten T heiles der lebendigen Kraft des stos sen- 
den aus verschiedenen Gründen unsicher, wie die folgenden Ueberlegungen 
erkennen lassen. 

AVenn zwei freie Massen m und m^ , die blosse Progressivbewegungen 
haben (Bewegungen mit gleichen und gleich gerichteten Geschwindigkeiten 
aller l'unktc») , so zusammentreflen , dass im Augenblicke der Berührung 
ilu'e Schwerpunkte in der Stosslinie (der gemeinschaftlichen Normalai 
beider K<'>rperoberfläclicn an der Berührungsstelle) liegen (centraler Stoss), 
und wenn c und c^ ihre anfanglichen Geschwindigkeitscomponenten im 
Sinne der Stosslinie sind (die gr(')ssere und natürlich gegen die andere 
Masse hin gerichtete c absolut genommen , die kleinere c^ positiv oder 
negativ, jenachdem sie gleich oder entgegengesetzt gerichtet ist wie c), so 
ist nacli bekannten IVincipien der Mechanik zu Ende der ersten Periode 
des Stosses, d. h. in dem Augenblicke, in welchem der gegenseitige 
Druck beider Kr>rper am grössten geworden ist und beide dieselbe Ge- 
schwindigkeit 

m -j- m^ 

nacli der Richtung des Stosses (der Riclitung von c) angenommen Jiaben, 
die lebendige Kraft 

als solche verloren gegangen und in inneres Arbeitsvermögen der beiden 
Körper umgesetzt, nämlich im Allgemeinen theils zur Aenderung der 
Molekulargruppirung der Körper, theils zur Erzeugung von Molekular- 
bewegungen derselben (von Wärme) verwendet worden. Haben aber die 
Krn-per im Augenblicke des Zusammentreffens eine andere, als die eben 
vorausgesetzte den centralen Stoss charakterisirende relative Lage, haben 
sie ferner nicht blosse Progressivbewegungen , oder sind sie gar nicht frei 
beweglich , so beziehen sich die Ges(;h windigkeiten c , C^ und v nur auf 
ihre der Berührungsstelle zunächst liegenden materiellen Punkte, imd wf, Wj 
bedeuten dann die auf jene Stelle reducirten Körpermassen , die nach 
mechanischen Gesetzen rcchnungsmässig aus den wahren Massen abzu- 
leiten sind. 

Was insbesondere den gestossenen Körper betrifft, so ist er in den 
hier in Betracht kommenden Fällen gewöhnlich vor dem Stosse in Ruhe 
(Cj = 0) und ausserdem so gestützt , dass die getroffene Stelle seiner Ober- 
fläche niclit ohne Deformation des Körpers ausweichen kann. Während 
dieselbe sich vollzieht, haben die verschiedenen Körperpunkte verschiedene 
Geschwindigkeiten, die von der getroflfenen Stelle aus nach den Stutz- 
punkten hin abnehmen , und es bedeutet deshalb in den Formeln : 

v = i ; L = — ,-^^c* . . . (660) 

m-|-% 2 m-\-mi 
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n^ die auf die Stelle des Stosses reducirte Masse des 
gestossenen Körpers, als welche hier die Masse zu betrachten ist, 
die, wenn sie an dieser Stelle concentrirt wäre, zu Ende der ersten Stosö- 
periode dieselbe lebendige Kraft hätte , die alle Massenelemente des Körpers 
zusammen in diesem Augenblicke thatsäclilich besitzen. Hier nun tritt 
eine erste Schwierigkeit und Unsicherheit auf, indem es fraglich ist, wie 
weit in Folge der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des empfangenen Impulses 
der Tlieil des gestossenen Körpers sich erstreckt, dessen Punkte während 
der kleinen Dauer der in Rede stehenden Stossperiode überliaupt eine 
Geschwindigkeit empfangen ; während es bei grossen Dimensionen des 
Körpers der Fall sein kann, dass der Impuls (die Geschwindigkeits- 
mittlieilung) in der fraglichen Zeit gar nicht die Stützflächen erreiclit, 
kann er bei kleineren sich durch diese Flächen hindurcli bis in die Wider- 
lager, die selbst elastisclic, mehr oder weniger nachgiebige Körper sind, 
hinein erstrecken. Wenn man dann in Ermangelung von Anhaltspunkten 
zu rationeller Berücksichtigung dieser Verhältnisse die reducirte Masse ni^ 
auf Grund der Annahme berechnet , dass der Geschwindigkeits- 
impuls in der ersten Stossperiode sich gerade nur bis 
zu den Stützpunkten erstreckt, und ferner die Geschwin- 
digkeiten der einzelnen Punkte denjenigen Verrückungen 
proportional setzt, welche sie im Gleichgewichts- 
zustande durch eine äussere Kraft erleiden würden, die 
in Beziehung auf Angriffspunkt und Richtung mit dem 
durcli den Stoss entwickelten Drucke gleichartig ist, 
so ist solche Berechnungsweise doch nur als Nothbchelf zu betrachten, 
und kann man dabei m^ zu gross oder zu klein finden , jenachdem die 
Stelle des Stosses mehr oder weniger weit von den Stützflächen entfernt ist. 
Hätte das fest verbundene System der Widerlager eine unabänderliche 
eigene Progressivbewegung , während der von ilinen gestützte Kr)rper durcli 
den anderen gestossen wird , so würde sicli nichts weiter ändern , als dass 
unter allen Geschwindigkeiten die relativen Geschwindigkeiten gegen dieses 
System von Widerlagern zu verstehen wären. 

241. — Eine zweite Unsicherheit der hier in Rede stehenden Unter- 
suchungen betrifft den Vollkommen h ei tsgr ad des Stosses, d.h. 
die Wahl des P^lasticitätscoefficienten k, welcher angiebt, ein wie grosser 
Tlieil = XL der in der ersten Periode des Stosses verlorenen lebendigen 
Kraft als solche in der zweiten Periode wiedergewonnen wird , somit am 
Ende dos ganzen Stosses, d. h. zu Ende der gegenseitigen Einwirkung 
beider Körper auf einander ihnen als lebendige Kraft verbleibt und ins- 
besondere, was den gestützten gestossenen Kr)rper betrifft, zu seiner 
elastisclien Deformation mit verwendbar ist. Dieser Wiedergewinn an 
lebendiger Kraft (äusserer lebendiger Kraft im Gegensatze zu innerer 
oder lebendiger Kraft von Molekularbewegung , d. i. Wärme) in der zweiten 
Stossperiode kann nur von demjenigen Theile des Verlustes L herrühren, 
der am Ende der ersten Periode zu elastischer Deformation der beiden 
Körper verwendet war, und es ist sein Verhältniss zu 2>, d. h. der 
Coeflficient X abhängig vom Material, von der Gestalt und relativen Lage 
beider Körper beim Stosse sowie von der Energie des letzteren, bedii 
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durch die blassen uud Geschwindigkeiten ; in Ermangelung ausreichender 
Anhaltsimnkte zu genauerer Beurtlieilung dieses Coeflßcienten tliut man 
aber meistens am besten , ihn = Null, d. b. den Stoss alsun- 
e 1 a s t i s c li a n z u n e li m e n. Denn wenn auch die Dauer der ersten 
Stossperiode in Folge der verliältnissmässig grossen Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Impulses ausreicht, um in allen Punkten beider Körper 
CJeschwindigkeitsänderungen von endliclier Grösse hervorzubringen, indem 
au der Stelle und im Sinne des Stosses ihre GescIi windigkeiten einander 
gleich = v> werden , während die entsprechenden Geschwindigkeiten der 
übrigen Punkte des gestossenen Körpers durch seine Gestalt und Stützungs- 
weise , des stossenden durch seine Bewegungsart mit Rücksicht auf die 
wieder eingetretene relative Ruhe seiner s«'tmmtlichen Punkte bestimmt sind, 
so ist diese Zeitdauer docli zu klein, als dass unterdessen alle Massen- 
elemente auch Ortsveränderungen von messbarer Grösse erfahren könnten. 
Die Wirkung der verlorenen lebendigen Kraft L beschränkt sich deshalb 
fast ausschliesslich auf die Erzeugung von Wärme (Molekularbewegungen) 
und von relativen Verrückungen der materiellen Punkte in den der 
Berührungsstelle zunächst liegenden Theilen beider Körper, deren Massen 
so klein sind, dass ihre Trägheitskräfte auch bei den sehr grossen 
Beschleunigungen bewältigt werden kimnen , womit diese Verrückungen 
während der sehr kleinen Zeitdauer vor sich gehen müssen. Entsprechend 
den kleinen Räumen , über die sie sich erstrecken , sind sie dann aber 
selbst um so bedeutender, nur kleineren Theiles elastische, grösseren 
Thciles bleibende Deformationen bedingend, insbesondere Verdichtungen 
der Körpersubstanz zunächst der Berühruugsstelle, die in der folgenden 
zweiten Stossperiode nicht wieder rückgängig werden. 

Mit dieser Voraussetzung eines unelastischen Stosses vermeidet man 
zugleich eine Schwierigkeit, die darin besteht, dass anderen Falles im 
weiteren Verlaufe des Stosses die K(')rper sich trennen und deshalb noch 
nachfolgende Stösse in Betraclit gezogen werden müssten , sofern nicht 
etwa der stossende Körper aufgefangen wird , bevor er einen neuen Stoss 
auszuüben im Stande ist. Uebrigens beschränkt sich natürlich der hier in 
Rede stehende Arbeitsverlust L auf einen Stoss im gewöhnlichen Sinne 
des Wortes , d. h. zwischen zwei ursprünglich von einander unabhängigen 
getrennten Körpern ; er findet nicht statt , wenn dieselben , fest zusammen- 
Jiängend , gewisseimaassen nur Theile eines einzigen. Körpers sind , wie 
z. B. bei dem im weiteren Sinne auch so zu nennenden Stosse , den der 
Schwungring eines Scliwungrades auf dessen Arme ausübt , wenn die Welle 
durch ein Ilindemiss plötzlich in ihrer Bewegung geliemmt wird. 

242. — Das als lebendige Kraft übrig gebliebene Arbeitsvermögen, 
nämlich nach (660) bei Voraussetzung eines ruhend gestützten gestossenen 

Körpers : 

1 1 1 w2 
Tr=4w^c2 — L=4-(w* + */^)^' = 4- — -T c« . (661) 

wird nun aber, indem beide Körper in gegenseitiger Berührung ihre Be- 

woorung fortsetzen, bis mit dem Eintritte momentaner Ruhe die grosste 

aation in allen Theilen erreicht ist, nicht nur vom gestossenen 



Die Deform^tionsarbeit. 377 

Körper in sicli aufgenommen, sondern aiicli von dessen Widerlagern sowie 
vom stOßsenden Körper, und in der zutreöenden Berücksiclitigung dieser 
letzteren Antlieile , die von W in Abzug zu bringen sind, um die gesuchte 
Defoimationsarbeit Ä des gestossenen Körpers zu erlialten , besteht eine 
weitere Schwierigkeit des Rechnungsverfahrens. 

Die Deformation des stossenden Körpers entspriclit dem 
Gleichgewichte zwischen den Trägheitskräften seiner Massenelemente und 
dem vom anderen Körper ausgeübten Gegendrucke. Die dazu verwendete 
Arbeit kann zwar unter Umständen leicht ausgedrückt , indessen meistens 
als durch das vernachlässigte Arbeitsvermögen XL aufgewogen betrachtet 
werden, wenn der stossende Körper im Vergleich mit dem gestossenen 
klein ist. 

Grössere Schwierigkeit verursaclit die Nachgiebigkeit der 
Widerlager, die einen um so grösseren Theil der ganzen disponiblen 
Arbeit in sich aufnehmen , je grösser die Stützflächen und je weniger sie 
von der unmittelbar gestossenen Körperstelle entfernt sind , je kleiner über- 
haupt der gestossene Körper ist. Dieser Theil kann z. B. verhältniss- 
mässig gering sein bei einem langen Seile , das ehierseits befestigt ist und 
andererseits stossweise belastet wird ; dagegen ist er bedeutend für ein auf 
einem Ambos als Widerlagskörper gehämmertes Arbeitsstück, ja vielleicht 
noch bedeutend für den als gestossenen Körper betrachteten Ambos in 
Beziehung auf sein Fundament , worauf er mit einer grossen Grund- 
fläche ruht. 

Die Scliwierigkeit wächst, wenn die Widerlager, wie es streng 
genommen nötliig ist , im weitesten Sinne aufgefasst werden , in dem sie 
mit ihren eigenen Widerlagskörpern in letzter Reilie den ganzen Erdkörper 
umfassen. Um in diesem Sinne ihren Einfluss zu berücksiclitigen , müsste 
man im Stande sein, das Gesetz zu ermitteln, nach welchem sich in Folge 
eines auf einen begrenzten Theil der Oberfläche eines unbegrenzten Körpers 
ausgeübten Druckes die Spannungen im Inneren desselben verbreiten. In 
Ermangelung solcher Kenntniss sieht man sich meistens genöthigt , d e n 
Einfluss der Nachgiebigkeit der Widerlager unberück- 
sichtigt zu lassen und sich mit der allgemeinen Bemerkung zu 
begnügen , dass dadurch die Anstrengung des gestossenen Körpers in einem 
nicht nälier nacli weisbaren Grade zu gross gefunden wird. 

243. — Besondere Erwähnung verdient eine Stoss Wirkung, die darin 
besteht , dass einK(')rper plötzlich der Einwirkung der ihn 
belastenden Kräfte überlassen wird, ohne dass dabei ein Stoss 
im gewölinlichen Sinne stattfinde , bei welchem zwei ursprünglich getrennte 
Körper mit einer gewissen relativen Normalgeschwindigkeit zusammentreffen ; 
wenn vielmehr auch im vorliegenden Falle die Belastung des gegebenen 
Körpers durch einen anderen geschieht, so waren doch beide von Anfang 
an in gegenseitiger Berührung und relativer Ruhe, und es wird nur der 
belastende Körper plötzlicli der p]in Wirkung der an ihm wirkenden Kräfte 
überlassen. Dieser Fall findet z. B. statt, wenn ein Gewiclit, wodurch 
eine vertical stehende Säule von oben belastet werden soll , in Beriihrung 
mit ihrer oberen Fläche plötzlich losgelassen wird , nachdem es bis dahir 
unabhängig von der Säule unterstützt war ; oder wenn das eine Röhr 
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oder ein sonstiges ringsum geschlossenes Gefiiss ganz erfüllende Wasser, 
das anfangs nur vennöge seines eigenen Gewichtes einen unwesentlichen 
Druck auf die Gefögswand ausübte, durch Oeffnung eines Schiebers etc. 
phUzlich mit einer darüber stehenden Wassersäule in CommunicatioD ge- 
setzt wird u. e. w. 

In allen diesen Fällen ist die Anstrengung des belasteten 
Körpers doppelt so gross wie bei ruhiger Belastungdurcli 
dieselben Kräfte. Im Zustande ruhigen Gleichgewichtes ist nämlich 
der auf irgend einen Punkt der Körperoberflächc ausgeübte Druck P der 
entsprechenden Yerrückung ]7 des gedrückten Punktes im Sinne des Druckes 
proportional, falls die Deformation noch als elastisch gelten kann, so dass 

Pp 

der stetig von Null an gewachsene Druck die Arbeit — - verrichtet hat, 

die der Deformationsarbeit A gleich ist. Bei plötzlicher Belastung wurde 
aber diese Arbeit dadurch geleistet, dass der Angriffspunkt einer con- 
stauten äusseren Kraft Pj den Weg ^> im Sinne von Pj durcldief, und 

aus der -Gleichung -^ = P^p ergiebt sich sonach: P=2Pi, d. h. die 

ruhige Belastung doppelt so gross wie die derselben Deformationsarbeit 
entsprechende plötzlich zur Wirkung kommende Last. 

Kann der Kr)rper, wenn die phHzlich hergestellte Belastung demnächst 
andauert, dem empfangenen Antriebe frei folgen, so wird er in Schwin- 
gungen versetzt , wobei seine Anstrengung in den äussersten Lagen ab- 
wechselungöweise = Null und eben doppelt so gross wie bei ruhiger 
Belastung (im Gleichgewichtszustande) ist. 



A. Arbeit zur Längenänderung eines stabförmigen Körpers. 

244. — Von technischem Interesse sind namentlich die Deformations- 
arbeiten stabformiger Kr)rp(T, insbesondere die Ausdrücke der zur Längen- 
änderung , zur Biegung oder zur Verdrehung gerader stabformiger Körper 
aufzuwendenden Arbeiten. Hier handelt es sich um den ersten dieser 
Fälle. -- 

Wenn ein gerader 8tubi(*>rmiger Körper nach der Riclitung seiner 
Axe, die als :c-Axe angenommen sei, gezogen oder gedrückt wird, so sind 
ausser a^ alle übrigen in Nr. 237 genannten Spannungen = Null. Mit 
a^z= a j fix = € und a = lie , unter ü den Elasticitätsmodul nach der 
Axrichtung verstanden, hat man folglich nach (657) : 



Ä = §fe^äV=^fo'^dV 



(662). 



Insbesondere für einen prismatischen Stab, der nur an den Enden 
von entgegengesetzt gleichen längs seiner Axe wirkenden Kräften an- 
gegriffen wird, sind e und a constant, ist also 

^ = T-^=^^ ..... (663). 



! 
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Die Arbeit, die ein solclier Stab bis zu einer zugelassenen Dehnung oder 
Spannung durch seine Delinungsarbeit in sich, aufzunehmen vermag, ist 
seinem Volumen und übrigens dem Quadrat jener zugelassenen Dehnung 
oder Spannung proportional. 

Ist der prismatische Stab , dessen Länge = l , Quersclmitt = F und 
speeifische Masse = jU sei , am einen Ende festgehalten , während er am 
anderen gestossen wird, so ist seine auf letzteres reducirte Masse (Nr. 240): 

wt^ = — 3f, unter M seine wirkliche Masse verstanden. Denn die Ver- 
rückungen seiner Querschnitte sind im Gleichgewichtszustande des Stabes 
proportional ihren Entfernungen x vom festgehaltenen Ende, und wenn 
also diesen nach Nr. 240 auch die durch den Stoss empfangenen Ge- 
schwindigkeiten der Massenelemente proportional gesetzt werden, so ist die 
lebendige Kraft des in der Entfernung x vom gestützten Ende befindlichen 

Massenelementes [xFdx ebenso gross wie die einer Masse = —f^Fäx, 

die sich am gestossenen Stabende befindet, somit 

1 

m^=J^fxFdx^-^^iFl = ^M . . (664). 



Wenn also der Stoss auf diesen Stab von einer ihn im Sinne seiner Axe 
mit der Gescliwindigkeit c treffenden Masse 7n ausgeübt würde , so wäre 
nach (661): 

m-\- — M 

die zur Deformation theils des Stabes selbst, theils seines Widerlagers am 
gestützten Ende verwendbar bleibende Arbeit, falls der Stoss als nur in 
solchem Grade elastisch vorausgesetzt werden dürfte , dass der stossende 
Körper durch seine Deformation die ganze Arbeit 

XL = ~-^^^.c^ nach (660) 

in sich aufnehmen kann, um welche in jenem Ausdrucke von W, indem 
er einen ganz unelastisclien Stoss voraussetzt, der Arbeitsverlust (die in 
Wärme und bleibende Molekulararbeit verwandelte lebendige Kraft) zu gross 
gerechnet wurde. 

Uebrigens kann aucli die Deformationsarbeit des stossenden Körpers 
leicht ausgedrückt werden , wenn er ebenso wie der andere prismatisch 
und im Sinne seiner (mit der dieses anderen zusammenfallenden) Axe in 
Bewegung ist. Denn dann nimmt im Zustande seiner grr)ssten Defor- 
mation , wobei wegen relativer Ruhe seiner Massenclemente deren Ver- 
zögerungen gleich gross sind, seine speeifische Zusammendrückung propor- 
tional dem Abstände x von der freien Hinterfläche bis zur aufstossenden 
Vorderfiäche zu , und wenn an dieser die (hier negative) Dehnung mit e 
und die entsprechende (gleichfalls negative) Spannung mit a bezeichnet 

X 

wird, so ist nach (662) mit —e statt e und dV^=Fdx: 

V 
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E^Fdx 



A. i. »at'h (663] ^/^ so grogg , nla ob die grÖBsto ZiiHamiacndriickiq 
dieses Htossendcn prismiitisclien Körpers gleich massig in seiner 
Lange slAttföntle. Indem das Produüt Fa der gegenseitige Druck swiid 
beiden Kürpern bei iljrer grösstcn Deformation und Borait = dem i 
epreclieuden (lüer aber auf alle Querschnitte sich bezieh enden) Prodnct | 
den gestosaenen Körper ist, ergiebt sich, wenn für letzteren zum Uffl 
schiede die Groasen E, F, l, V, Ä mit jK,, F^, l^, F,, A^ be^cödg 
ivei'deu, das Verbältniss der Dcformationsarbeiten beider : 



f^- 







245. — Bei yariablem Querschnitte F des an den I 
von ontgegenge setzt gleichen Kräften axial angegriflenen atabfbnnigai 8 
pers sind auch e und a von einem zum anderen Querschnitte i 

lieh und zwar demselben umgekehrt proportional ; 



iinter £p und ö„ die Werthe von e und o aa Querschnitte Ff, i 
Mit ilV=F(}x ist dann nach (662) die D eiormations arbeit : 

-^ 2 -^" 7 J"""'-'^" 

wobei die Integrale über die 
Ist insbesondere /'' eine 
i Abslandcs j: von einem 

F: 

linier welcher VorauBseiauug alle Um 

dureh Umdrehung einer von einer Linie zweite 

begrenzten ebenen Flä[:he um eine ihrer Haupt» 

_BUch namentlich alle Prismoide begriöon sind, d. h, Körper, divl 
ddurcli entstanden gedacht werden konneu , dass ein veränderliches i ' 
Vieleck so, dass seine Eckpunkte in beliebigen Geraden bleiben, 

fxiner Ebene aicli fortbewegt, so ist, jenauhdem 
J = Aac — h* 
positiv oder negativ ist, 

\j\ '^ y'j "'''^y^) 



,&+»/: 



I t'i<n6(iiiileu «, b, Cf J kfinnen dabei durch die Eudlläoben F^. 
durch i/cu initllorca QuorediniiV F 
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lieh X von der Endfläche Fq aus gerechnet, so sind jPq, F und F^ die 
den Entfernungen a;=0, — und l entsprechenden Querschnitte, ist also 

Tvoraus man findet: 

„ , —32^0 + 4^—2?; .Fo—2F-\-Fi\ 

* *' K669). 

J = j^l^FoF,-i'kF-F,-F,)^ . . j 

Zu den Prismoiden gehr)rcn u. A» die pyramidalen Körper; 
für solche ist: 

^^ YF^-i^VF, ^ also 4.F=Fo+Fi-\-2yilJE\, J = 0. 

Das dann zunächst in der unbestimmten Form — ersclieinende Integral 

(668) ergiebt sich nach bekannter Methode : 

äx l 



J~F~ 



übrigens auch unmittelbar daraus , dass , wenn Fq die kleinere Endfläclie 
und Ä ilire Entfernung von der (idealen) Spitze oder die Höhe der Er- 
gänzungspyramide bedeutet, ein beliebiger Querschnitt: 

nnd somit 

J F ~fJ {Ji-\-xy ~ F^ \ h h-{-l ) 

_i h _i i/i\> i 

-Fo h-j-l -Fo y F,- y^E^F; 
Ißt. Damit wird nach (667) : 

Mit Fq als kleinerer Endfläche sind Bq und üq die grössten AVerthe 
von e und er, also maassgebend für die Arboitsgrösse , die der Körper 
durch seine Ausdehnung oder Zusammendrückung ohne Gefahr einer über- 
mässigen Anstrengung in sich aufnehmen kann, und man erkennt aus der 
Vergleichung von (670) mit (663), dass mit Rücksicht hierauf die Zugabe 
an Masse, nämlich die Vergrösseriing des Querschnittes nach dem anderen 
J^nde hin nicht nur unnütz, sondern sogar schädlich sein würde, indem A 

bei gleichen Werthen von l und e^ im Verhältnisse VFq : l/JF\ kleiner 
wäre, als bei constantem Querschnitte Fq. 

In gewissem Sinne gehr»rt hierher auch der Fall eines Widerlagers 
von unbegrenzter Ausdehnung, gegen das sich ein gestossener Körp< 
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stiitzt, z. B. der Ambos eines Dampfhammers resp. das Holzfimdameiit 
desselben gegen den Erdboden. In solcliem Falle erstreckt sieb die Stoss- 
wirkung auf einen Theil des Widerlagskörpers von unbestimmter Läoge 
(Höbe) l, dessen Querscbnitt von der Stützfläche Fq aus nach irgend 
einem Gesetze bis Fi zunimmt. Nimmt man an, dieser Körpertheil habe 
eine pyramidale Form , und bezeichnet mit h die Höhe der Ergänzungs- 
Pyramide^ so ist 



V 



Fo h h 7 . , 1 



ist. Würde also dieser Körpertheil nur comprimirt, so wäre nach (670): 

die von ihm aufgenommene Arbeit, und wenn auch in Wirklichkeit hier 
die Deformation nicht ohne Verschiebungen stattfinden kann , so ist doch 
durch solche Betrachtung wenigstens ersiclitlicher geworden, wie es zugeht, 
dass eine unendlich grosse Widerlagsmasse nur eine endliche Arbeit in 
sich aufnimmt, obschon die Stützfläche eine Verrückung von endlicher 
Grösse erleidet. — 

Ist jU die specifische Masse des Kfirpers , der mit der Endfläche T^ 
gestützt und an der anderen Fq gestosscn wird, so ergiebt sich seine auf 
letztere Endfläche reducirte Masse m^ nach Nr. 240 durch die Erwägung, 
dass die Geschwindigkeiten, welche die in den Entfernungen x und l von 
F^ liegenden Querschnitte F und Fq durch den Stoss empfangen, sofern 
sie ihren Verriickungen im Gleichgewichtszustande des deformirten Körpers 
proportional gesetzt werden, sich 

X 1 X 1 



/' r , rdx rdx 





verhalten. Danach ist mit den Bezeichnungen : 

X 1 

^dx , ^ rdx 





l 
i^=f^jF(^ydx (671). 





Insbesondere für den pyramidalen Körper ist nach Obigem: 

X X l 



_ X ]/Fq 



1 
also m^ = "-j^ I x^dx = '- i^FqIj 



nach (664) ebenso gross wie für einen prismatischen Körper von gleicher 
Länge l und vom Querschnitte Fq. Die Masse des pyramidalen Kör- 
pers ist 



•» / 
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M=~fi(F,-[-VF;i\-\-F,)l 



deshalb auch : 



m, = ^fiF,l = --—j^=——M. . (672). 

246. — Als Beispiel der Anstrengung eines stabförmigen Körpers 
ch seine Dehnungsarbeit werde die Spannung eines Förder- 
iles beim Anlassen der Maschine betrachtet. Wenn näm- 
1, nachdem das Förderseil eines Schachtes oder einer Strecke an das 
lende Fördergefass angeschlagen resp. der beladene Wagen auf die am 
Lle beständig befestigte Förderschale aufgefahren ist, die Mascliine an- 
.assen wird, so stellt sich in dem Anfangs schlaffen Seile eine schnell, 
3r stetig wachsende Spannung her, die demnächst wieder abnimmt und 
ch einer Reihe von Spannungsoscillationen mehr und mehr die dem Zü- 
nde ruhiger Belastung entsprechende Grösse dauernd annimmt. Der 
»rgang ist nicht einem Stosse im gewöhnlichen Sinne zu vergleichen, 
d es ergiebt sich vielmehr die Maximalspannung am deutlichsten durch 
5 folgende Ueberlegung, bei der mit 

P 

— die in Bewegung zu setzende träge Masse, 

9 

I\ der Widerstand im Beharrungszustande (bei einem seigeren Schachte 
= dem G-ewichte P der belasteten Förderschale, sonst aber <P), 

c die Peripheriegeschwindigkeit der Seiltrommel, 

l die Länge, F der Querschnitt, U der Elasticitätsmodul des Seiles 
seichnet sei. Nach der Zeit t, von dem Augenblicke an gerechnet, in 
Ichem das Seil gerade gestreckt, aber noch nicht gespannt ist (abgesehen 
1 seinem eigenen Gewichte, das überhaupt hierbei einstweilen ausser 
bracht bleiben soll), habe das Fördergeßlss den Weg s zurückgelegt und 
die totale Spannung des Seiles = S geworden ; dann ist : 

demselben Augenblicke hat sich das Seil um et — S verlängert und 
deshalb : 

S='-1^EF='-^P, wenn ^ = |J. • (673) 

letzt wird; dieses X ist die der Zugkraft P entsprechende Verlängerung 
} Seiles. Hiernach ist auch : 

1 d^s et — s Pi 

yrf^~~~I "P 

^ = l.(ct-s-X,), wenn X,=^X = ^. (674) 

der der Zugkraft P^ entsproclienden Verlängerung des Seiles ge- 
zt wird. 
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Setzt man znr Integration dieser Differentialgleiclinng : 

mit dem bekannten Integral : 

y==asin{ty^)-rhcos{t}/l), 

nnter a nnd 6 näher zn bestimmende Constante verstanden, also 






*('>^)+^-('>4) 



=.+4'i«».(,j/f)-*^T"»('^^) 



mit ^ = a und 5= 6. Daraus folgt: 

9 9 

rfs 

dt 

and sind die Constanten ^-l. B dadurch bestimmt, dass 

'==f ' * = «' d7 = « 
zusammengehörige TVerthe sein müssen, weil die Bewegung des Förder 
gefösses in dem Augenblicke beginnt, in welchem das Seil die totalt 
Spannung P^ erlangt und somit um i^ sich gestreckt hat. Mit der ab 
gekürzten Bezeichnung 

müssen also A und S den Gleichungen entsprechen : 

Asina-\-Bcosa=0 

Acosa — BsiHa = — c|/ — , 
_ ^ 

woraus A= — cl^ — cosa und JB = c |/ — sin a • 

'^ 9 ^ g 

somit s = c^ — ^1 — c|/ — Xsin [ty ^jcmci — cosf^l^-y-]smßJ 

folgt, und dann nach (673) mit Einsetzung des Werthes von a: 

Das Maximum der Seilspannung S tritt hiernach periodisch ein, 
oft der Sinm = 1 wird, also nach den Zeiten : 
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^ = -^ + (4w+1)y^— mit w=0, 1, 2, 3 

/SA c 

und es entspricht der Gleichung: — =:-|i--| — y . . . (676). 

Die dabei ausser Acht gebliebenen Nebenwiderstände haben freilich zur 
Folge , dass thatsächlich diese Maximalspannungen , immer kleiner werdend, 
sich der Grenze P^ nähern , doch sind sie für das erste Maximum , n = 
entsprechend, noch unerheblich, so dass dieses absolute und für die 
Anstrengung des Seiles maassgebende Maximum von S als hinlänglich 
genau durch (676) bestimmt zu betrachten ist. Bis zum Eintritte dieser 
grössten Spannung hat das Seil nach (663) die Arbeit: 



2E 2EF 

in sich aufgenommen, oder mit Rücksicht auf (673) und (676) die Arbeit: 

Bei horizontaler Strecken förderung sind P^ und k^ ver- 
hältnissmässig klein, und ist also 



Ä nur wenig > P 



c^ 



29 

Für einen seigeren Schacht dagegen als den ungünstigsten Fall ist 
Pj^=P, Aj = A , also : 



2 V^}/gl) \2^ r g^ 2g) 



S ^ • <^ =1 + .|/1^^ 



(678). 



und -=r- = 1 -|- 



P ' j/^ ' '' g PI 

Der Ueberschuss der beim Anlassen der Mascliine 
grössten über die dem Beharrungszus tande entsprechende 
Seilspannung ist proportional der Geschwindigkeit, 
mit der die Maschine angelassen wird, und umgekehrt 
proportional der Quadratwurzel aus der Seillänge. 

Um nocJi das bei vorstehender Rechnung ausser Betraclit gebliebene 
Seilgewicht = pl nachträglich wenigstens als dauernde Belastung 
im Falle des seigeren Schachtes zu berücksichtigen , ist S um j?Z und 
analog (665) 

A um — — =-^— Fl = ^^ 
GE ßEF 

zu vergrössern, da es sich hier wie dort um eine proportional der Ent- 
fernung vom einen (liier dem oberen) bis zum anderen Ende wachsende 
Spannung handelt. Die mit Rücksicht hierauf corrigirte grösste Seil- 
spannung ist nach (678): 

Grashof, Elasticitfit und Festigkeit. ^5 
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und kann darin für Seile von Stahl- oder Eisendraht ^ bestehend am 
n Drähten von d Millimeter Durchmesser, das Eigengewicht pro 1 Meter • 
Länge: 

p = 0,0075 nd^ Kgr. 

gesetzt werden. Der Elasticitätsmodul JE ist hier etwas kleiner, als für 
einen massiven Stahl- oder Eisenstab, da die Dehnung des Seiles, indm 
sie zum Theil dadurch verursacht wird, dass die gewundenen Drahte 
mehr gerade gestreckt werden , etwas grösser ist , als für einen massiven 

7t 

Stab von gleichem Querschnitte F ^=' -— nd* Quadratmillimeter. Setzt 

4 

man etwa 

^^=— -^wd2=1296.nd« = (36)«nrfS 
9 9^ 

mit ^ = 9,81 entsprechend ^ = 16190 Kgr. pro Quadratmillim., d. i. etwa 
0,8 des einem einzelnen geraden Stahl- oder Eisendrahte zukonmienden 
Werthes, so wird 

S = P+ pl + 36 c y nd^ y 

und ergiebt sich mit nd^ = das Verhältniss , in welchem die 

fc 

Scilspannung beim Anlassen der Maschine grösser als bei ruhiger Be- 
lastung ist: 

^^T = 1 + -7=^^i= • ■ • ("» 

Erfahrungsmässig ist die Zugfestigkeit eines Seiles von gutem und 
ungeglühtem 

Gussstahldraht = 90 nc?* Kgr. 

Eisendraht = 45 wcü* Kgr. 

anzunehmen, so dass bei zehn- bis sechsfacher Sicherheit für ruhige 
Belastung 

des Gussstahldrahtseiles : ^ = 9 bis 15 

des Eisendrahtseiles : Ä = 4,5 bis 7,5 

gesetzt werden kann. Ersteres gestattet somit ein halb so grosses Seil- 

gewicht und eine im Verhältnisse j/ 2 : 1 grössere Peripheriegeschwindig- 
keit c der Seiltrommel beim Anlassen der Maschine, als das Eisendrahtseil) 
wenn die Seilspannung des Behamingszustandes und das Maximum der- 
selben beim Anheben der Förderschale in beiden Fällen dieselben Ver- 
hältnisse zur Zugfestigkeit haben sollen. 

Schliesslich ist zu bemerken , dass ein elastisches Verbin- 
dungsglied zwischen Fördergefäss und Seil (Stahlfeder oder 
Kautscliukpuffer) von solchen Dimensionen , dass es um ebenso viel durch- 
gebogen resp. zusammengedrückt wie eine Seillänge = l^ bei gleicher 
Belastung ausgedehnt wird, dieselbe (die Anstrengung beim Anheben ver- 
mindernde) Wirkung hat, als ob das Förderseil um 2^ Meter länger , als 
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e» wirklich ist, mit dieser Länge aber gewichtslos wäre. In den Atis- 
drücken (673) und (674) von X und A^ ist also dann l -j- l^ für Z, statt 
der Gleichung (679) aber zu setzen : 

^ =14- ^ ^^' . . (C80). 



p+pl 



}/,(l+l,){l+§) 



247. — Ein Dampfhammer habe das Gewicht Q und werde 
als ein prismatischer Körper vorausgesetzt mit dem Querschnitte F und 
der Länge l; der Elasticitätsmodul sei = JE. 

Der A m b s (die Chabotte) sei von pyramidaler Form ; obere 
(kleinere) Endfläche = JP^, untere = jF\, Höhe = Z^ , Gewicht = Q^y 
Elasticitätsmodul = E^, Er ruhe auf einer Holzunterlage, die auf 
[ der Basis jFg ^^ der Höhe l^ prismatisch aufgebaut ist ; das Gewicht dieses 
r Holzkörpers sei = Q^ , der Elasticitätsmodul = E^ nach der Richtung 
^ ^ , d. h. normal gegen die Faserrichtung der liorizontal liegenden Balken. 

Gesucht wird der auf den Ambos, die Unterlage und 
den Erdboden ausgeübte Druck beim Niederfallen des Hammers 
von der Höhe Ä,. gerechnet bis zur oberen Fläche des durch den Sclilag 
zusammengedrückten, auf dem Ambos liegenden Arbeitsstückes. 

Nimmt man an, dass der Stoss im engeren Sinne nur zwischen 
Hammer und Ambos stattfindet , dass also in dem Augenblicke, in welchem 
die Geschwindigkeiten aller horizontalen Schichten des Hammers bis auf 
die Geschwindigkeit reducirt worden sind , welche die oberste Ambosscliicht 
gleichzeitig erlangt hat, der Geschwindigkeitsimpuls sich nur gerade durch 
den Ambos hindurch bis zu seiner Grundfläche F^ erstreckt, so ist bei 
Voraussetzung eines unelastischen Stosses, welche Voraussetzung besonders 
bei dem Vorhandensein eines den Schlag unmittelbar empfangenden weichen 
Arbeitsstückes zutrifft, das nach Abzug des Verlustes L (660) als leben- 
dige Kraft übrig bleibende Arbeitsvermögen nach (661) und (672) 

mit m = — , m. = QM=Q-^, ■77- = ^ = 
9 ^ ^ 9 ^9 

W= ^ ^\ h mit D= y£^= . (681). 

Q+qQi "^ Fo+VFoF, + F, 

Während die Arbeit L vorzugsweise zu bleibender Deformation (und Er- 
wärmung) des Arbeitsstückes verbraucht wurde , comprimirt die Arbeit W 
den Hammer, den Ambos, die Holzunterlage und bis zu gewisser Tiefe 
auch den Erdkörper ; von dieser letzteren Wirkung werde indessen in 
Ermangelung genügender Anhaltspunkte zu ihrer Beurtheilung abstrahirt. 
Sind dann Ä, Ä^ und Ä2 die von den drei erstgenannten Körpern im 
Augenblicke grösster Compression aufgenommenen Deformationsarbeiten, 
imd ist dabei P der ihnen entsprechende Druck in allen Horizontalschnitten 
von der Basis der Holzunterlage bis zur oberen Ambosfläche (von hier bis 
zum oberen Ende des Hammers nimmt der Druck allmählich bis Null ab), 
80 ergieht sich 
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bezieliungsweise nacli (665) (670) (663): 

4—^lL 4 ___^h__ A _ P% 

und hat man also für P die Gleichung: 

Die Arbeit der Schwerkraft (Q -\- Qi-\- Q2) ^ die der mit der Com- 
pression verbundenen Senkung des gemeinsamen Schwerpunktes aller drei 
Körper entspricht, kann oline Zweifel als reiclilich aufgewogen betrachtet 
werden durch die vernachlässigte Arbeit, die zur Compression und Er- 
schütterung des Erdbodens verwendet wird , und welche trotzdem zur Folge 
haben kann, dass P durch Gleichung (682) nocli wesentlich zu gross 
gefunden wird. Uebrigens ist natürlich der gesuchte Maximaldruck auf 
die Holzunterlage noch um Q^, auf den Erdboden um Q^ -\- Q^ (als den 
schon vor dem llammerschlage vorhanden gewesenen Druck) grösser als P. 

Bei gegebenen Verhältnissen von /, Z^, l^, JP, jPq, l^^, F^ ist P 

proportional YQh» 



B. Biegungsarbeit stabformiger Körper. 

248. — Ein gerader stabformiger Körper sei auf irgend eine 
Weise gestützt oder eingeklemmt und durch äussere Kräfte belastet, deren 
Richtungslinien die als rz;-Axe angenommene Stabaxe schneiden. Bei 
Vernachlässigung der Schubkräfte und der durch die unmittelbare Wirkung 
des Druckes auf die Oberfläclie bedingten Pressung sind dann wieder 
ausser (Xx alle übrigen in Nr. 237 genannten Spannungen = Null, und 
erliält man wie in Nr. 244 mit (Tx=(T, €x==€ und a = Ee die der 
Biegung entsprechende Deformationsarbeit: 



^ÄA 



dV (662). 



Wenn insbesondere die Rieh tungslinien der äusseren 
Kräfte in einer Symmetrieebene desKörpers liegen und 
die Stabaxe rechtwinkelig schneiden, so ist, unter 
M das Spannungsmoment = dem Moment der äusseren Kräfte, 
J das Trägheitsmoment eines Querschnittes in Bezug auf die Biegungsaxe, 
dF einen im Abstände rj mit der letzteren parallelen Flächenstreifen 
des Querschnittes 

Mri 

verstanden, mit dV=dFdx und o* = — =^ nach Gleichung (81): 

das Integral auf die ganze Länge des Stabes bezogen. 

In der Regel handelt es sich um die Biegungsarbeit , die einer 
gegebenen Maximalspannung = Je entspricht, während nur die 
Art der Belastung (die Angriffs weise und das Grössenverhältniss der 
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äusseren Kräfte) gegeben ist. Durch eine der äusseren Kräfte = P 

Me 
lassen sich dann alle übrigen und somit auch h = niax — =— * , unter e den 

«/ 

grössten Absolutwertli von tj für den betreffenden Querschnitt verstanden, 

ausdrücken, wonach durch P21imination von P die Biegungsarbeit A gefunden 

wird als Function von Ic und den Elementen, durch die das Material und 

die Dimensionen , sowie die Art der Stützung resp. Einklemmung und der 

Belastung des Stabes gegeben sind. 

249. — Erfährt der Stab nur an einer Stelle (7 einen 
äusseren Druck, z. B. in Folge eines transversalen Stosses, so kann 
man bemerken , dass die elementare Biegungsarbeit dA , die dem unendlich 
kleinen Zuwachs dp der Durchbiegung p bei C entspricht, natürlich der 
Arbeit Pdp des der augenblicklichen Durchbiegung p im Gleicligewichts- 
zustande entsprechenden äusseren Dnickcs P gleich sein muss, und indem 
nach den betreffenden Gesetzen, des zweiten Abschnittes (unter A, II, 
Biegungselasticität) p und P, P und h in bekannten Verhältnissen ein- 
ander proportional sind, erhält man sofort auch 

p 
A^=^J Pdp in bekanntem Verliältnissc proportional ife*. 

Insbesondere fiir einen prismatischen Stab (Quersclinitt == P, 
Länge = l) ist p ein Ausdruck von der Form : 

p 



3 

EJ 



p=^a^l^ somit ^=^/P(JP = «-gf 



oder mit niax 3f= ßPlj also Jv=z — maxM=ßPl\^^ 

tß d 



2EJ ßHH* 2E ß^ e^ 
oder endlich mit J=yFe^ und Fl=Vi 

Dabei sind die Coefiicienten a und ß von der Stützungsart des 
Stabes und von der Angriffsstelle des äusseren Druckes abhängig, während 
y durch die Querschnittsform bestimmt ist. 

Ist z.B. der Stab am einen Ende befestigt, am anderen, 
freien Ende angegriffen, so ist nach Nr. 50: 

« = -, ß = l, also— = -; 

ist er beiderseits gestützt und in den Entfernungen a, h 
von den Stützen angegriffen, so ist nach Nr. 61: 
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für jedes Verliältniss — ; ist er beiderseits unter den Rich- 
tungswinkeln = Null eingeklemmt und in den Ab- 
ständen a, h von den Enden angegriffen, so ist, wenn 
a^6 ist, nach Nr. 57: 

1 a^b^ ^ ah^ . a 1 a 

Was y betrifll, so ist z. B. 

für den rechteckigen Querschnitt : y = — , 

o 

1 ' 
für den kreisförmigen oder elliptischen Querschnitt: y = — -, 

für den ringförmigen Querschnitt (ji innerer, r äusserer Radius): 

250. — Wenn die Arme eines Zahnrades oder Schwung- 
rades nach Nr. 75 so gestaltet sind, dass bei relativer Verdrehung des 
Radkranzes gegen die Nabe die Maximalspannung in beiden Endquer- 
schnitten jedes Armes gleich gross ist, so sei die Biegungsarbeit 
= A zu bestimmen, die ein solcher Arm bei gegebenen 
Dimensionen bis zur Maximalspannung h in sich auf- 
nehmen kann. 

Unter Beibehaltung der Buchstabenbezeichnungen von Nr. 75 ist mit 
Bezug auf Fig. 27 

der Wmkel BXB = — ß, 
also der Bogen B^B ==p = (? + «) — ß. 

Cu 

l4-a 
Wegen — a = ß ist aber nach (173) : 

2 (1 -«)-(!+«) fo»i 
=—(.4) * ^ 



EJ 



[(l-w)(3«-l)-2M«?«-]-+(l-«)(3»t-l)-«(l-n») 
oder wegen 

(1— «)(3«— 1)— «(1-««) = (1— «)(2« — 1— ««) = — (l—n)» 

Fl 
und _(^) = _— ^ nach Nr. 75, 
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unter P hier (statt — in Nr. 75] die den einzelnen Arm biegende, bei 

B im Sinne des Umfanges wirkende Kraft verstanden, ferner mit den 
Bezeichnungen : 

f(n) = 2{l—n) — (l + n)ln — 
und y(«)=(l — w)(3» — 1) — 2n^ln — : 



/? = 



n 

FP f{n) 



^ ^ —g){n) — (1 — ny 



Hiernach ist p = (l-\-a) — ß = 77-^ — ir^rr 7 /\ // x ^- 

und die Biegungsarbeit eines Armes = der Arbeit, die dem Wege 
S^B=p des Angriffspunktes jener biegenden Kraft bei ihrem stetigen 
Wachsen von Null bis P entspricht, 

A-fFör>- ^'^' il + <^)m 







2{l+n^)EJ l(p{n) — a{l—ny 



Indem aber der Maximalspannung Je nach (177) die Kraft 
entspricht, ist schliesslich mit J = yFe^: 

Ä ^' ^^ (1 I n^) (^ + «)/•(») 

2E e« ^ ^^ lq){n) — a{l—ny 

= ^yFl{l + n^) , /\+^)fW ^3 . . (685). 
2E * ^ ^ lcp{n) — a{l — ny 

2 

Ist z. B. das Verjüngungsverhältniss n = 0,7 — 

für l = 2,68a 3,96a nach (175), 
so ergiebt sich aus (685) : Ä = 0,439 0,453 . --^ yFl. 

Im Durchsöhnitt kann gesetzt werden: 

^ = 0,45 ^y-FZ ^^^^^ 

und mit y = — für Arme von rechteckigem Querschnitte: 

3 

^=0,15^FZ ^^^^^' 

251. — Ist der Stab als ein Körper von gleichem Widf 
Stande (Nr. 76) g^taltet, ist nämlich 
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fiir alle Querschnitte gleich, so ist nach (683) mit J:^yFe*: 

also unabl>ängig von der Art der Unterstützung und Belastimg bei 
gegebener Qu erschnittsform proportional demVolumen. 
So können z. B. zwei Stahlfedern mit rechteckigen Querschnitten, von 
denen die eine nach Nr. 77 (Fig. 29) als parabolische, die andere nach 
Nr. 78 als Dreiecksfeder gestaltet ist, bei gleichem Volumen F und 
gegebener Maximalspannung h dieselbe Arbeit A in sich aufnehmen, 

und zwar mit y = — : 

insbesondere mit h = 6000 und E=2 000 000 : 

A = SV Centimeter- Kilogramm, 

falls V in Cubikcentimetem ausgedrückt ist. 

Ebenso wie die Dreiecksfeder verhält sich auch eine aus mehreren 
auf einander gelegten und in der Mitte durch eine Fassung zusammen- 
gehaltenen Stahlschienen gebildete Schichtfeder (Nr. 78) , wie sie bei 
Eisenbahnfahrzeugen gebräuchlich sind , und ist es dabei hinsichtlich der 
bis zu gegebener Maximalspannung aufzunehmenden Biegungsarbeit einerlei, 
ob eine solche Feder bei gegebenem Volumen länger oder kürzer, au8 
vielen dünneren oder aus wenigen dickeren Schichten zusammengesetzt, ob 
sie also nach Nr. 78 mehr oder weniger biegsam ist. 

252. — Wenn auf den geraden stabförmigen Körper ein Stoss 
ausgeübt wird durch eine Masse m, die ihn senkrecht zur Axe mit der 
Geschwindigkeit c trifft, so ist zur Berechnung des Arbeitsvermögens 

^=-ir — i ^ ' 

2 m + % 
das nach (661) bei Voraussetzung eines unelastischen Stosses übrig bleibt > 
und vorzugsweise zur Biegung des getroffenen Stabes verwendet wird, die 
Kenntniss seiner auf den Stosspunkt reducirten Masse »4 
erforderlich. Dieselbe ist nach der Annahme in Nr. 240 : 

wenn ju die specifische Masse des Stabes und is diejenige Durchbiegung 
eines beliebigen Punktes der elastischen Linie bedeutet , welche im Gleich- 
gewichtszustande der Durchbiegung d ihres in der Stosslinie liegenden 
Punktes entspricht. 

Insbesondere für einen prismatischenStab vom Querschnitte F, 
von der Länge l und Masse M=fxFl ergiebt sich, 

1) wenn er am einen Ende befestigt ist und am 
anderen f freien Ende gestossen wird, wegen 






Die Deformationsairbeit. 393' 

'==EJ 6 '^''^=WT 



bCh Nr. 50, also -r = — ^^ttts -' 

o 2P 



1 
mi = ^ya;*(9i2_6Za; + Äj2)c?a; = -^M= 0,236 J^ 

. 
2) wenn er beiderseits gestützt ist und in den Ent- 
Jrnungen a, h von den Enden gestossen wird, nach 
r. 60 mit 



z-= 



T=2ii6t«(«+2*)^-^'^ 








b 





= 3735-(^^ + ^^-^+^"^) • (^^^>' 
B. füra=6= — : m^^^ Jf= 0,486 Jf .... (691); 

3) wenn er beiderseits unter den Richtungswinkeln 
= Null eingeklemmt ist und in den Abständen a, 6 von 
en Enden gestossen wird, nach Nr. 55 mit 



;2? = 



T=-2i5F[^'*^''+*>*'-(^*+^^^''^ 



x=i«F{^./C9«n«+&)^«'*-6a(a + &)(3a + 6)a;5 

+ (3a+ 6)« ««]<?« 

b 

4- (3 &_!_«) 2 ^6] dy} 

1 13 

B. füra = 6 = — : m^ =—Jf= 0,371 Jfef .... (693). 

2 35 
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253. — Wenn es sieli darum Niinilelt, einen geraden Bt^ 
oder band form ig Oll KorpcrCLnngo = »" f ein en Cylii 
a u f 11 u w i ü k e 1 11 , so kann die dazu ert orderliche Biegimgearbeit nacli (GH 



'^=Ä/''''"'=t/"'"' 



gesetzt werden, nnd dabei, unter r den (bis zur Mittellinie des I 

gewickelten Körpers gerechneten) Kadius des Cyllnders verstanden, 

£=i, AY=UF, 

da in allen Punkten eines elementaren Bandetreifcna , dcBSen Queisoli 
ein der Biegungsase im Abstände i\ paralleler Flächenstreifen i 
constanten Quersolmittes F ist, dieselbe Dehnung e stattfindet. Damit ii 



El f , ,^ EJl 



l^^-- 



(6941 



(C95)- 



Wenn z. B. ein die Zugkraft P ausübendes 
Trommel gewunden wird, so ist die der aufgewundenen Seillänge I 
entsprechende Arbeit dieser Kraft ^^ PI, also der Verhältnis smässige A^ 
beilflverluBt durch den Biegungs widerstand (die sogenannte Steifigkeit 
des Seiles): 

A_ EJ 
Fl~ 2Pr^' 
Derselbe giebt sich durcli eine gewisse Absperriuig ^^= a des Seiles an A" 
Aufwickelungsstelle zu erkennen, wofür man hat : 

Pl^A __ r + (t _ EJ 
Fl ~ r ' '^~2Pr ' 
Wird das Seil über eine Lei trolle geführt, so wird (vollkoDunenB I 
Elasticilät vorausgesetzt) die bei der Aufwickelung aufgewendete Biegung»* , 
arbeit bei der Abwickelung wieder ausgegeben , indem auch hier die Ab- 
sperrung a wieder eintritt, 

Wenn die Versuche lehren, dass der Steifigkeits widerstand von Seilen i 
anderen Gesetzen folgt, die nur eine empirische Bestimmung zulassen, w 
liegt der Grund hauptsächlich in ihrer discontinuirlieheu Beschutlenlieilf 
die eine gegenseitige Verscliiebung der einzelnen Fäden oder Driibte und 
in Folge dessen einen Reibungswiderstand bedingt , der anderen Gesetien 
folgt wie der Biegtmgs widerstand eines stetigen Stabes , und welcher 
nicht nur bei der Biegung des geraden, sondern nicht minder bei 
Geradeetrecknng des gebogenen Seiles überwunden werden muss. 



C. Arbeit zur Verdrehung eines stabförmigen Körpers. 



254- — Wenn ein jirismatisclier stabformiger Körper (Länge 
Querscliuitt = F) um seine als ar-Axe angenommene Axe verdreht wird 
Binä ÄÜe in Nr. 237 genannten Sii&nnungen = Null ausser ty und i, 
letztere aber gleich für gleich gelegene ruAv« «fi« QjiftiwAvTCMJt.. 



1 
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so das Material des Stabes isotrop oder wenigstens der Art homogen, 
;iss es gleich beschaffen ist nach allen Kichtungen, die mit der Stabaxe 
eiche Winkel bilden, so ergiebt sich die Deformationsarbeit nach (657) mit 



-ß'''-'^=¥Gß''^- • • <«^«>- 



abei ist dF=^dyd^ , während fiir bestinmite Fälle t^ als Function von 
und nach früher entwickelten Formeln (Nr. 88 — 93) ausgedrückt 
erden kann. 

Auch kann man jene Gesetze der Drehungselasticität gerader stab- 
rmiger Körper noch unmittelbarer verwerthen, indem man, unter M das 
e Drehung bewirkende Kraftmoment und unter d' den specifischen 
rehungswinkel (Nr. 87) verstanden , analog dem in Nr. 249 zur Be- 
immung der Biegungsarbeit eingeschlagenen Verfahren setzt: 

d- 



ler mit ^=w:^: A^^ l M.8M = ~l<a .... (697). 

Cr hr J 2(jr 

it Rücksicht auf die bekannte Beziehung zwischen M und der grössten 
:2hubspannung t = niax r erhält man hieraus die Arbeit, die bei 
egebener Anstrengung ein prismatischer Stab durch 
eine Verdrehung in sich aufzunehmen vermag, oder auch 
Igemeiner ein stabfbrmiger Körper, der in allen seinen gleichen Quer- 
hnitten durch ein gleich grosses Kraftmoment um seine (nicht noth- 
endig gerade) Mittellinie verdreht wird. 

Ist der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen 6 und c (6 < c), 
• ergiebt sich mit 

2 M 1 6^4-c2 
t = — T^ nach (229) und w = =5"^- »ach (242): 

sbesondere mit h = c für einen kreisförmigen Querschnitt: 

^=\^^ <699> 

Für einen rechteckigen Querschnitt mit den Seiten 26 und 
(6^c) folgt aus (697) mit 

9 Jf 9 6^-4-c^ 

^=16W "*"'' ^^^^^ """^ ^" = 32 -6&- ''*'"^ ^^*^^ = 

r besser nach Nr. 98 : 

^-2G2l'' c» ^ 
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mit n=l,2 bis 1,5 für -7-=! bis 00 . Mit dem Mittelwerthe i»==:l)35 
ergiebt sich: 



2G 5c« 



(700). 



255. — Für ein isotropes Material ist mit 
m , __. , ^ 1 m 



t= 



w+1 



Je (Nr. 86) und (?== 
2m i* 



2 m + 1 
20 i« 



^ (Nr. 22) : 



2(?~m+l 2i:~13 2i: ^"^ ^'^^ 3 * 



(701), 



also z. 6. die Yerdrehungsarbeit eines Stabes von kreisförmigem 
Querschnitte nach (699): 



A = l^-^V 



(702), 



13 2E 

während nach Nr. 251 die Biegungsarbeit eines als Körper von gleichem 
Widerstände gestalteten Stabes von rechteckigem Querschnitte nur 

1 ]fc* 

ist. Bei gleichem Volumen und gleicher Anstrengung 

kannalso ein cylindrischer Stab durch seine Verdrehung 

30 
eine— = 2,3 mal so grosse Arbeit in sich aufnehmen, als 

ein Stab von rechteckigem Querschnitte im günstigsten 
Falle durch seine Biegung, und ist danacli u. A. die principielle 
Vortheilhaftigkeit der Wendt' sehen Torsions -Wagen federn*) 
im Vergleich mit den üblichen Schichtfedem (Nr. 78 und 251) ra 
ermessen. 

Noch grösser bei gegebenen Werthen von V und t resp. h ist die 
Verdrehungsarbeit eines liohlen cylindrischen Stabes. Für einen 
solchen (äusserer Radius = r, innerer = rj) ist nämlich nach (699): 

. 1 t^ ^,1 \r ) ,, ^2 ^2^^^2 



2 2fc? 

10 
oder nach (701) mit m = — : 

o 



20 



2G 2r* 



Mit wachsendem Verhältnisse -^ nähert sie sich der Grenze: 

13 2E 



(703). 



*J ZeitBcbrifl des Vereins deatschet Ingeiöexae, \%1^, %€*» Vsä. 



E 
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und wird somit selbst grösser, als die Dehnungsarbeit (663) eines aus 
demselben Material bestehenden prismatischen Stabes bei gleichen Werthen 
von V und k. 

256. — In Nr. 245 hatte sich ergeben, dass das zur Längen^i 
änderung eines stabförmigen Körpers bis zu einer gewissen Anstrengung 
desselben verwendbare Arbeitsvermögen unter übrigens gegebenen Um- 
ständen um so kleiner ist, je mehr die Querschnitte des Körpers verschieden 
sind, indem es dann sogar kleiner ist, als wenn der Querschnitt constant 
seiner kleinsten Grösse gleich wäre. Aehnlich und zwar in noch höherem 
Grade verhält es sich in Betreff der Verdrehungsarbeit, so dass es rathsam 
ist, bei Wellen, die Stosswirkungen ausgesetzt sind, alle Querschnitts- 
änderungen (Wellenhälse mit verkleinertem Durchmesser zur Lagerung u. s. w.) 
möglichst zu vermeiden, um sie zur Aufnahme eines möglichst grossen 
Arbeitsvermögens ohne übermässige Anstrengung geeignet zu machen. 

Ist l die Länge einer solchen Welle, so ist ihre der»grössten Schub- 
spannung t entsprechende Verdrehungsarbeit nach (699) bei constantem 
Durchmesser 2r: 

und bei constantem Durchmesser 2^^ = er . 2r : 

Wäre aber die Welle bei übrigens dem Durchmesser 2r nur auf einer 
gewissen Länge Zj^ bis zum kleineren Durchmesser 2ri = a . 2r ab- 
gedreht, so ständen (bei gleicher Grösse des Drehungsmomentes M in 
allen Querschnitten) die Schubspannungen r und t^ in den Entfernungen 
r und Vi von der Axe nach Gleichung (230) in Nr. 90 in der Be- 
ziehung :^ 

so dass Tj die = ^ zu setzende Maximalspannung und r = a^t, folglicli 
das zur Verdrehung verwendbare Arbeitsvermögen : 

wäre, wofür, wenn Zj viel <' l ist, gesetzt werden kann : 

^2=aM = a*^i (704). 

Während also durch stellenweise Verdünnung einer Transmissions- 
welle im Verhältnisse a das bei gegebener Anstrengung durch sie über- 
tragbare Kraftmoment M im Verhältnisse a^ kleiner wird, fallt das zu 
ihrer Verdrehung verwendbare Arbeitsvermögen gar im Verhältnisse a^ 
kleiner aus, z. B. nur halb so gross für «=0,89. 
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D. Deformationsarbeit plattenformlger Körper. 

257. — Als Beispiel werde hier ein Hohlcylinder betrachtei 
der durch einen ander inneren und äusseren Cylinder fläch 
gleichförmig vertheilten Normaldruck belastet und defonnir 
wird, während er an den Enden offen und frei, somit sein Ve^ 
halten in allen Quersclmitten gleich ist; l sei die Länge, r^ der innere^ 
^2 der äussere Radius^ p^ der innere, p^ der äussere Druck auf die Ein- 
heit der Oberfläche. Wenn dann die Richtungen der Xj y <, z so an- 
genommen werden wie in Nr. 198, so sind die Spannungscomponenten 
<^x? '^x? ^y> T^z i>i jedem Punkte = Null, und sind in der Entfernung;? 
von der Axe des Hohlcylinders die Normalspannungen Gy und o^ be- 
zielmngsweise im Sinne des Umfanges und des Radius : 

(ry = a-] — 2, (rz = a ^ nach (535) 

Y'f — Y^ ^ ^ ^^ Y^ — n 

Nach (659) und mit dV ^=^1 .^iTt^dz ist also die Deformationsarbeit: 



^-hK'^''^''^''-l'A^'' 



'1 



27tl r/m — 1 ^ , m+1 h^\ ^ 
E J \ m ' m z^J 



'1 



_ 27tl r m — 1 ^ rg^ — n^ . m+1 6V 1 ni 

~ E L m ^ 2 "^m 2Vi2 ravJ 
oder mit F= tt (^2^ — n^) ü ' 

^ = ^(^ilzi«2+E±l_|l_). . . (705). 
E\m ' m nV2V 

Insbesondere bei innerem Ueberdruck, während aussen der 
Atmosphärendruck herrscht, ist mit jp^ = und jp^^ =^ (Nr. 199): 

PY-^ 

a = -~- -K und }) = aYi^j 

Y^ — n 

F/w — 1 , m-\-\ Y2 



also A = a^-rz^\ 



, m-f-l r2^\ 



E \ m m y{' 

_ i>2 n^ (m-l)n^ + (m+l)r2? ^ ^_ .., 

-^rg^ — n^ mK-n^) '^ * ^^^^^^ 

Die grösste Dehnung findet an der Innenfläche im Sinne des ümfangei 



C-» 
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h 
statt; und wenn 8ie=— gesetzt wird, also max {E e-^ =: Tz y so ist 

nach (541): 

, m (r2^ — Ti^) 

-^~ (m — I)ri24-(m+l)r22' 

Dnrcli die Substitution dieses Ausdruckes von p in (706) ergiebt sicli die 
Arbeit, die der Hohlcylinder bis zur Maximalanstrengung 
k in sich aufzunehmen vermag: 

Bei kleiner Wandstärke Ä = fg — fj kann auch mit Vernaclilässigung 
von l — j gegen 1 gesetzt werden : 






_ 1 / W-f-1 Ä\ 

2jB\ m r^J 



(708). 



258. — Wenn das in einer Röhre mit der Geschwin- 
digkeit c fliessende Wasser plötzlich in seiner Be- 
wegung gehemmt wird, so sucht es nach allen Seiten in radialer 
Richtung auszuweichen und übt auf die Röhre einen Stoss aus. Der Ver- 
lust an lebendiger Kraft in der ersten Periode dieses Stosses , d. li. bis 
zu dem Augenblicke, in welchem die radiale Geschwindigkeit der inneren 
Röbrenfläche der entsprechend verkleinerten Wassergeschwindigkeit gleich 
geworden ist, verbleibt dem Wasser als eine äquivalente Wärmemenge, und 
das als lebendige Kraft übrig gebliebene Arbeitsvermögen: 

unter Q das Gewicht der Wassersäule, 

^1 das Gewicht der Röhre von gleicher Länge ü, 
^^1 das auf die Innenfläche reducirte Gewicht Q^ 
verstanden, wird wegen der geringen Zusammendrückbarkeit des Wassers 
fast ausschliesslich auf die Deformation der Röhre verwendet. Wenn von 
letzterer wie in voriger Nummer angenommen wird, dass die ihr ent- 
sprechende Zusammenziehung nach der Länge und Erweiterung in allen 
Querschnitten ohne wesentliches äusseres Hindemiss geschehen könne, und 
wenn C und t^ die radialen Verrückungen der materiellen Punkte in den 
Abständen z und r^ von der Axe sind, endlich q^ do^A ^'^^«^l^^^Vv^ <ai^* 
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wicht (Gewicht der Volumeneinheit) der Röhre ist, so ergiebt sich 
ReductionscoefBcient q aus der Gleichung : 



qQ^ = /ö'l ^ • 27r;8fdj8f (^1 



2 



mit Q^=zq^l7c{r^^ — r{^) und mit Rücksicht darauf, dass nach (534j 
und (536) in Nr. 198: 

h , c m — 1 . .m+lJS 

C 2 ^ z m ' m z 

tx h X c m — 1 . , w 4- 1 J9 

— rj-^ Ar^-^ ' 

2 ' rj m ' m r^ 

oder, wenn nach Nr. 199: ^2 = 0, also 3=^ Ar 2^ gesetzt wird, 

^ (m— l)^-f(m + l)y 

'' (m— l)ri+(m+l)^'' 



^1 



ist. So findet man: 



^^T [(w— l)ri» + (»M+ 1)»-2«]« ' 

welcher Ausdruck sich durch Reihenentwickeinng vereinfacht zu 

9=1 — —— (709), 

m r^ 

wenn — = -^ ein kleiner Bruch ist, dessen zweite Potenz gegen 1 

n r^ 

vernachlässigt wird. 

Ist nun q das specifische Gewicht des Wassers und — = i ^ 
Dichtigkeit der Röhrenwand, so ist auch : 

7triH-^Qd7t(r2' — ri^)l * 2g ri^-{-Qd(r2^ — ri') ^2(/ 
und die Gleichung W=A liefert mit dem Ausdrucke (707) von A- 

Jc^^ 1 n' (ni-l)ri^ + (m + l)r,' c' 
E mn^ — ri^ ri'J^Qd{r2^ — ri^) ^ 2g ^ 

Sofern den Grössen k und E das Centimeter als Längeneinheit zu Grund« 
liegt, bedeutet hier g = 0,001 Kgr. das Gewicht von einem Cubikceat 

meter Wasser und -— die Geschwindigkeitshöhe in Centimetem. ^'W 

aber letztere in Metern, also mit gf = 9,81 auch c in Metern pro Secundi 
ausgedrückt, so ist zu setzen: 



«jr:^o,l 



2g ' 2.9,81 196,2 
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» - - ' 

--' Uebrigens ist es nicht blos das Arbeitsvermögen W, wodurch die 

Kl resultirende Anstrengung der Röhre verursacht wird ; denn indem der 
r Ijydraulisclie Druck bei der Hemmung der Bewegung plötzlich in den 
P ^ossären hydrostatischen Druck übergeht, wird dadurch allein sclion ein 
W'erth von Je bedingt, der nach Nr. 243 doppelt so gross ist wie der- 
jenige, welcher der ruhigen Belastung durch den üeberschuss des hydro- 
statischen über den hydraulischen Druck entsprechen würde, und welcher 
sich sonach zu demjenigen summirt, der in Folge des hydraulischen Druckes 
bei der Strömungsgeschwindigkeit c des Wassers in der Röhre schon vor- 
handen war, sowie zu demjenigen, der ausserdem durch das Arbeitsver- 
J^ögen W verursacht wird. 

259. — Es seien z. B. bei einer gusseisernen Wasser- 
*®itungsrühre: 

die Radien ri = 10^^", r^^^lV", also die Wandstärke A=l«"», 

®^ ist für einen hydrostatischen lieber druck von J) = 4 Kgr. pro Quadrat- 

^^^^timeter (nahe 4 Atmosphären) nach (541) mit m = — die An- 

o 

^^^^Hgung nur: 

, (m — l)ri^'-\-(m-\-i)r2^ .« t^ * ^ , 

Jc = - . ' J7^ — «==43 Kgr. pro üuadratcentim., 

^(^2 — n) 

^rid wenn auch jener hydrostatische Druck ganz plötzlich in der Röhre 

^^i^träte, so würde doch die entsprechend grössere, jedenfalls aber höchstens 

^Ppelt so grosse Anstrengung noch immer so gering sein, dass sie ohne 

^^fahr durch plötzliche Hemmung der Wasserbewegung einer erheblichen 

^^ixahme fähig wäre. Sollte dadurch eine zusätzliche Anstrengung von 

*^^chstens Z;==500Kgr, pro Quadratcentim. verursacht werden, so würde 

«ait m = — j also 

ö 

^=1 — 0,3.0,1 = 0,97 nach (709), 

femer mit E= 1 000 000 , also — = 0,25 

und mit (J=7,2 aus Gleichung (710) folgen: 

c < 3,34 Mtr. pro Secunde. 
Dabei ist die Deformationsarbeit nach Gleichung (707): 

2 

Ä = 0,25 -, ,x r?/ ■ 1^ 2 ^ (^2' — ^1') ^ = 7,256 1 

(in — l)ri^~\-{m-\-l)r2^ ^ ^ 

und der specifische Druck im Zustande grösster Deformation nach Glei- 
chung (541) : 

A*l JA»- 2 ___ A« 2 J 

« = 500-^ . ^ ^ , , i— TT — 5 = 46,2Kgi'. pro Quadratcentim. 

• ^ {m — 1) n^ + {ni -\- 1) r/ 

Sollte das Wasser mit einer Geschwindigkeit c>3,34 Mtr. in der 
Rohre fliessen, und doch bei plötzlicher Hemmung dieser Bewegung nur 
das der zusätzlichen Anstrengung Ä = 500 entsprechende Arbeitsvermögen 
^s^ 7,256 Z zur Deformation der Röhre verbraucht werden, so müsste der 

Grashof, ElasticitSt und Festigkeit. ^^ 
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Rest Aq= W — A des jetzt im Verhältnisse ( -r-z-r ) grösseren Arbeits- 

\3,34/ 

Vermögens W eine anderweitige Deformationsarbeit verrichten, insbesondere 

z. B. zur Compression der Luft in einem mit der Röhre zu verbindenden 

Windkessel verwendet werden. Das Luftvolumen des letzteren = Vq, 

gemessen bei dem Drucke j^o = 4 -|- 1 = 5 Kgr. pro Quadratcenfcim.; 

müsste eine solche Grösse haben, dass seine Compression bis zum Drucke 

jp = 46,2-|-l=4:7,2 die Arbeit Aq erfordert. Nach einem bekannten 

Ausdrucke für die Compressionsarbeit der Luft müsste also 

sein mit jp(j = 5 , p= 47,2 und n= 1,41 , also 

Aq = 11,2 Iq. 

Z. B. für c=5 Mtr. pro See. wäre: 

Aq = 1,241 A = 1,241 . 7,256 1 = 9,005 l , 

und es müsste also das Luftvolumen des Windkessels (resp. der etwa an 
verschiedenen Stellen mit der Röhre verbundenen mehreren Windkessel), 
gemessen bei dem in der Röhre im Ruhezustande herrschenden hydro- 
statischen Drucke, pro 1 Meter Röhrenlänge (Z=100®°*) betragen: 

Yq == ' = 80,4 Cubikcentim., 
1 i;i^ 

abgesehen von der Deformationsarbeit des Windkessels selbst« 

260. — Die Berechnung der Deformationsarbeit eines 
Dampfkessels ist von Literesse zur Beurtheilung seiner Anstrengung 
in Folge eines Arbeitsvermögens, das durcli plötzliche, von irgend einer 
Ursache (Siedeverzug des Wassers, Benetzungsverzug des Blechs etc.) he^ 
rührende Dampfentwickelung im Inneren des Kessels zu seiner Deformation 
disponibel werden kann. Freilich wäre solche Berechnung ein Problem 
von erheblicher Schwierigkeit , wenn dabei die thatsächliche* Deformations- 
art der Kessel wand genau berücksichtigt werden sollte, selbst für den ein- 
fachsten Fall eines cylindrischen Kessels ohne Feuerrohr, 
wie er in Nr. 203 — 209 hinsichtlich seiner Deformation und Anstrengung 
untersuclit wurde und auch hier vorausgesetzt werden soll mit den Be- 
zeiclinungen : Länge = l , Durchmesser = d , Blechdicke = h. Bei der 
problematisclien Natur jener angedeuteten Ursachen plötzlicher Deformation 
und event. Sprengung eines Dampfkessels handelt es sich indessen hier 
nur um eine ungefähre Schätzung der Deformationsarbeit, um so mehr, 
als auch thatsächlich die Art einer plötzlich durch örtlichen Stoss oder 
wenigstens örtliche Drucksteigerung verursachten Deformation erheblich von 
der im Gleichgewichtszustande einer gleichförmigen Belastung entsprechenden ■ 
verschieden sein mag. I 

Wenn sonach hier die einfache Annahme zn Orand» gelegt wirft 
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dass der Kessel (sein crlindrisoher Tiieil bei Abstraotion von den BCniea) 
im Sinne der Lange gleiehlMimig ausgedehnt und in allen Querschnitten 
gleiclunässig erweitert wird, und wmn 

CTx die constante Spannung nach der Langenriektung, 
CTy die constante Spannung nach der Umtangsrichtung 
bedeutet ^ so ist bei Abstraction von der radialen Spannung a^ ^ die bei 
der verhältnissmässig kleinen Wanddieke hier von nur nebensächlicher Be- 
deutung ist, nach Gleichung (6o9j die Detbrmationsarbeit : 

oder, wenn p den dem Zustande grosster Deformation entsprechenden 
inneren Ueberdruck pro Flacheneinheit bedeutet, wegen 

a^.ndh^=p—r- , also o^ = —jp 

Oy. 2hl =pdl, also ffy = -^p = 2ffi : 

10 Tcd^ 

oder mit m = — und Jz=z— — 1= dem Inhalte des Kessels: 

•3 -x 

d M* 
^ = 0,475 Jy^r (711).. 

Ist n die dem Ueberdrucke p entsprechende Atmosphärenzahl, also 
p = 10333 n bei Voraussetzung des Meters als Längeneinheit und des 
Kilogramms als Krafteinheit, so folgt auch mit i?= 1750 000. 10*: 

^= "^'--nni.'r ^'^X^*^- 0.0029 4 n» . (712) 
1750 000.10* h h 

oder endlich, w^enn iIq den normalen Dampfiiberdruck in Atmosphären be- 
deutet, für den der Kessel bestimmt ist, mit 

-i = 0,0012^0 4" ^?002 nach Gleichung (570): 
it 

Die jener Gleichung (570) für —=- entsprecliende Anstrengung dt»s 

\ Kesselbleches ist nach der Entwickelung in Nr. 209 bei Uq Atmosphären 
; Ueberdruck 

^' aKcx 1^2 w^, 780 Mo TT r\ A , ,' 

Y =650 7 — = r — Kgr. pro Quadnitcentim., 

[• l,2no + 2 l,2Wo + 2 ^ ^ ^ 

t , 1^ . A , TT , , , 780 m 
!• also bei n Atmosphären Ueberdruck = — -— ;— -- . 

l,2no + 2 

Nimmt man an, dass bei einer Anstrengung^ 4.780 = 3120 Kif 
pro Quadratcentim. die Sprengung des Kessels an irgend einer schw» 

26* 



Stelle (längs i 
UeliOTdmck : 

M ^ 4 (1 ,2 «0 -|- 2) AtmosphSren 
und Bomit nacls GleicLung f713) die Deformation sarli ei t im Augonbliok: 

,4, --4M (1.2 «0 + 2) J: 

2,9 < 



Da ( 



I normalen Zustande schon ^„: 



Ledn 



'l.2)io + 2 
es also zur Spi'engung des Kessels noch einer ziisätalielien Arlieii 

Melerkilogrnmni. wenn J in Cuhikmetem ansgedrilckt ist. 

Z. B. für ]/„= 2 4 8 Atm 

lindet mau A, —A^^ 202 J 309 J 522 J". 



K 



2t>l. ^ Unter der Explosion eines D uiopfk eesels 
eine solclie plüLzlich eintretende Zerstürung desselben verstanden, wob« J 
nicht nur platzt , sondern in Stücke zerrissen und diesen ei] 
lebendige Kraft ertheilt wird, dass sie entweder auf grosse Knlferaui 
fortgesclileudert werden oder bei dem Vorhandensein eines HiuderniB) 
«ul' letzleres eine entsprechend grosse zerstörende Wirkung ausüben. 
unmittelbare Uraaehe einer solchen Explosion, nämlich der sie dill 
terisirenden beträchtlichen äusseren Arbeit ist nur in einem äqoivB' 
inneren Arbeitsvermögen zu suchen , das sich in äusseres umsetet , 
besondere also in der Wiirme des Kessel wassers, die eine massonhafte Ver- 
rlampfung desselben zur Folge hat , wenn durch einen weiten Riss im 
oberen Kcsseltheile eine sc) in eile Ausströmung und Druekabnahme dg 
Dampfes bewirkt wird. 

Als m i 1 1 c Hl a r c Gxplosionsurtiachc , d. h. als Ursache der 1 
Btehimg eines solchen Risses , ist , abgesehen von schadliafteu ZuBtä 
des Kessels, von Construetionsfehlern , vom Glühendwerden des Blec 
wegen seiner Bedeckung mit Kesselstein und wegen Wassermangel 
Tor Allem ein Zustand angenommen worden, der bei grosser Rulie. :' 
besondere wälirend einer Ai'bcitspiiuse bei geschlossenem Dampfve 
nnterbroeliener oder wenigstens stark ermässigter Feuerung im Kessel ein- 
Ireten kann , insofern die in kleinerem Maassstnbe angestellten Beobncll- 
tungen Dufour's über diesen als Hiedevcrzug bezeichneten Zust» 
bestehend in einer relativen Ueberhitzung des Wassers (verglichen nit -j 
dem Dampfdrücke entspreeli enden Sätügungstemperntnr) auf die VeiT 
nisse eines Dampfkessels fihertragbar sind. Wenn nämlich ein atite^ | 
nngnfiilirten Umstünden befindlicher Dampfkessel langsam erkaltet, 
zwar im Dampfraumc , wo die Kcsselwand zum Theil mit der I 
Lnfl in Berühning ist, schneller, als im Wasserraume. wo durch die 1 
Wirkung des heiasen Mauerwerkes und durch die grosse speciösche Wli 
des Wassers die Abkühlung verlangsamt wird , so nimmt in dem Mu 
wie (Jcr Dampf hei seiner Erkaltung theilweise eondensirt wird. 
Truci ab, so <Jnss in Folge dessen unVev g<jwIftviA\c\\«\ \itM!a»aHs&iJ 
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Sieden trotz mangelnder Wännemittheilung zum Wasser stetig fortdauern 
würde. Wenn aber bei grosser Rulie des luftfreien Wassers und bei dem 
Fehlen von Spitzen und Kanten als Ansatzpunkten zur Begünstigung der 
Dampfentwickelung ein Siede verzug eintritt , welcher , wenn er durch eine 
Erschütterung, insbesondere z. B. beim Wiederanlassen der Maschine ge- 
stört wird, eine plötzliche Verdampfung in der ganzen Wassermasse zur 
Folge hat, so ist es denkbar, dass die damit verbundene stossweisc In- 
anspruchnahme des Kessels ein merkliches Erzittern (das sogenannte Tanzen) 
oder gar einen Riss desselben verursacht. In der That ist es beobachtet 
worden, dass während eines solchen Erkaltungsproccsscs eines Dampfkessels 
niehrmals das Manometer nach langsamem Sinken plötzlich wieder stieg 
(vermuthlich in Folge vorübergehender Siedeverzüge geringeren Betrages), 
sowie auch Kesselexplosionen besonders liäufig dann erfolgt sind, wenn 
nach längerem Stillstande das Absperrventil schnell geöffnet wurde ; letz- 
teres mochte dann nicht nur die plötzliche Authebung eines schon ein- 
getretenen Siedeverzuges , sondern auch vorher eine Steigerung desselben 
bewirkt haben in Folge der schnellen Dampfausströmung, die in solchem 
Falle durch den Umstand erhöht wird, dass aucli in dem ganzen ziu* Ma- 
schine führenden Rohre der Dampf durch Abkühlung grossentheils con- 
densirt worden war. 

Ob einSiedeverzugvon wenig Graden die Sprengung 
des Kessels in der That verursachen könne, mag durch 
Vergleichung des ihm entsprechend zur Deformation des Kessels ver- 
wendbar werdenden Arbeitsvermögens mit der in voriger Nummer berech- 
neten Sprengungsarbeit (714) geprüft, zuerst aber der Vorgang selbst in 
nähere Betraclitung gezogen werden. Angenommen es sei ^q die Tempe- 
ratur des Wassers , Pq der entsprechende Druck gesättigten Dampfes , der 
Druck im Dampfraumc über dem Wasser aber sei bis p^ <^Po gesunken. 
Bei Störung dieses instabilen Zustandes erfolgt dann eine plötzliche massen- 
liafte Verdampfung, und da wegen der Cohäsion und Trägheit des Wassers 
diese grosse Dampfmenge niclit sclinell genug durch das übrige Wasser 
aufsteigen kann, wird dasselbe empor gclioben und auch nacli den anderen 
Seiten fortgedrängt, insoweit es die Nachgiebigkeit der Kessel wände zulässt. 
Der sich entwickelnde Dampf hat zunächst die der Temperatur j^q ent- 
sprecliende Pressung pQ ; indem aber im Verlaufe der Verdampfung die 
Temperatur des Wassers und entsprechend auch die Pressung des aus ihm 
sich entwickelnden Dampfes abnimmt, die des oberen Dampfes dagegen im 
Verlaufe der Wassererliebung durch Compression wächst, so tritt ein 
Augenblick ein, in welcliem beide Pressungen fijeich gross geworden sind, 
etwa=^. Bis zu diesem Augenblicke wurde die nach oben, nach unten 
und seitwärts fortgetriebene Wassermasse beschleunigt durch einen Ueber- 
druck, der pro Fläclieneinheit von Pq — p^ bis Null abnahm, und man 
findet das Arbeitsvermögen , das bis zu diesem Augenblicke als lebendige 
Kraft = L dem Wasser mitgetheilt wurde, durch Multiplication des Mittel- 
werthes jenes veränderlichen Ueberdruckes mit dem Volumen des im 
Wasser gebildeten == der Volumen Verminderung des darüber befindlichen 
Dampfes. 

Wäre letzterer, dessen Anfangsvolumen = aj sei, unter J wie in 
voriger Nummer den Kesselinhalt verstanden, dnteXv «vn» ^c\\«v^«^^w^ ^««v 
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Wasser getrennt, so würde er bei seiner plötzlichen Compression überhitzt 
werden, und wenn auch wegen ebenso plötzlicher Verdampfung der obersten 
Wasserschicht und ungeliindei'ter Verbreitung dieses Dampfes im oberen 
Kesselräume jene Ueberhitzung vermindert oder ganz verhindert werden 
mag, so wird doch die fragliche Volumenverminderung kaum dadurch be- 
einflusst, so dass sie*) 



="4'-©'] 



gesetzt werden kann. Wenn also zum Zwecke der beabsichtigten Näherungs- 
rechnung der mittlere Unterschied des Dampfdruckes im Inneren des 
Wassers und über demselben einfach = dem arithmetisclien Mittel des 

Anfangs- und Endwertlies dieser Druckdifferenz, d. h. == o gesetzt 

wird, so folgt 

3 



-=«4-(f)'] 



p/ J 2 

Eine genauere Berechnung von L ist schon desiialb ohne Nutzen, weil die 
Voraussetzung, es habe bis zum Augenblicke des im ganzen Kessel glei- 
chen Zustandes (p, t) noch gar keine Dampfblase die darüber stehende 
Wasserschicht durchbroclien , nur einem idealen Verlaufe des in Rede 
stehenden Vorganges entspriciit. 

Was endlich die Pressung 2> betrifll, so ist sie streng genommen durch 
die Bedingung bestimmt, dass die im Kessel enthaltene Wärmemenge uin 
einen Betrag = dem Wärmeäquivalent von L im Endzustande {p, t) 
kleiner, als im Anfangszustande sein muss ; indem aber dieser Wärmewerth 
von L stets ein nur sehr kleiner Tlieil der im Kesselwasser enthaltenen 
Wärme ist, lässt sich erwarten und wird es durch eine Proberechnung**) 
des Verfassers bestätigt, dass p hinlänglich wenig <C^q ist, um ohne in 
Betracht kommenden Fehler pz=pQ setzen zu können. Dadurch wird 
schliesslich : 

3 



-="4'-(£)] 



Po—Pi 



oder mit |?Q= 10333 m^ und ^^ = 10338 mj, wo m einen in Atmo- 
sphären ausgedrückten totalen Dampfdruck bedeutet , also w = M -|- 1 ist, 
unter n wie in voriger Nummer den Ueberdruck in Atmosphären ver- 
standen : 

3 

10333 



/.= 



[^-(S)']^^^"^'^^"^^- 



2 

Sofern niQ — m^ ^= Jm ziemlich klein im Vergleich mit m^ ist, kann auch 



*)Grashof, theoretische Maschinenlehre, Bd.1, §41, Gl. (15). 
** Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieurej 1887, 'S. 768; 
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^^ ^ ""0 



3 Jm / _, 1 ^m\ 

4 mo V ' 8 7^0 / 



gesetzt werden, also : 

i=3875^^^(l +i-^aJ . . (715). 

Von dieser lebendigen Kraft geht als solche durch den fast un- 
- elastischen Stoss des Wassers gegen die Keseelwand ein Theil verloren 
(durch Umsetzung in inneres Arbeitsvermögen), und kann das dann übrig 
bleibende äussere Arbeitsvermögen nach (661) : 

W= ^ L 

. gesetzt werden, wenn M die Masse des stossenden Wassers und M^ die 
des gestossenen Kessels bedeutet. Da das Volumen des Wassers = 
^1 — a)J und die Dichte des Eisenblechs nahe = 7^75 ist, so wäre 

Mi_ l.lhTtdhl _ 31 fe 

M~,, ^ Ttd^ ~l — a~d 

(l__a)__^ 

bei Abstraction von den Kesselböden und der Massenvermehrung an den 
Nietstellen , mit Rücksicht auf welche Umstände indessen und weil auch 
die Stosswirkung sich bis zu gewissejn Grade in die Stützen des Kessels 
[. hinein erstreckt, 

Jfi_ 40 fe 

M~l — ad 

h 
': gesetzt werde, oder mit — = 0,0012 Wo + 0,002 nach (570): 

tv 

-Ml 0,048^0 + 0,08 



Dadurch wird W^=^ 



M \—a 



M'+ Jtfi 1,08 4- 0,048 Wo — a 

(l-a)L 



(716). 



\ 



1,032 4-0,048^0 — « 
Insbesondere für a=0,4 ist nach (715) und (716): 

0,6 X _ 930 {^niy/ 1 Jm\ j 

0,632 + 0,048 Wo ~ 0,632 + 0,048 mo m^ \ "^ 8 m^ ) 

Dieses Arbeitsvermögen W wird nun zwar nicht ganz zur Defor- 
mation des Kessels verwendet werden, sondern ein namhafter Theil davon 



w= 
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als lebendige Kraflt dem Wasser verbleiben ^ indem es nach dem Anprall 
gegen die Kessel wand eine unregeln(iässig wirbelnde Bewegung behält; 
weil aber andererseits die Anstrengung des Kessels insofern eine grössere 
sein kann, als der Wasserstoss örtlich concentrirt stattfindet^ so mag an- 
genommen werden, dass zu der liier vorausgesetzten gleichmässigen Defor- 
mation des Kessels das ganze Arbeitsveimögen W verwendet wird. Aus 
der Gleichung W = A^ — Aq (Nr. 260) ergiebt sich dann im Falle 
a = 0,4 als erste Annäherung : 



J^m 



-y- 



0,632 + 0,048 niQ A^—A 



93Ö 



ntf 



und damit der corrigirte Werth: 



Jm = 



J^m' 



V 



1 + - 



1 J^m 



= ^1 WM 1 -— — * — ) 

^ \ 16 w^o / 



Wir 



(717). 



Schliesslich ist die der Sprengung des Kessels entsprechende relative Ueber- 
hitzung des Wassers 

unter t^ und t^ die den Pressungen wJq und m^ (= m^ — ^ni) Atm. 
entsprechenden Temperaturen gesättigten Wasserdampfes verstanden. 

Aus (717) folgt z. B. für 

also für 



iHq = 3 
Wo = 2 



5 



und nach Nr. 260 



A^ — Aq 



202 



4 
309 



9 

8 

522 



Jm= 0,70 
^1=2,30 



2,28 
6,72 



1,19 

3,81 

^0 = 133,9 152,2 175,8 

^1 = 125,1 142,2 163,7 

Jt = tQ—t^=S,S 10,0 12,1. 

Die Explosion des fehlerfreien Kessels könnte also durch einen Siedever- 
zug von 9 bis 12 Grad C. verursacht werden, wälirend Dufour der- 
gleichen bis zu 30 Grad beobachtet hat, allerdings unter Umständen, deren 
Realisirbarkeit bei Dampfkesseln zweifelhaft ist. 
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Druck von Oskar Boude in Altenburg. 
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